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Vorrede. 


jj'ds  Werk,  welches  ich  hiermit  dem  mathematischen  Pu-  - 
blikum  übergebe,  ist  das  Produkt  meiner  bisherigen  und  zugleich 
die  Grrundlage  meiner  künftigen  Vorlesungen  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule.  Wenn  auch  fiir  eine  Unterrichtsan- 
stalt von  praktischer  Tendenz  ausgearbeitet,  so  wird  man  ihm 
doch  seine  Bestimmung  hoffentlich  nicht  anmerken;  denn  es 
ist  ebensosehr  der  Wunsch  des  Königlichen  Ministeriums  des 
Innern,  als  meine  eigene  Ueberzeugung,  dass  der  mathematische 
Unterricht  auf  einer  höheren  technischen  Lehranstalt  in  streng 
wissenschaftlicher  Form  ertheilt  werden  soll,  und  dass  er  sich 
von  unfruchtbaren  philosophischen  Redensarten,  wie  von  einer 
möglichst  eiligen  praktischen  Abrichtung  gleich  weit  entfernt 
zu  halten  hat,  ohne  deswegen  seine  fortwährende  Verbindung 
mit  der  Praxis  zu  opfern.  Während  ich  so  in  Beziehung  auf 
die  Gründlichkeit  der  Darstellung  vollkommen  freie  Hand  be- 
hielt, blieben  nur  noch  zwei  aus  der  Bestimmung  des  Buches 
hervorgehende  Bedingungen  zu  erfüllen;  es  musste  nämlich  das 
Maass  der  vorauszusetzenden  Kenntnisse  auf  sein  Minimum  re- 
duzirt,  andererseits  ein  möglichst  einfacher  und  natürlicher  Ce- 
dankengang  eingehalten  werden.  In  wie  weit  mir  das  Erste 
geglückt  ist,  möge  man  daraus  abnehmen,  dass  ich  ausser  der 
gewöhnlichsten  Elementarmathematik  nur  die  ersten  Begriffe 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetze;  ich  habe 
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selbst  die  bei  der  Differeiiziation  der  Potenz,  der  Exponenzial- 
grösse  und  des  Logarithmus  sonst  übliche  Anwendung  des  bi- 
nomischen Satzes  (für  ganze  positive  Exponenten)  vermieden 
und  durch  eine  auf  gewöhnlicher  Division  beruhende  Darstel- 
lung« ersetzt.  Auch  die  analytische  Geometrie  hätte  sich  aus- 
schliessen  und  mit  den  Anwendungen  der  Analysis  zu  einer 
höheren  Geometrie  verschmelzen  lassen,  es  mag  das  sogar  syste- 
matisch sein,  für  ein  Lehrbuch  aber  ist  es  höchst  unpraktisch, 
sich  eines  so  vortrefflichen  Mittels  zur  Erläuterung  der  analy- 
tischen Processe  zu  berauben.  Ich  habe  daher  keinen  Anstand 
genommen,  nach  Erledigung  gewisser  Hauptcapitel  der  Diffe- 
renzial-  und  Integralrechnung  jedesmal  einen  geometrischen 
Excurs  einzuweben,  selbst  der  physikalische  Begriff  der  Dich- 
tigkeit schien  mir  picht  zu  fremd,  um  den  dreifachen  Integralen 
dieselbe  Anschaulichkeit  wie  den  einfachen  und  Doppelintegralen 
zu  verschaffen.  —  Was  die  zweite  Forderung  einer  möglichst 
'natürlichen  Darstellung  anbelangt,  so  war  diese  nach  den  an- 
gegebenen Prämissen  sehr  leicht  zu  erfüllen;  die  strengsten 
Methoden  sind,  richtig  dargestellt,  immer  die  natürlichsten  und 
kürzesten.  I)en  Beweis  dafür  mag  das  vorliegende  Buch  sel- 
ber fuhren,  welches  unter  allen  Werken  von  gleichem  Umfange 
den  reichsten  Inhalt  bieten  dürfte,  obschon  man  nirgends  eine 
lakonische  Kürze  des  Ausdrucks  finden  wird. 

Den  obigen  allgemeinen  Andeutungen  über  die  Gesichts- 
punkte ,  welche  meiner  Arbeit  zu  Grrunde  liegen ,  mögen  einige 
mehr  ins  Detail  gehende  BemeAungen  folgen.  Den  Begriff 
des  Differenzialquotienten  habe  ich  nach  Navier's  Vorgange 
(Resumi  des  lepons  (Panalyse,  Paris  1840,  deutsch  von  Dr. 
Wittstein,  Hannover  1848)  auf  „die  Geschwindigkeit  des 
Wachsthums  einer  Funktion"  zurückgeführt ,  nicht  als  ob  ich 
meinte,  dass  damit  für  die  Metaphysik  des  höheren  Calcüls  ein 
irgend  bedeutsames  Moment  oder  gar  dessen  Basis  gefunden 
wäre,  sondern  weil  diese  Verknüpfung  einen  für.  Techniker 
naheliegenden  Ausgangspunkt  bildet  und  sich  mit  Leichtigkeit 
der  historischen  Entstehung  der  Differenzialrechnung  auBchmiegt. 
Genauer,  als  es.  sonst  geschieht,  ist  dabei  der  Begriff  der 
Grenze  auseinandergesetzt  worden  (S.  9  und  10)  um  den  leider 
hie  und  da  noch  immer  auftauchenden  schiefen  Auffassungen 
des  Differenziales  vorzubeugen.   In  der  Bezeichnungsweise  folge 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Voricih\  Vn 

ich  Jacob i  und  benutze  bei  gewöhnlichen  Diiferenzialen  die 
gestreckten  d,  bei  partiellen  Differenzialen  die  geschwungenen 
S;  dass  Ohm  und  einige  wenige  ausländische  Mathematiker 
mit  ^  den  Differenzialquotienten  und  nicht  ein  partielles  DifFe- 
renzial  bezeichnen,  kann  Jacob i  gegenüber  von  keinem  Ge- 
wichtsein; will  man  aber  den  Differenzialquotienten  durch  einen 
vorgesetzten  Buchstaben  andeuten,  so  empfiehlt  sichl  die  von 
Cauchy  herrührende  Anwendung  des  grossen  D  jedenfalls 
besser.  -    . 

In  der  Ent  Wickelung  der  unendlichen  Reihen  von  Taylor 
und  Ma^c  Laurin  (§.  31)  habe  ich  die  immer  umständlichen 
Restbetrachtungen  vermieden  und  gezeigt,  in  wie  fern  die  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  wissenschaftlich  berechtigt  ist 
(Satz  D.  S.  128);  hierdurch  wurde  emerseits  die  Strenge  voll- 
kommen gewahrt,  andererseits  die  Bequemlichkeit ,  welche  jene 
Methode  vor  den  späteren  Entwickelungs weisen  von  Cauchy 
und  Ampfere  vortheilhaft  auszeichnet,  wieder  gewonnen. 

Daran  schliessen  sich  in  §.  36  einige  Bemerkungen  über 
das  Unendlich -Kleine,  hinreichend,  um  auch  hier  die  Leich- 
tigkeit wieder  zu  erlangen,  welche  die  älteren  Betrachtungs- 
weisen darboten,  und  wodurch  man  ein  für  allemal  der  Mühe 
überhoben  wird,  sich  ferner  auf  Greiizenuiitersuchungen  einzu- 
lassen, die  namentlich  bei  mathematisch -physikalischen  Pro- 
blemen zu  unerhörten  Weitläufigkeiten  führen  müssten. 

Für  die  Integralrechnung  und  deren  Anwendungen  ist  be- 
kanntlich die  Auffassung  des  Integrales  als  eines  summatori- ' 
sehen  Ausdruckes  von  besonderer  Wichtigkeit  und  Klarheit, 
sie  wurde  deshalb,  wie  bei  allen  besseren  Schriftstellern  der 
Neuzeit,  in  den  Vordergrund  gestellt  und  mit  Sorgfalt  erörtert; 
auch  die  Transformation  doppelter  und  dreifacher  Integrale 
durch  Substitution  neuer  Variabelen  (d.  h.  durch  Aenderung 
des  Coordinatensystems)  ist  auf  dieses  Prinzip  zurückgeführt 
>irorden  (§§.  94  und  97)  und  erlangt  dadurch  jedenfalls  eine 
grössere  Anschaulichkeit  als  auf  dem  gewöhnlichen  rein  ana- 
lytischen Wege,  wenn  auch  letzterer  den  Vorzug  besitzt,  auf 
mehr  als  dreifache  Integrale  anwendbar  zu  sein. 

Die  Capitel  XVI.  und  XVII. ,  die  mancherlei  Eigenes  ent- 
halten, sind  so  gestellt,  dass  sie  beim  ersten  Unterrichte  nöthi- 
genfalls  übergangen  und  später  nachgeholt  werden  können.  Ist 
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mir  irgendwo  das  Maasshalten  schwer  geworden,  bo  war  es 
hier  und  am  meisten  bei  dem  unendlich  reichen  Thema  der 
elliptischen  Funktionen.  Um  jedoch  wenigstens  einem  anerken- 
nungswerthen  Prinzipe  zu  folgen,  habe  iöh  die  Auflösimg  der 
Fimdamentalaufg9,ben  vollständig  gegeben  und  im  Uebrigen  die 
Untersuchung  bis  dahin  geführt,  wo  dem.  Leser  die  Hoth wen- 
digkeit des  Eintritts  einer  neuen  Behandlungsweise  fühlbar  wird, 
welche  letztere  dann  weiter  bei  Jacobi  zu  suchen  ist.^  Die- 
selbe Maxime  leitete  mich  auch  bei -der  Darstellung  der  Lehre 
von  den  partiellen  Differei?zialgleichungen,  die  begreiflicherweise 
hier  nur  in  sehr  beschränktem  Maasse  Platz  finden  konnte. 

Von  Beispielen  habe  ich  inuner  soviele  gegeben,  als  der 
betreff'ende  Calcül  Modifikationen  zuHess,  und  man  wird  daher 
für  jeden  bemerkenswertheren  Fall  ein  Paradigma  aber  keine 
überreiche  den  Platz  verengende  Auswahl  von  U^bungsbeispielen 
finden;  für  letztere  verweise  ich  auf  die  Sammlung  von  Prof. 
Dr.  Sohncke  (Halle  1850). 

Dresden,  im  November  1852. 

Dr.   O.   Schlömilch, 
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XVm.,  S.  306). 
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(erschienen  1818)- zu  Grande;  weitere  und  tiefere  Untersuchungen  darüber  geben 
mehrere  Aufsätze  von  Jacobi  in  Grell« 's  Journal  (Bd.  ü,,  S.  317  und  347, 
Bd.  XVn.,  S.  97  und  Bd.  XXm.,  S.  1).  üeber  die  geometrische  Bedeutung  par- 
tieller Differenzialgleichungen  findet  man  schöne  Betrachtfingen  in  der  Application 
de  TAnalyse  h  la  Geometrie  von  Monge. 
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I.    Begriff  der  Funktion. 

In  der  gesammten  höheren  Analysis  unterscheidet  man  zweierlei 
Arten  von  Zahlen :  Constanten'und  Variabelen;  die  erateren  sind 
unveränderlich ,  d.  h.  sie  behalten  in  jeder  vorzunehmenden  analyti- 
schen Betrachtung  die  ihnen  einmal  ertheilten  Werthe,  die  Variabelen 
dagegen  sind  veränderlich  und  können  jeden  beliebigen  speciellen 
Werth  annehmen.  Um  diesen  wesentlichen  Unterschied  auch  in  der 
Bezeichnung  hervorzuheben,  pflegt  man  die  Constanten  durch  die 
ersten,  die  Variabelen  dagegen  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabetes  zu  bezeichnen. 

Was  nun  die  Art  und  Weise  betriflft,"  wie  sich  eine  Variabele 
ändert,  so  sind  hier  zwei  Fälle  möglich.    Hat  nämlich  die  Variabele 
X  einmal  den  Spezialwerth  a  =  a  besessen  und  nachher  den  Werth 
X  =  h  angenommen,   so  kann  man  sich  ^tweder  vorstellen,  dass 
der  üebergang  von  a  nach  h  plötzlich  und  ohne  Berücksichtigung 
der  zwischen  a  und  h  einschaltbaren  Werthe  geschehen  sei,   oder 
man  denkt  sich,  dass  die  Variabele  x  von  a  ausgehend  alle  Zwi- 
schenstufen von  a  bis  h  durchlaufen  habe  und  zwar   au^  ähnliche 
Weise,  wie  ein  j;eradlinig  fortbewegter  Körper  üb^t  a^^®  2.wi8c\ien 
dem   Anfangs-  und    dem    Endpunkte   seiner  B^^ao-inß  ^^«g^^^^ 
Stellen j4nweggegangen  ist;  im  ersteren  Falle  hex^       x^^^"^^^^ 
ein  sprungweiser  oder  discontinuirlich^    ^v  <X      ^^s^^^  ^ 
stetiger  oder  continuirlicher.     Welche   V^  ^  V^    ^^  vf^ 
und  welche  als  sprungweis  veränderliche  anzua^V^^w^Cr  .     ^ 
in  jedem  Falle  einer  besonderen  Untersuchung.   ^^^O    *  V 

SchlOmilch,  Analyri«.  ^  ^ 

\ 
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2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  wie  z.  B.  in 

so  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein  aus 
der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  deshalb 
nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhängige 
und  y  die  abhängige  Variabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  eben 
X  ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Funktion  von  ar,  was 
man  in  Zeichen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(jc)^  oder  y  ==  /(ar),  y  =  q)  (x)  und  dergl. 
auszudrücken  pflegt;  eine  derartige  Gleichung  sagt  also  nichts  wei- 
ter, als  dass  jedem  willkürlichen  Werthe  des  x  ein  bestimmter  Werth 
des  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  der  letztere  hergekommen  ist.    In 
ähnlicher  Weise  würde  eine  Gleichung  von  der  Form 

z  =  ^(a?,  y) 
bedeuten ,  dass  zwei  unabhängige  Veränderliche  x  und  y  vorhanden 
sind,  von  denen  eine  dritte  Variabele  z  abhängt,  wie  z.  B.,  wenn 
z  =  ax-\~by^  wäre;  in  demselben  Sinne,  wie  hier  z  als  Funktion 
zweier  unabhängigen  Variabelen  erscheint,  kann  man  auch  Funk- 
tionen von  drei  oder  überhaupt  beliebig  vielen  Variabelen  bilden. 

Für  alle  solche  Funktionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die 
unabhängigen  Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich  betrachtet 
werden;  ob  es  auch  die  abhängige  Variabele  ist,  entscheidet  die 
Natur  der  Funktion,  wie  sich  nachher  (in  IV.)  zeigen  wird. 

n.    Die  einfachen  Funktionen. 

Die  niedere  Arithmetik  und  die  Geometrie  mit  Einschluss  der 
Trigonometrie  bieten  schon  die  Mittel  zur  Bildung  von  einigen 
Funktionen,  welche  wir  vorzugsweise  einfache  Funktionen  nennen. 
Sieht  man  in  der  Potenz  a^  die  Grundzahl  a  als  Variabele  und  den 
Exponenten  b  als  Constante  an,  so  entsteht  die  Funktion  x^^  welche 
in  derAnalysis  den  Namen  Potenz  ausschliesslich  fuhrt ;  Umgekehrt 
liefert  die  Annahme  einer  constanten  Basis  und  eines  veränderlichen 
Exponenten  die  Funktion  o*,  der  man  den  Namen  Exponenzial- 
grösse  gegeben  hat.  Denkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als 
Funktionen  der  Zahlen,  so  hat  man  noch  die  Funktion  "logx^  wo- 
bei das  oben  angesetzte  a  die  Basis  des  logarithmischen  Systemes 
bezeichnen  soll. 

Es  ist  ferner  aus  der  Geometrie  bekannt,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  H^lbm§ß^ei:  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
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Halbmessers,  mithin  in  blossen  Zahlen  ausdrücken  lässt,  und  man 
kann  daher  jede  Zahl  auch  als  Maass  eines  Kreisbogens  ansehen; 
denkt  man  sich  die  goniometrischen  Linien  desselben  construirt  und 
ebenfalls  in  Theilen  des  Halbmessers  angegeben,  so  entspricht  in 
diesem  Sinne  jeder  Zahl  a  ein  Sinus,  Cosinus  etc. ;  so  ist  z.  B. 

sin  (1,570796  . .)  =  «m-2.  =  V 

cos  (1,047197  ,  .)  =  CO«  —  =  0,5 
o 

und  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Funktionen  der  Zahl  ^, 
nämlich  sinx^  cosx^  tanx^  cotx^  secx^  cosecx. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Zahl  x  als  das  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  aijif- 
suchfin.  Sehen  wir  x  als  die  Län^  eines  Sinus  an ,  so  entspricht 
demselben  ein  bestimmter  Bogen  des  ersten  Quadranten;  dieser 
Bogen  möge  mit  Aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen werden,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Nach  die- 
ser an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

Arc8in(:{-\i  =  -f  j,  Arcsin  (—   2  )  ~  "~  T" 

Ebenso  bedeutet  Arccosx  den  kleinsten  zu  x,  als  Cosinus  be- 
trachtet ,  gehörigen  Bogen ;  man  hat  zugleich : 

Arccos  X  =  -r Aresin  x 

und  vermöge  dieser  sehr  einfachen  Beziehung  zwischen  Aresin  x  und 
Arecosx^  die  sich  auch  als  Definition  von  Arceosx  benutzen  liesse, 
pflegt  man  nur  in  seltenen  Fällen  die  letztere  Funktion  zu  benutzen. 
—  Analog  dem  Obigen  bezeichnet  Arctan  x  den  Bogen  des  ersten 
Quadranten,  dessen  Tangente  =  a?  ist,  und  zwar  wird  derselbe  mit 
demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen;  für  die  entsprechende 
Funktion  Arceotx  hat  man: 

Arecotx  =  -r Aretan  x. 

Auf  gleiche.  Weise  kann   man    endlich   noch    die   Funktionen 
\ec  X  und  Areeosee  x  = 
ben  wenig  in  Gebrauch. 


31/ 

Aresec  x  und  Areeosee  x  =  -^  —  Aresee  x  bilden ,  doch  sind  diesel- 


1* 
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ni.    Die  geometrische  Darstellung  der  Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  nicht  schwer,  sich 
ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Funktion  zu  verschaffen ,  wenn  letz- 
tere eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Yariabele  enthält;  man 
hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  vorkommenden  Variabelen 
als  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  und  die  zwischen  den 
Variabelen  bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Linie  oder 
einer  Fläche  anzusehen.  Bei  zwei  Variabelen  x  und  y,  welche 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

verbunden  sind,  betrachtet  man  die  unabhängige  Yariabele  x  als 
Abscisse,  die  abhängige  Variabele  y  als  rechtwinklige  Ordinate  und 
die  Gleichung  selbst  als  Gleichung  einer  ebenen  Linie,  von  der  sich 
jetzt  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  indem  man  dem  x 
willkürliche  Werthe  ertheilt  und  die  zugehörigen  Werthe  des  y  be- 
rechnet und  construirt.  So  würde  z.  B.  y  =  aa?  -f-  i  eine  Gerade, 
y  =  x^  eine  Parabel  repräsentiren. 

Bei  drei  Variabelen,  zwischen  denen  eine  Gleichung  von  der 
Form 

z  —  Fix,y) 

stattfindet,  nimmt  man  «,  y  und  ^  als  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten eines  Punktes  im  Räume  an;  zwei  derselben,  x  und  y,  sind  will- 
kürlich und  bestimmen  einen  beliebigen  Punkt  der  Coordinatenebene 
xy\  senkrecht  über  diesem  liegt  der  Pimkt  xyz^  dessen  Entfernung 
z  von  der  Ebene  xy  die  abhängige  Variabele  z  ist.  So  ent- 
sprechen allen  Punkten  xy  der  Coordinatenebene  xy  Punkte 
im  Baume,  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Fläche  bilden;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  die  Gleichung  dieser  Fläche.  Die  geo- 
metrische Darstellung  der  Gleichung  z  =  aa?-|-/3y-|-y  z.  B.  giebt 
eine  Ebene,  die  der  Gleichung  2:  =  a?2  -j-_  ^2  ein  Rotationsparabo- 
loid  u.  8.  w. 

Sind  vier  oder  mehr  Variabele  vorhanden,  so  dass  eine  Funk- 
tion von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  gebildet  ist, 
80  hört  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstellung  auf,  und 
zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  der  Baum  nur  drei  Dimen- 
sionen besitzt. 
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IV.    Die  Continuität  und  Discontinuität  der 
Funktionen. 

Wie  bereits  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen  Variabe- 
len  jederzeit  als  stetig  veränderlich,  aber  es  bedarf  noch  einer  Unter- 
suchung, ob  auch  den  abhängigen  Variabelen  dieselbe  Eigenschaft 
der  Continuität  zukommt.  Denken  wir  uns,  um  die  Frage  schärfer 
auszudrücken,  dass  x  sich  stetig  von  x  =  a  bis  x  =  b  geändert 
habe  und  dass  dem  Werthe  x  =  a  der  Werth  y  =  a^  ebenso  dem 
Werthe  x  =  b  der  Werth  y  =  ß  entspreche,  so  würde  eine  stetige 
Aenderung  des  y  vorhanden  sein,  wenn  der  Uebergang  von  y  =z  a 
bis  y  =  ß  mit  Durchlaufung  aller  zwischen  a  und  ß  einschaltbaren 
Zwischenstufen  geschehen  wäre,  eine  discontinuirliche  Aenderung 
dagegen,  wenn  es  Zahlen  zwischen  a  und  ß  giebt,  welche  nicht  als 
Zwischenwerthe  der  Variabelen  y  erscheinen.  Dies  ist  leicht  geo- 
metrisch zu  versinnlichen;  besteht  die  Curve  HK  aus  einem  un- 
unterbrochenen Zuge  (Fig.  1),  und  sind  ÄH=  OC  und  BK=  OD 
die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen  OÄ  und  OB  entsprechen,  so 
erscheint  jede  zwischen  OC  und  OD  beliebig  eingeschaltete  Linie 
OiVauch  als  Zwischenordinate  3fP  der  Curve,  weil  eine  durch  N 
gehende  Parallele  zu.  OX  den  ununterbrochenen  Zug  HK  nothw en- 
dig in  einem  Punkte  P  schneiden  muss.  Bei  einem  unterbrochenen 
Fig.  1.  Fig.  2. 


D  ^,_. 

N: -"'-XI" 


Zuge  dagegen  (Fig.  2)  giebt  es  eine  Menge  zwischen  0  C  und  0  D 
eingelegter  Strecken,  wie  z.  B.  OiV,  welche  nicht  als  Zwischen- 
ordinaten  vorkomnaeiij  weil  die  Gerade  NP\\  OX  den  Zug  HK 
nicht  trifit;  hier  findet  eine  Discontinjiität  statt  und  zwar  an  der 
Stelle  X  =  OM^  indem  die  Ordinate  sprungweis  von  MI  auf  MI* 
übergeht.  Man  sieht  zugleich,  dass  der  speziellen  Abscisse  OM^  die 
I  heissen  möge,  plötzlich  zwei  Ordinaten  zugehören,  während  ausser- 
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dem  jeder  Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht;  jene  Ordinaten 
unterscheiden  sich  insofern,  als  die  erste  Ml  die  ))isherige  Reihe 
der  Ordinaten  beschliesst,  und  die  zweite  MV  eine  neue  Reihe  an- 
fängt. Ist  y  =  /(a?)  die  Gleichung  der  betrachteten  Curve,  so  lässt 
sich  jener  unterschied  dadurch  hervorheben,  dass  man  Ml  mit 
/(l  —  Ö)  ^^d  ^■^'  "^*  /(H~ö)  bezeichnet.  Man  wird  diese  Bezeich- 
nung sehr  {passend  finden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  jedes  «<^£ 
durch  a?  =  J — fi  und  jedes  «>|  durch  a?  =  |-f-d  dargestellt 
werden  kann  und  dass  mithin  ^  —  0  und  /(|  —  0)  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  /,  so  wie  |-|-0  und/(J-|-0)  die  Coordinaten  des 
Anfangspunktes  /'  bezeichnen  müssen.  Demgemäss  kann  man  sagen : 
eine  Funktion  ändert  sich  an  der  Stelle  o;  =  |  continuirlich,  wenn 
/(l  —  ^)  =/(IH~ö),  dagegen  discontinuirlich,  wenn /(f  —  0)  von 
/(l"|~ö)  verschieden  ist;  oder  nach  einer  genaueren  Fassung:  , 
die  Funktion  f{x)  bleibt  an  der  Stelle  a?  ==  |  continuirlich  oder 
erleidet  daselbst  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  je  nachdem 
die  Differenz 

mit  Ä  und  £  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht. 

So  ist  z.  B.  die  Funktion  y  ==  rz rr  discontinuirlich  an  der 

(1 — xy 

Stelle  a?  =  1 ;  denn  man  hat 

/(l  +  ö)-/(l-£)  =  -^-^, 

woraus  für  Ä  =  0  und  a  =  0  folgen  würde  /(l-(-0)  —  /(l  — 0) 
=  OD  —  QO ;  die  rechter  Hand  befindliche  Differenz  kann  aber  alles 
Mögliche  bedeuten,  weil  tf  und  £  auf  beliebige  Weise  in  Null  über- 
geführt werden  können;  setzt  man  z.  B. 


wo  k  eine  beliebige  positive  Grösse  bezeichnet,  so  wird 

und  folglich  für  6  =  0 

/(l  +  0)-/(l-0)  =  fc, 

woraus  unmittelbar  die  Discontinuität  der  fraglichen  Funktion  folgt. 
Diese  bestätigt  sich  auch  geometrisch,  denn  die  Curve,  deren  Glei- 
chung y  = ist,  besteht  aus  zwei  congruenten,  abgesonder- 
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tenJZügen  (Fig.  3),  welche  die  in  der  Entfernung  OJf  =.  1  parallel 
zur   Ordinatenachse  gehende    Gerade  MP  zur    gemeinschaftlicheDi 
Fiff.  3.  Asymptote    haben;    sollte    nun    ein   stetiger 

Uebergang  von  einem  Punkte  H  des  ersten 
Zweiges  nach  einem  Punkte  K  des  anderen 
Zweiges  bewerkstelligt  werden,  so  wäre  die 
zwischenliegende  Gerade  MP  noth wendig  zu 
durchkreuzen;  einen  solchen  Durchschnitt 
bildet  aber  die  Curve  nicht.  —  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  sich  auch  leicht 
überzeugen,  dass  eine  Funktion  jedesmal 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet, 
wenn  sie  für  einen  speziellen  Werth  voij  x^  etwa  x  =  |,  unendlich 
wird,  dagegen  för  d?  <;  |  und  für  a?  >  S  endliche  Werthe  besitzt. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Funktionen  meh- 
rerer Variabelen  übertragen;  bei  Funktionen  von  zwei  Variabelen 
insbesondere  wird  die  Bemerkung  von  Nutzen  sein,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Vertikalebene  eine  stetig  verlaufende 
Durchschnittslinie  bilden  muss. 

y.    Die  Steigungsverhältnisse  der  Funktionen. 

Schon  die  oberflächlichste  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
sehr  mannigfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung ;  während  z.  B. 
die  Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also 
immer  steigt,  findet  in  der  Sinuslinie  (tj  =  sinx)  ein  Wechsel  von 
Zu-  und  Abnahme  statt;  ja  selbst  bei  Curven,  welche  sich  in  Be- 
ziehung auf  Wachsthum  oder  Abnahme  der  Ordinaten  ähneln,  kann 
die  Art  und  Weise,  wie  diese  Veränderung  geschieht,  noch  sehr 
verschieden  sein.  So  z.B.  steigen  die  beiden  Parabeln  y  =  y/äT  und 
1^  =  «2  gleichzeitig,  man  wird  aber  von  der  zweiten  sagen,  dass 
sie  rascher  als  die  erste  steigt,  auch  findet  noch  insofern  eine 
wesentliche  Differenz  statt,  als  die  erste  Parabel  der  Abscissenachse 
die  hohle  Seite,  die  zweite  Parabel  dagegen  ihr  die  convexe  Seite 
zukehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbestimmten  Begriff  der  Geschwindig- 
keit des  Wachsthums  näher  zu  fixiren,  betrachten  wir  vorerst  die 
Gerade,  deren  Gleichung  y  =  ax-\-h  sein  möge.  Von  dieser  ist 
unmittelbar  klar,  dass  ihre  Steigung  immer  dieselbe  bleibt,  und  man 
wird  das  Maass  dieser  Steigung  am  einfachsten  dadurch  ausdrücken, 
dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  y  wächst,  wenn  die  Ab- 
scisse  X  um  ?ie  Einheit  zunimmt,  wie  dies  schon  bei  den  Angaben 
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über  die  Steigungen  von  gfaassen  geschieht. 


0M=  X,  MP=:y,  MN=z  PB=  1, 


Nehmen  wir  in  Fig.  4 
80  ist  die  neue  Ordinate 

ö  R 

NQ  um  QR  grösser,    als   die  frühere,   und  das    Verhältniss  -77=; 

PR 

möge  hier  das  Steignngsmaass  oder  kurz  die  Steigung  heissen.    Ihre 

Grösse   bestimmt  sich   aus  der   Bemerkung,   dass  QR   die  lin^re 

Tangente  des  Winkels  QPR  z=  OST^  den  wir  r  nennen  wollen, 

und  dass  andererseits  vermöge  bekannter  Lehren  der  analytischen 

Geometrie  tont  =  a  ist;  somit  ergiebt  sich  a  =  tanr  als  Steigung 

der  Geraden  y  =  ax  -\-  b^  und  es  ist  diese  Steigung  in  der  That 

überall  dieselbe,  d.  h.  unabhängig  von  a, 

Fig.  5. 


Denken  wir  uns  ferner  eine  Curve  dadurch  entstanden,  dass 
sich  ein  Punkt  stetig  fortbewegt  und  dabei  unausgesetzt  seine  Rich- 
tung ändert,  so  darf  man  sagen,  dass  die  augenblickliche  Richtung 
desselben  jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve 
dargestellt  wird.  Es  sei  nun  aS  T  (Fig.  5)  die  Tangente  der  Curve 
im  Punkte  F  und  die  vorige  Constniction  ftuf  diese  Tangente  an- 
gewandt, so  ist  QR  offenbar  die  Zunahme  der  Ordinate  3/P,  welche 
der  Zunahme  MN  =  1  der  Abscisse  entsprechen  würde,  wenn  die 
Curve  von  P  aus  in  der  Richtung  ihrer  Tangente  verliefe,  also  in 
die    gleichmässig   steigende    Gerade  PT  überginge.     Nennen  wir 

0  R 
wiederum  — —    die  Steigung   der   Curve,    so  ist   dieselbe  nunmehr 

nichts  weiter,  als  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  t  zwi- 
schen der  berührenden  Geraden  und  der  Abscissenachse ,  den  Vir 
kurz  den  Berührungswin\el  nennen  wollen.  Die  Aufgabe  wäre  also, 
den  Werth  jenes  Verhältnisses  oder  tan  t  zu  bestimmen ,  und  sie  ist 
einerlei  mit  dem  vielfach  behandelten  Problem  der  Construction  von 
Tangenten  an  gegebene  Curven.     In  der  That  bestimmen  auch  die 
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verschiedenen  Lagen  der  Tangenten,  ob  eine  Curve  zu-  oder  ab- 
nimmt, ob  sie  langsamer  oder  rascher  als  eine  andfere  Linie  wächst 
und  dergl.,  wovon  man  sich  schon  durch  eine  nach  dem  Augen- 
maasse  entworfene  Construction  der  Tangenten  an  verschiedene 
Punkte  einer  Curve  überzeugen  wird. 

Zur  Kenntniss  von  tanv  führt  die  Bemerkung,  dass  eine  Ge- 
rade, die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine  Sekante,  zur 
Tangente  wird,  sobald  die  beiden  verbundenen  Punkte  zusammen- 
rücken und  in  einander  fallen ;  demgemäss  verbinden  wir  die  beiden 
beliebigen  Punkte  P  und  P  der  Curve,  bestimmen  zunächst  die  Lage 
der  Sekante  PP*  und  hieraus  die  Lage  der  Tangente  PT,  indem 
wir  P*  mit  P  zusammenfallen  oder  die  Strecke  MM^  welche  8 
heissen  möge ,  in  Null  übergehen  lassen.  Ist  rj  =  f(jß)  die  Glei- 
chung der  Curve,  so  haben  wir 

,,,  p  p  jr  _  ^ü  _  M^P'-MP  __  /(^  +  g)  -  /(^) 
PC/—        MM'       —  6 

und  wenn  d  =  0  wird,  so  geht  der  Winkel  PPÜ  in  TPU=  z 
über;  wollte  man  aber  auch  rechter  Hand  ohne  Weiteres  Ä  =  0 

0 

setzen,   so  würde  das  unbestimmte  und   nichtssagende    Resultat  — 

zum  Vorschein  kommen;  man  thut  daher  besser,  nur  anzudeuteni 
dass  schliesslich  5  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 

-   1)      ^,^p+g)-/(^)i 

In  jedem  speziellen  Falle  bedarf  es  nun  einer  besonderen  Aus- 
führung der  rechter  Hand  angedeuteten  Operationen;  für  f(je)  =  x^ 
z.  B.  wäre  der  eingeklammerte  Quotient: 

mithin  tanz  =  2x;  £vlt  f(x)  =  yj   ist  jener  Quotient: 
\/a?4-ä  —  \/x_         (ä!-\-S)  —  a         _  1 

8  ~  8  [\/H^d  +  \/^]  ~  VH^  +  \/^ 

mithin  tan  x  =  .    Aus  diesen  Beispielen  ersieht  man  hinreichend 

den  Gebrauch  der  Formel  1),  welche  zwar  nicht  geradezu  ein  fer- 
tiges Resultat  angiebt,  wohl  aber  den  Weg  zeigt,  auf  welchem  ein 
solches  gefunden  wird. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
8  ganz  beliebig,  d.  h.  eine  unabhängige  Variabele  sei,  und  es  ist 
dann  allerdings  kein  Zweifel,  dass  auch  8  =  0  gesetzt  werden  darf; 
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dies  würde  jedoch  eo  unmittelbar  nicht  mehr  gelten,  wenn  S  ab- 
hängig ist,  wie  es  später  häufig  der  Fall  sein  wird.     Wäre  z.  B. 

d  =  —  oder  S  =  x/^2  —  1,  wom  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet, 
m 

so  kann  man  d  nicht  schlechtweg  zu  Null  machen,  wohl  aber  der 
Null  beliebig  nahe  bringen ,  indem  man  m  ins  Unendliche  wachsen 
lässt.  Um  auch  für  diesen  Fall  zu  sorgen,  sagen  wir,  „f  habe  die 
Nu^  zur  Grenz e^^,  und  verstehen  darunter,  dass  entweder  8  die 
Null  erreicht,  ohne  sie  zu  üb^schreiten,  oder  dass  S  der  Null  so 
nahe  kommen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird;  im  ersten  Falle  ist 
die  Grenze  eine  erreichbare,  im  zweiten  Falle  eine  (durch  Rech- 
nung) unerreichbare,  trotzdem  aber  ebenso  gewiss  vorhandene.  In 
diesem  Sinne  bildet  die  Lage  der  Tangente  PT  die  Grenze  für  die 
verschiedenen  Lagen,  welche  die  Sekante  JPP'  bei  abnehmendem  ö 
bekommt,  ebenso  ist  t  die  Grenze  des  Winkels  PTÜ^  endlich  tont 

die   Grenze  des   Quotienten  "^        ' — 5 .     Benutzen  wir  die 

0 

Sylbe  Lim  zur  Bezeichnung  einer  Grenze,  so  lassen  sich  diese  Be- 
merkungen durch  die  Gleichungen  Lim8=Q\  t=Lim(J_PPU)^ 
2)         ^.  =  i^/(i±iW(f) 

darstellen;  dieser  genaueren,  auf  alle  Fälle  passenden  Ausdrucks- 
weise werden  wir  uns  künftig  immer  bedienen. 
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Cap.  I. 

Grundbegriffe  der  Differenzialrechnung,  Differenziatlon   der 
einfachen   Funktionen. 

§.  1. 

Differenzen  und  Differenziale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  dem 
Wachsthum  und  der  Abnahme  der  Funktionen  spielt  und  der  zu- 
gleich eine  geometrische  Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung 

.y=f(jß)  alsr  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das 
häufige  Vorkommen  jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine 
möglichst  kurze  Bezeichnung  desselben  nöthig,  und  man  ist  daher 

.  übereingekommen,  denselben  mit  f'(jß)  zu  bezeichnen,  so  dass  also 
die  Gleichung 

die  Definition  des  Symboles  f*(jt)  enthält.  So  ist  z.  B.  für  f(je) 
=  aa?  +  ^  /'  (äj)  =  a,  ferner  für  f(x)  =  x^,  f»ix)  =  2  a?,  für  fix) 

=  \/^,  /'  (a?)  =  — -7=r  u.  8.  w. ,  und  man  nennt  hierbei  /'  {x)  die 
2  \  (ß 

abgeleitete  öder  derivirte  Funktion  im  Gegensatze  zu  der  ur- 
sprünglichen Funktion  f(jc). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entstanden,  dass 
die  in  Nro.  1)  vorkommende  Grösse  d,  der  Zuwachs  des  a?,  als  der 
Unterschied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  a?,  nämlich  des  neuen 
Werthes  a?  -}-  d  und  des  früheren  Werthes  o?,  angesehen  werden  darf; 
bezeichnet  man  nun  überhaupt  jede  beliebige  Differenz  mit  ^,  so 
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würde  die  Differenz  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  mit  Arj^  oder 
jdx  zu  bezeichnen  sein,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat,  jdx  für 
ein  Produkt  anzusehen.  Dem  entsprechend  würde  jdy  die  Differenz 
der  beiden  verschiedenen  Werthe  des  y  sein,  von  denen  der  eine 
dem  j?,  der  andere  dem  x-\-jda  entspricht;  vermöge  der  Gleichung 
y  =  f(x}  ist  dieses  Ay  -=  f(x-\-Ax)  — f(jc)  und  mithin 

jdx  jdx 

Geht  Ax  m  Null  über  und  ebenso  auch  Ay^  so  wird  hieraus 
4)  2^,v„^:=//(^), 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim  zu  ersparen, 

schreibt  man  -rr-  statt  Zm  -3^,  also 
dx  jdx 

und  hier  bedeuten  dy  und  dx  Differenzen,  auf  welchen  die  Bedin- 
gung ruht,  in  Null  überzugehen;  derartige  Differenzen  heissen  Dif- 
ferenziale  und  sind  demnach  nichts  weiter  als  Differenzen,  wel- 
che die  Null  zur  Grenze  haben.  Die  Gleichung  5)  spricht  die 
Gleichheit  des  Differenzialquotienten  und  der  derivirten  Funktion 
aus;^  eine  Verschiedenheit  besteht  nur  in  der  Schreibweise;  rechts 
sind  die  in  dem  Ausdrucke 

0 

postulirten  Rechnungsoperationen  ausgeführt,  links  bloss  angedeutet^ 
ähnlich  wie  in  \/9  =  3  und  dergleichen. 

Da  nach  dem  Vorigen  der  Differenzialquotient  die  Grenze  des 
Differenzenquotienten  ist,  so  sind  beide  so  lange  verschieden,  als  die 
Differenzen  endliche  Werthe  haben;  nennen  wir  ^  den  Unterschied 
zwischen  beiden  Quotienten,  nämlich 

6)  41- ^ 

so  folgt  umgekehrt 


z/ar         da         ^' 


oder  wenn  man  die  Gleichung  5)  zu  Hülfe  nimmt 

Ay  =  f  (x)jdx'\'QAx. 
Lassen  wir  jdx  und  Ay  wieder  in  Null*  übergehen,  d.  h.  zuDifferen- 
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zialen  werden ,  so  verschwindet  q^  wie  man  ans  Nro.  6)  sogleich  er- 
kennt, und  es  bleibt 

7)  dy  =  f  {x)  dx^ 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  von  x  ist,  um  so  genauer  ist  die 
Aenderung  dy  von  y  gleich  dem  Produkte  /'  {x)  dx^  was  man  leicht 
geometrisch  und  ebenso  an  den  gegebenen  Beispielen  prüfen  kann. 
Die  Differenzialgleichung  7)  giebt  übrigens,  verglichen  mit  Nro.  5), 
zu  erkennen,  dass  man  mit  den  veränderlichen,  der  Grenze  Null  zu- 
eilenden Grössen  dx  und  dy  ebenso  multiplicirt  und  dividirt,  als 
wären  sie  bestimmte  Zahlen,  und  hierin  besteht  ein  nicht  geringer 
Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

An  diese  Erörterung  über  die  BegriflTe  und  Bezeichnungen  der 
Differenzialrechnung  schliesst  sich  naturgemäss  die  wirkliche  Aus- 
führung der  angedeuteten  Operationen,  indem  man  an  die  Stelle  von 
/(a?)  die  einfachen  und  zusammengesetzteren  Funktionen  treten  lässt. 
Bevor  wir  dazu  schreiten ,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geo- 
metrische Bedeutung  von  /'  (a?)  werfen ;  diese  ist  nämlich  verschie- 
den, je  nachdem  man  der  ursprünglichen  Funktion  f{x)  den  einen 
oder  anderen  Sinn  unterlegt.  Man  hat  in  Beziehung  hierauf  eine 
dreifache  Wahl ;  denken  wir  uns  x  immer  als  Abscisse,  so  kann  f{x) 
entweder  eine  Curvenordinate ,  also  eine  Linie  wie  x  selbst,  bedeu- 
ten oder  eine  Fläche  oder  endlich  ein  Volumen.  Für  den  ersten 
Fall  wissen  wir  bereits  aus  der  Einleitung ,  dass  /'  (a?)  =  fan  r  ist, 
und  wir  haben  daher  noch  die  beiden  anderen  Fälle  zu  erörtern. 

Fig.  6.  Sei  in  Figur  6  0M=  ä,  MP  = 

9  (o?),  die  über  der  Abscisse  x  ste- 
hende Fläche  AOMP  =  fix)  und 
MM?  ==  z/ä,  so  ist 
f(x-\-^x)  —/(o?)  =  Fläche  MM P P. 
Dieseo  Fläche  darf  man  sich  als  ein 
Rechteck  denken,  welches  ^x  zur 
Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
M  P*  liegende  Ordinate  NQ  zur  Höhe 
hat,  und  man  kann  demnach  MMPP  z=  NQ  .  ^x  setzen;  hier- 
aus folgt 

für  ^«  =  0  fallen  die  drei  Ordinaten  M  P',  NQ^  und  MP  in  eine 
einzige,  nämlich  3fP,  zusanunen,  und  es  bleibt 

f'(x)  =  MP=q)Cx). 
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Die  derivirte  Funktion  bedeutet  hier  also  geometrisch  die  begren- 
zende Ordinate. 

Fig.  7.  Denken   wir    uns    in 

Fig.  7  OM  als  a?,  die 
Fläche  MPCt  als  den 
zu  X  gehörenden  Quer- 
schnitt, der  ^  (ß)  heissen 
möge,  und  das  Volumen 
ÄOBQMP  als  Funk- 
tion f(ai)  von  a?,  so  ist 
für  MM*  =  2^Ä 

=  Vol.  MPQQiFM'. 
Diese  Schicht  lässt  sich 
einem  Cylinder  verglei- 
chen, der  zlx  zur  Höhe 
(oder  Dicke)  und  einen  zwischen  beiden  Querschnitten  MPQ  und 
MPQ!  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  q 
diesen  mittleren  Querschnitt,  so  ist  das  Volumen  MPQQ! PM} 
=  q  .  ^x;  folglich 

Jx  ~^* 

Für  ^x  =  0  fallen  die  Querschnitte  M'FQ*,  q  und  MPQ=zi\}(x) 
zusammen  und  es  bleibt: 

Man  kann  demnach  folgende  Sätze  aussprechen: 
Der  Differenzialquotient   eines    Volumens   ist   sein   letzter  Quer- 
schnitt, der  Differenzialquotient  einer  ebenen  Fläche  ihre  letzte 
Ordinate  und  der  Differenzialquotient    einer  Curvenordinate   die 
trigonometrische  Tangente  des  B er ührungs winkeis, 
wobei  die  unabhängige  Variabele  immer  als  Abscisse  angesehen  wird. 


§.  2. 
Differenziation  der  Potenz. 

Setzen  wir  den  Exponenten  der  Potenz  zunächst  als  ganze  po- 
sitive Zahl  m  voraus,  so  zieht  die  Gleichung 

1)  y  =  x^, 

die  folgende  nach  sich 
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^  _  jx-j-^äif  —  a^  _  (a-j-^af  —  ä!^. 

auf  welche  sich  der  bekannte  Satz 

a  —  h 

für  a  =  0? -f- z/ä  und  b  =  x  unmittelbar  anwenden  lässt;  man  fin- 
det 80  * 
(x-j-^x)"^'^x"^ 
zlx 

und,  wenn  man  ^x  in  Null  übergehen  lägst, 

2)  Lim  ^    ^      7 =  mx"^- \ 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

3)  ^  =  ^^-  1  oder  ^  =  m^-\ 
dx  dx 

Ist  zweitens  der  Exponent  ein  positiver  Bruch  i-,  so  folgt  aus 

4)  y  =  ^^ 
durch  beiderseitige  Potenzirung 

rfl  =  ärP  ; 
femer,  wenn;  sich  x  und  y  um  ^^^  und  ^y  andern, 

(y  +  z/y)^  —  y^^Qc-^^xyP—äP, 

dividirt  man  beiderseits  mit  z/o;,  so  lässt  sich  dies  folgendermaassen 
darstellen : 

(y  +  ^y)^  —  y^     ^  ^  (^+^^)P  — a^ 
^y  -i^ay  ^x 

Der  Grenzenübergang  giebt  hier,  mit  Rücksicht  auf  Nro.  2),  weil 
p  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind. 


und  durch  Reduktion  auf  -— 


dx 

■— 1 


dy_  __^p_^ 

Schi öini Ich,   Analysis. 


dx  q  aP     ^ 
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Setzt  man  poch  für  y  seinen  Werth  aus  Nro,  4),  so  wird 

dx  q 

Die  Formeln  3)  und  5)  lassen  sich  jetzt  so  zusanmienfassen, 
dass  man  sagt,  für  jedes  positive  upd  rationale  X  ist 

6)  ^  =  ;i^-i. 

da 

Nimmt  man  für  X  der  Reihe  nach  Brüche,  die  sich  einer  irratio- 
na.len  positiven  Zahl  nähern  (wie  z.  B.  1,7  dann  1,73  u.  s.  f.  der 
Wurzel  \/3),  so  hört  die  obige  Gleichung  nie  zu  gelten  auf  und 
muss  demnach  für  jedes  irrationale  X  richtig  bleiben;  ihre  Gültig- 
keit erstreckt  sich  nun  auf  alle  positiven  X, 

Besitzt  die  Potenz  einen  negativen  Exponenten,  ist  also 

7)  y='ie        =-T' 
so  hat  man  nach  kleiner  Reduktion 

zly  a?*  —  (^  +  ^^)* 

_        jx-^-^xf  —  ar^  1 

^x  (x  -f-  jdx}^  a^ 

und  hier  ist  der  erste  Faktor  rechter  Hand  nichts  Anderes  als  der 
Differenzenquotient  von  a?*,  welcher  für  ^a?  =  0  in  den  Diffe- 
renzialquotienten  Xx*'     ^   übergeht;  dies  giebt 


4^  =  -x^' 


1 


^^  x^  x^ 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

Vereinigt  man  diese  Formel  mit  der  unter  6)  verzeichneten,  so  ist 
jetzt  für  jeden  beliebigen  Exponenten  [i 

8)     ^^^p    ==  iixf^-^    und  d(xf^)  =  nxf*--^  dx. 
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§.  3. 

Differenziation  des  Logarithmus  und  der  Exponen- 
zialgrösse. 

I.   Der  Differenzenquotient  der  Funktion  ^hg  x  ist 

Da  es  nur  auf  den  Grenzwerth  dieses  Ausdruckes,  nicht  aber 
darauf  ankommt,  w  i  e  z/  a?  in  Null  übergeführt  wird,  so  steht  es  frei, 

X 

sich  z/«  als  aliquoten  Theil  von  x  zu  denken,  also  etwa  ^x  =  — 

zu  setzen  und  die  ganze  positive  Zahl  cd  in's  Unendliche  wachsen 
zu  lassen.    Der  obige  Differenzenquotient  wird  nun  zunächst 

'>"     \       =v°4('  +  i-)] 

und  es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Grenze,  welcher  der  Aus- 

druck  (  1  -j ]    bei  unendlich  wachsendem  o  zueilt. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  der  identischen  Gleichung 
awi+l  _  jm-f-1 

a  die  grössere  der  beiden  Zahlen  a  und  b  sei,  so  kommt  auf  der 
rechten  Seite  offenbar  zuviel  heraus,  wenn  man  überall  a  statt  b 
setzt;  dies  giebt 

oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Transposition  aller  a 
enthaltenden  Grössen 

2)  [a  — (m+1)  (a— i)]  a'»<&'»+^ 

Hieraus  folgt  für  a  =  1  -| ,  6  =  1  -| p-—,    wodurch    der 

m  m  -f-  1 

Bedingung  a  '^  b  genügt  ist, 

.m+1 


»>     ('+ir<o+=^)" 


2 


« 
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/             1  X«" 
Diese  Ungleichung  sagt,  dass  der  Ausdruck  l  1  -| )   fortwäh- 
rend wächst,  wenn  co  zunimmt.    Ferner  erhält  man  aus  Nro.  2)  für 
a  =  1  -( — T — ,  i  =  1,  und  971  =  n 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 

femer  ist  jetzt  nach  Nro.  3)  um  so  mehr 

/  1       \2n— 1 

Die  Beziehungen  4)  und  5)  geben  zu  erkennen,  dass  überhaupt 

/              1  \^ 
immer  (  1  -f-  )      weniger  als  die  Zahl  4  beträgt,  dass  folglich 

/             1  \*" 
jene  fortwährende  Zunahme  des  Ausdruckes  (  1  H )     nicht  in's 

Unendliche  gehen  kann;  es  muss  demnach  ein  endlicher  Grenzwerth 
existiren,  welchem  sich  (  1  -j 1     mehr  und  mehr  nähert,   und 

zwar  ist  derselbe  grösser  als  /  1  -f-  -—l    =2  und  zugleich  kleiner 
als  4.    Bezeichnen  wir  ihn  mit  c,  so  dass  also 

6)  Lim  I  ( 1  -| j        =  e         (für  0  =  00)*) 


♦)  Ihrer  Herleitung  zufolge  gut  die  obige  Gleichung  nur  für  ganze  po- 
sitive unendlich  werdende  o),  man  kann  sie  aber  leicht  auf  jedes  andere 
Ol  ausdehnen.  Ist  nämlich  ai  zwar  eine  positive  aber  nicht  ganze 
Zahl,  so  giebt  es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zah- 
len m  und  n  =  m  -|-  If  zwischen  denen  (a  enthalten  ist,  maa  hat  dann 

\  A >1H >1H »  mithin  auch 

(-+a">(-+i)'>('+ir 

Zugleich  lässt  sich  <o  unter  der  doppelten  Form  m  '\-  a  und  n  —  ß 
darstellen,  wo  «  und  /S  echte  Brüche  bezeichnen;  die  vorige  Unglei- 
chung wird  dann 
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die  Definition  dieser  Zahl  e  ist,  so  erhalten  wir  aus  Nro.  1)  für  den 
Differenzialqnotienten  des  Logarithmus: 

7)  ^f^=l.afo,,       "   ■ 

dx  X 

Gewöhnlich  giebt  man  dieser  Formel  eine  andere  Gestalt.     Denkt 
,  man  sich  nämlich  die  Zahl  e  selbst  als  Basis   eines  Systemes  von 
Logarithmen  und    bezeichnet   letztere  mit    einem  blossen  l^  so  ist 
überhaupt   e^  =  z^  mithin  auch 

und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  •  ^Hog  e  =  ^log  a  =  1, 
woraus  umgekehrt 

8)  «&,.  =  -^ 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

[(■+ir]"^">(-+i)'>[('+i)"r^- 

Wächst  nun  ai  unendlich,    so   nehmen  m  und  n  gleichfalls  in's  Unend- 

(1  \^          /           IX'* 
1  -\ )     und  (l  -| )      nähern    sich    der 

gemeinschaftlichen  Grenze  e,  ferner  gehen  —  und  —  in  Null  über,  wor- 

m  n 

aus  folgt,   dass  nunmehr  für  nichtganze  positive  unendlich  werdende  oi 

gleichfalls 

^•'"  [(}  +  i-)'"]  = « 

sein  muss.  Wäre  endlich  &>  eine  negative  unendlich  werdende  (ganze 
oder  nichtganze)  Zahl,  so  kann  man  w  =  —  (?  +  1)  setzen,  wo  nun 
Q  eine  positive  unendlich  wachsende  Zahl  ist;  man  bat  aber  in  die- 
sem Falle 

\-a>+i) 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  ist  hier  e,  der  des  zweiten  die  Ein- 
heit und  man  kommt  somit  auf  die  Gleichung 


(-+ir=('-^r"+"=('+4)'('+i> 


^■4('  +  i)1  = 


zurück,  welche  demnach  für  ein  auf  völlig  willkürliche  Weise  unendlich 
werdendes  lo  gilt. 
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folgt;  man  hat  dann  statt  der  Gleichung  7)  die  folgende 

driogx)         1         1 

öj =  — -  •  -— . 

da  a       la 

Diese  Formel  wird  am  einfachsten  f  ür  a  =  «,  nämlich 

dlx         1  1 

10)  -- —  =  —  und  dlx  =  —  da; 

dx  X  X 

man  nennt  aus  diesem  Grunde  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen, die  Logarithmen  jeder  anderen  Grundzahl  dagegen  künst- 
liche.   Der  constante  Faktor  •; — ,    welcher   bei    der   Differenziation 

künstlicher  Logarithmen  vorkommt,  heisst  der  Modulus  der  letzte- 
ren und  wird  gewöhnlich  mit  M^  bezeichnet 

n.    Der  Differenzenquotient  der  Exponenzialgrösse  o^  ist 

^x  jdx 

Bei  verschwindenden  ^x  geht  a:^^  in  die  Einheit  und  cr^ —  1  in 
Null  über;  setzen  wir  daher 

o^^—  1  =  —  mithin  ^x  =  ^log  (l  +  — \ 

so  muss  (D  in's  Unendliche  wachsen,  wenn  ^x  der  Null  näher  und 
näher  kommt.  Der  Differenzialquotient  ergiebt  sich  demnach,  wenn 
man  die  Grenze  des  Ausdrucks 


für  unendlich  wachsende  w  aufsucht;  zufolge   der   Gleichungen  6) 
und  8)  ist  dieselbe 

^hg  e 

mithin  haben  wir  für  die  Differenziation  der  Exponenzialgrösse  die 
Formel 

12)       ^^  ^     ==  a^  la  oder  d^cF)  =  ä^  la  dx. 
ax 

Am   einfachsten  wird  dieselbe  für  a  =  e,  in  welchem  Falle  man 
e^  die  natürliche  Exponenzialgrösse  nennt;  hier  ist 
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18)         ^^^  ^    —  ^    oder    d  («*)  =  «*  dx,      J  c    ' 
,  also  die  derivirte  Funktion  gleich  der  ursprünglichen. 

§.  4.  ^ 

Differenziation  der  goniometrischen  Funktionen. 

I.    Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sin  Ä  —  sin  B  =   2  cos  l  (Ä  -\-  B)  sin  |  (-4  —  5)  findet  man 

augenblicklich,  dass  der  Differenzenquotient  des  Sinus 

sin  (je  -(-  z/ä)  —  sin  OS         ^         .      i    i    ^  n      «***  I  ^^ 
X__ =  2co,(^  +  M^)  ^^ 

ist;  bezeichnet  man  \  ^x  kurz  mit  d,  wo  nun  S  mit  ^x  gleich- 
zeitig verschwindet,  so  nimmt  jener  Quotient  die  Form  an 

1)  cos  (je  -\-  0)  — T — 

und  es  fragt  sich,  was  daraus  für  8  =  0  wird.  Nun  ist  für  einen 
spitzen  Bogen  d  immer  tand'^d'^  sin  ö,  folglich,  wenn  man  über- 
all mit  sind  dividirt 


cos  d  sin  8 

und  umgekehrt 

coso  <c  — -z —  <C  1; 

hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  der  Quotient  ^  die  Ein- 
heit zur  Grenze  hat,  wenn  d  in  Null  übergeht.  Dieser  Bemerkung 
zufolge  verwandelt  sich  der  unter  Nro.  1)  verzeichnete  Ausdruck 
(der  Differenzenquotient  von  sinx")  in  cosx  •  1  und  es  ist  daher 

^^         d(sinx)  ,        ,  ^  .     N  j 

2)  — - — ^  ::=  cosx  oder  d  (sinx)  =  cosx  dx, 

ax 

II.   ,Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus;  sein 

Differenzenquotient  ist  nämlich 

cosix-^-^x) — cosx  c.     .    .      I  1    ^    -v    sinljdx 
^^ =  -  2  .m  ix  +  l  ^x)        j^ 

,    j.     sind 
=  —  stn  (je  -f-  ö)  —^ 

und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Differenzialformel 

-^         d(cosx)  .         j       j^        ^  ^ 

3)  — ^^ — -  =  —  sinx  oder  d  (cos  a?)  =  —  sm  x  dx.  ' 

dx 
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III.    Für  die  Sekante  hat  man  zunächst 

sec  (x  -f-  ^af)  —  aecx    cosx  —  cos  (je  -|-  z/a?) 

^a                         cos  (a^^ai)  cosx,  ^a 
2  sin  (^  -|-  2  ^x)  .  sin  l  ^x sin  (x  -»f-  Ä)  sinö 

>  cos  (asH~  -^a?)  cos  X  .  z/iP  C05  (ä  -f-  2  Ä)  C05d?  Ä 

und  mithin  für  d  =  0,  wodurch  der  Differenzialquotient  entsteht 

d  (sec  äj)  sin  x  sin  x 

4)  — ; =  — r—  oder  d(secx)  = r—  e^jf. 

aar  cos^a?  coä^ä? 

rV.    Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache  mit  der  Cosekante; 

hier  ist 

cosec  (x  -\-'  ^xy  —  cosecx sinx  —  sin  (x  -{-  ^x) 

^x  sin  (x  -f-  z/a?)  sinx  .  ^x 

, —  2  cos  (x  -\-  l  z/a?)  .  an  l  z/a? cos  (x  -\-  8)        sind 

sin  (x  -f-  ^x)  sinx  .  jdx  sin  (x-\-  2d)  sinx      d 

mithin  für  den  Differenzialquotienten 

-.  d(cosecx)  cosx        ,    ,,  ^  •      cosx     , 

ö)  ; = 7-—  und  d  (cosec  x)  =  —  — rn —  dx. 

dx  sin^x  stn^x 

V.  Wendet  man  die  bekannte  goniometrische  Formel 

cosA  cosB 
auf  den  Differenzenquotienten  von  tanx  an,  so  stellt  sich  derselbe 
unter  die  Form 

tan  (x  -\-  ^ x)  —  tanx  sin  ^dx  1 

/ix     ■  ^x         cos(x  -\-'^x)cosx'* 

der  Grenzwerth  des   ersten  Faktors  ist  die  Einheit,  und  zwar  aus 

denselben  Gründen,  welche  für  Lim  —5—  =  1   angegeben  wurden; 

man  hat  daher 

d(tanx)  1  ^    ,,        ^  1       , 

6)  ; =   — r—  und  d(tanx)  =  — r-  dx. 

dx  cos^x  cos^x 

VI.  Der  Differenzenquotient  von  cotx^  giebt  durch  Benutzung 

der  Formel 

sin  (Ä  —  B) 

cotA  —  cotB  = .    ,     .    J  'i 

sinA  smB 

cot  (x  -\-  dx)  —  cotx  sinzlx  1 


zlx  jd X        sin  (x  -f-  dx)  sinx 

und  liefert  das  Resultat 
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d  (cot x)  1         j        -ir    ^   \  J-       j 

7)  — ^^; — -  = TT"  oder  «  Q<^ot  o?)  = r-;;—  aar, 

^  da?  atn^o?  ^       ^  «in^o? 

mit  welchem  sich  die  Reihe  det  für  goniometrische  Funktionen  gel- 
tenden DifferenzisSformeln  schliesst. 

§.5. 
Differenziation  der  cyklometriscben  Funktionen. 

I.    Zufolge  der  Definition  von  Aresin  x  zieht  die  Gleichung 
y  =  Aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

siny  =  X. 
Ebenso  würde  aus  der  geänderten  Gleichung 

y  -\-  z/y  =  Aresin  (X'-\-  ^x) 
die  nachstehende  folgen: 

sin  (y  -f-  ^y)  =  x-j-  dx 
und  mittelst  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  der  Differenzenquotient 
von  Aresin  X  in  der  Form 

Arosin  {x  -\-  d x)  — :  Aresin x dy 

z/a?  «t»  (y  -f-  ziy)  —  siny 

1 

sin  (y  -|-  ^y)  —  siny 
Jy 
darstellen;  der  rechter  Hand  vorkommende  Nenner  ist  der  Differen- 
zenquotient von  «tny,  welcher  für  ^y  =  0  in  den  Differenzialquo- 
tienten  eosy  übergeht;  man  hat  daher 

d  (Aresin  x) 1 1 

dx  eosy  \/l  —  «n^y 

und  wegen  siny  =  x  ist  nun 

d(Aresinx)  1  j        ^  r  a      -     \  ^^ 

1)       =     ,  oder   d  (Arestn  x)  =     ,  . 

dx  v/l— j?2  \/l— d?3 

n.     Ein    ähnliches    Verfahren    wäre  zur   Differenziation    von 
Arecosx  anwendbar;  beachtet  man  jedoch  die  Gleichung 

Arecosx  =  -5 Aresin  x^ 

so  findet  man  auf  der  Stelle 

Areeos  (x  -f-  z/a?)  —  Areeos  x Aresin  {x  -\-  /4x)  —  Aresin  x 

^x  ^x 

und  es  sind  demnach  die  Differenzenquotienten  von  Areeos  x  und 
Aresin X  nur  in  den  Vorzeichen  verschieden;  dasselbe  muss  nunmehr 
von  dem  Differenzialquotienten  gelten;  so  findet  man  rascher 
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_^       d(Ärccosa!)  1  ;>       .^j  -.  da 

2)       = .  oder  a{Arccosx)  =  - 


dx  yjl — j?2  y/l  _  ^2* 

in.    Für  die  Funktion  Ärctanx  bemerken  mr  zunächst,  dass 
immer  die  vier  Gleichungen  bestehen 

y  =  Ärctana^  tany  =  x 
y  -|-  jdy  ^=2  Arctan  (x  -(-  -^a?),  ton  (y  -(-  jdy)  =  a?  -|-  ^x 
mittelst  deren  sich  der  Differenzenquotient  von  Ärctanx  folgender- 
maassen  gestaltet 

Ärctan  (x  -j-  ^^x)  —  Ärctanx ^y 

^x  ton  (y  -j"  ^y)  —  ^^^y 


tan  (y  -f-  ^y)  —  <a^y  * 

^y 

Der  Nenner  rechter  Hand  ist  der  Differenzenqaotient  von  tany  und 

geht  für  ^y  =  0  in  — —  =  1  -f-  tan^y  über,  dies  giebt 

d  (Ärctan  x) 1 

dx  1  -|-  tan^y 

oder  vermöge  der  Gleichung  tany  =  a?, 

d  (Ärctanx)  1  a  ^rA    *       \  ^^ 

3) =  - — j — -  und  d  (Ärctan  x)  = 


dx  ~  1  4-  0:2  ^  ^^  1  -|_  a?2  • 

IV.   Die  Differenziation  von  Ärccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 
Ärccotx  =  — -  —  Ärctanx 
auf  die  von  Ärctanx  zurückführen;  man  findet 
*>       £<^£^=__1-^  und  d(^ocotar)=_  5-^. 

V.    Nach  demselben  Verfahren,  wie  es  in  I.  und  DI.   ange- 
wendet wurde,  hat  man  für  y  =  Ärcsecx^  also  secy  =  x 

Ärcsec  (x  '\-  ^x)  —  Ärcsecx ^y 

^x  sec(y  -^  jdy)  —  secy 

1 

sec  (y  -j-  ^y)  —,secy  ^ 

^  ^y 

mithin  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  und  ^y 
d  (Ärcsecx)  1  1 

dx  siny         secy  ^sec^y  —  1 

cos^y 
d.  i.  wegen  secy  :=  x 
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5)     = .  und  (dÄrcsec  x)  = . 

da  X  \x^  —  1  X  yjx^—l 

VI.  Zufolge  der  zwiBchen  Arcaee  x  und  Arccosec  x  stattfinden- 
den Beziehung: 

Arccosec  x  =  -^ Arssec  x 

ergiebt  sich  endlich  noch: 

-.     d(Ärcc8Cx)  1  -_^.  .  dx 

6)  — ^ = xmad(Arcc8Cx)= j 

dx  X  \x^ — 1  X  \x^ — 1 

Damit  schliesst  sich<  die  Reihe  der  Differenzialformebi,  für  die 
einfachen  Funktionen.  Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  die  Diffe- 
renzialquotienten  der  Potenz,  der  Exponenzialgrösse  und  der  gonio- 
metrischen  Funktionen  immer  wieder  Funktionen  derselben  Art  sind; 
die  Differenzialquotienten  ^qb  Logarithmus  und  der  qyklometrischen 
Funktionen  dagegen  sind  algebraische  Ausdrücke ;  hierin  spricht  sich 
schon  eine  gewisse  Verwandtschaft  der  Funktionen  aus ,  auf  die  wir 
später  zurückkommen. 
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Differenziation   zusammengesetzter  Funktionen  von  einer  oder 
.mehreren  Variabelen. 

§.  6. 

Differenziation    der    Summen,    Produkte    und 
Quotienten. 

I.    Sind  u  und  v  Funktionen  von  a^  so  bildet  der  Ausdruck 

1)  y  z=  Äu-\-Bv 

eine  zusammengesetztere  Funktion  von  a?,  welche  unter  Anderen  auch 
die  Summe  w-f-v,  so  wie  die  Differenz  u  —  v  als  spezielle  Fälle  in 
sich  enthält.  Die  Aenderung  des  a  zieht  die  Aenderungen  von  «,  v 
und  y  nach  sich;  man  findet  daher 

Je  kleiner  ^x  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich   die  Diffe- 
renzenquotienten  —7-  und  —7—  von  den  betreffenden  Differenzial- 
^x  ^x 

quotienten ,  und  man  kann  daher 

^u  __    du     ,  ^v  dv      . 

^^       ^7-"d7  +  ^^' ^  =  "^7  +  9» 

setzen,  wo  ^1  und  ^2  ein  paar  Grössen  bezeichnen,  die  mit  ^Jx 
gleichzeitig  verschwinden.  Die  vorhergehende  Gleichung  verwan- 
delt sich  jetzt  in  die  folgende : 
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■^=^  —  4-5  — 
jda  da    '         ds 

und  diese  liefert  fiir  z^a?  =  0  also  auch  ^i  =  0  und  p2  =  ^ 

da  da   ~       da 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

d  jAu  -f  Bv)  __^  du     ^    -Q  dv  ^ 
dx  dx  da' 

Will  man  statt  der  Differenzialquotienten  blosse  Differenziale 
benutzen,  so  kann  man  schreiben: 

4)  d  CÄu  -f  Bv)  =  Ädu  +  Bdv. 

Die  obige  Schlussweise  erstreckt  sich  übrigens  auf  jede  beliebige 
endliche  Anzahl  von  Summanden,  nicht  aber  auf  eine  unendliche 
Menge  derselben,  weil  man  in  diesem  Falle  nicht  behaupten  darf, 
dass  der  Ausdruck  -4^1  -|-  Bq2  -{-  ^Ps  "!~  ^^  'V*  ^^®  '^uW  zur 
Grenze  habe,  wenn  ^i,  ^2)  Qb  ®*c.  verschwinden. 

H.    Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  eine^  Produktes, 

5)  y  =  «V,  » 
so  findet  man  sogleich  ; 

jda  ^Ja  ^-^    ...     *    ' 

^a  .         jda     '     ^a       /ia 
und  wenn  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  übergeht: 

dy   dii     ,        du 

da  c?«     '        dx' 

Vermöge  des  Werthes  von  y  kann  man  dafür  schreiben: 

dinv)  dv      .        du 

6)  — - — -  =  «-- \-  r-j— 

dx  dx     '        dx 

oder  auch 

7)  d  (uv)  =  w  dv  -(-  t?  du. 

m.    Ist  epdlich  ein  Quotient  zu  diffbrenzir^ti    «fc^^ 
SO  hat  man  zunächst: 
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und  hier  giebt  der  üebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  zia: 

dv  du 

dy  da  da 


da  m2 

d.  i.  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  y 
,/v\  dv  du 

\M/  da  da 


9) 
oder  auch  nur 


.0,  .(i) 


da  «3 

M   C?t7  V   du 


U^ 

rV.  Die  hier  entwickelten  Sätze  können  bereits  zu  mancher 
kleinen  analytischen  Entdeckung  führen ;  differenzirt  man  z.  B,  beide 
Seiten  der  Gleichung: 

_ar—  0?^+^ 

~       1—a 
und  zwar  die  linke  Seite  mittelst  der  in  I.,  und  die  rechte  nach  der 
in  m.  entwickelten  Hegel,  so  findet  sich 

1  +  2a?  +  3aj3  +  4a?3  -|-  .  ,  ,  -|_  na^  —  '^ 
_1  _  (n  +  l)  a?^-f  na^+^' 

—  (1  —  ay 

und  so  lässt  sich  überhaupt  aus  jeder  Sununenformel  eine  neue  der- 
artige Formel  durch  Differenziation  ableiten. 

V.  Eine  anderweite  und  zwar  nicht  unwichtige  Anwendung 
der  bisherigen  Regeln  ist  folgende.  Wenn  m  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet,  so  liefert  die  wirkliche  Ausfuhrung  der  durch 
(1  -(-  a)"*  angedeuteten  m  Multiplikationen  ein  Resultat  von  der  Form 
11)     (1+fl?)^  =  1  4-  A^  +  ^a?2  -f  ^a?«  + +  ^^' 

um  die  mit  Ä  bezeichneten  Coef&zienten  zu  bestimmen,  diffe- 
renziren  wir  beiderseits;  dies  giebt: 

^^^^tx"^"''^  =  ^^'  +  ^^*  +  ^^**  +  •  •  •  +  «»A»*^- 
und  dabei  ist  die  linke  Seite  der  Grenzwerth  von 


1—1 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Cap.  n.    §.7.    Difierenziation  der  Funktionen  Ton  Funktionen.        31 

Den  Lehren  des  §.  2  zufolge  gilt  aber  für  verschwindende  8 
und  beliebige  z  immer  der  Satz: 

nm-:^ =^«^  (H-a)-.  ="'     * 

der  sich  für  ^:  =  1-f-a?  und  8  =  ^x  hier  anwenden  lässt;  man  er- 
hält so  den  Differenzialquotienten 

mil-\-xf'-'^  =  1J.1  +  2AiX  +  3^3a?2  +  .  .  .  +  wi^^j?^-^ 
Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  1-f-a?  und  die  in  Nr.  11) 
verzeichnete  mit  wi,  so  sind  die  linken  Seiten  gleich,  mithin  müa^en 
aach  die  rechten  Seiten  gleich  sein;  daher  ist: 

=  r»-(-  mAiX'\-  mA^x^-^-  .... 

nnd  hieraus  findet  sich  der  Reihe  nach: 

.  fn      .  m— 1  wi    fn — 1 

4a  _  — ,  ^  =  4,  —^=-        —, 

Ä  A    ^ — 2  m  m — 1  m — 2 

4,  =  ^  -§-  =  — -2 3~  "•  *•  '^■' 

man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 

19^  (^J^*^ ^    I   wt^  ,  m(m— 1)  ^^  ,  m(m— l)(m— 2)       , 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 

^Exponenten  fuhrt.      Ninunt  man  «  =  —  und  multiplizirt  beiderseits 

a 

wlt  a^,  so  folgt  noch  die  Formel: 

13)      (a+i)«  =  a«+^a»»-l  6 +"*("*- ^>  a™"«  i* 

1  1.2 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  beliebige  Potenzen  er- 
hoben werden  kann. 

^  §.  7.      . 

Differenziation  der  Funktionen  von  Funktionen- 

I.    Ist  z  eine  Funktion  von  y,  und  dieses  eii^^  -gtatoVoTv  vot^  jc^ 
finden  also  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
1)  ^=/(y),  y  =  yW 
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statt ,  so  kann  man  die  Differenziation  von  z  auf  zwei  andere  Diffe- 
renziationen  zuriickfiihren.  Die  Aenderung  des  «zieht  nämlich  die 
Aenderungen  des  y  und  z  nach  sich,  und  es  ist  daher 

Statt  dessen  kann  man  setzen: 

^x  dy  Ax'^ 

wobei  man  nicht  übersehen  möge,  dass  der  rechts  vorkommende 
Differenzenquotient  von  /(y)  ebenso  gebildet  ist,  als  wenn  y  unab- 
hängige Variabele  und  demnach  Ay  eine  willkürliche  Zunahme  des 
y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  obigen  Gleichung,  oder  in  der  fol- 
genden mit  ihr  identischen 

Az  Az      Ay 

Ax         Ay      Ax 

zur  Grenze  über ,  so  folgt  auf  der  Stelle : 

äi         dz       dy     ,       ,  dz      dy    , 

2)  -—=:-—.  -^  oder  t^-s  =  -7 T-  dx. 

dx  dy       dx  dy      dx 

dz' 
Man  erhält  demnach  den  Differenzialquotienten  — ,  wenn  man 

CLX 

dz 
zuerst  den  Differenzialquotienten  -j—  so  bildet,  als  wäre  y  unabhän- 

dy 
gige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  -^  multiplizirt ;  die  Werthe  der 

beiden  letzteren  Differenzialquotienten  folgen  jederzeit  aus  den  in 
Nro.  1)  aufgestellten  Gleichungen. 

Hätte  man  z.  B.  die  zusammengesetzte  Funktion 
z  =  (a4-5a^«)P 
zu  differenziren ,  so  schreibe  man  statt  dieser  einen  Gleichung  die 
beiden  folgenden  Gleichungen 

-2  =  /i  y  =  a+^Äf**, 
aus  ihnen  erhält  man  unter  Benutzung  der  bisherigen  Differenziations- 
regeln : 

dy        ^^  ^     dx 

und  mithin  durch  Multiplikation  beider  Gleichungen  nach  Nr./ 2): 

Setzt  man    endlich   noch    statt   y  und  z  ihre    Werthe ,    so   ist 
nunmehr : 
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Man  wird  bei  mehrfacher  üebnng  in  diesem  Verfahren  bald 
finden,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  die  Grössen  y  und  z  in  Rechnimg 
zn  bringen,  da  sie  später  doch  wieder  darans  verschwinden;  man 
kann  viebnehr  diese   Substitutionen  im  Gredächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.    So  würde  man 
z.  B.  in  dem  obigen  Falle  sagen:  analog  der  d(yP)=pyP~'^  dy  ist 
d  [(a+6flj«)P]  =p  (a-^-ba^^f-^  d  (a+Äa?^ 
=  P  (a+6««)P-l  b  d(a^ 
=  p  (a-j-ba^y-^  bna^^^  da, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  gleich  lautet 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  Differenzia^on  von  ar"^  sein ;  stellt 
mau  diesen  Ausdruck  als  Exponenzialgrösse  dar,  so  ist 

mithin  vermöge  der  Regel  d((^  =:  eßf  dy  7 

(i  (or^  ==  ^^  d  {ala)  ^  *  ^^^'^  ^^"  ^  ^^ 

=  e^  (of  dlx  +  U  ds) 

^e'^L^J^lxdÄ 

=  rB  (1  -|.  ix)  dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden  kleinen 
Formelsammlung,  welche  uns  später  von  Wichtigkeit  sein  wird: 

3)  .[-fz(«  +  *.)]  =^ 

41  d\-—l—\  _        dx 

L      i(a  +  *«)J  ~"(a+6«)» 

5)  d\±ATCtan^^  =  ^-^ 

'  L2a/J     « —  /J«J  ««— /ja«« 

xAx 


^.  8) 


9) 


% 


1 
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10) 

-  11) 

12) 

.-  13) 
14) 
15) 

-  16) 
17) 


§.  7.    Differenziation  der  Faxiktioneii  Yon  FunktioDea. 

X  dx 

dx 

- 

X  dx 

Ix  dx 
tanx  dx 
cotx  dx 

dx 


[—1=1 

r -j ^1 

L      6  \/aJi-bxU 


b  \/a^bX' 

'x  Ix J?] 

■ —  i  cosx"] 
l  sinx'] 
1     .  /a  +  /3  tanx 
\a  —  ß  tanx, 
ß  tanx 

J   " 


2aß 

[—TT  Ärctan 
aß 


:)]  = 


a^cos^x-- 
dx 


ß^sm^x 


a     J  a^cos^x-^ß^sin^x 

n.  So  wie  in  der  vorigen  Betrachtung  z  als  Funktion  einer 
Funktion,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Funktion  einer  abhängigen 
Variabele  y  erschien,  so  kann  man  auch  Funktionen  mehrerer  ab- 
hängigen Variabelen  bilden.    Es  sei  z.  B. 

18)  z=f(u,v), 

wo  tt  und  V  yon  x  abhängen  mögen,  etwa 

19)  u  ==  q>(x)  und  v  =  ^(ä), 

so  ist  z  zunächst  eine  Funktion  von  u  und  v,  im  Grunde  jedoch  eine 
Funktion  yon  x.  Um  hier  die  Differenziation  auszuführen,  bemerke 
man  vorerst,  dass  der  Differenzenquotient 

dz   f(u  -f-  zJM,  t;  4-  dv)  -r-  f(Mt  ^) 

dx^  ^Jx 

auch  in  folgender  Form  dargestellt  werden  kann : 

dz  f(u  4-  du^  v)  —  /(u,  v)     ^u 

Ax  du  dx 

.    f(u  -|-  du^  V  ~f-  dv)  —  f(u  -f-  du^  v)     dv 
'  dv  dx\ 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  ganz  in  derselben  Weise 
gebildet,  als  wenn  t;  eine  Constante  wäre,  und  sein  Grenzwerth 
wird  demnach 

d  f(u^v)      du  dz       du 

du  dx  du       dx"* 

wobei  sich  die  erste  Differenziation  nur  auf  u  bezieht,  als  wäre  v 
constant.     Der  zweite  Theil  der  Gleichung  20)  ist  so  gebildet,  als 
wäre  u  -\-  du  eine  Constante,  und  demnach  wäre  sein  Grenzwerth: 
d  f(u-^  du^  v)      dv 
dv  dx  ' 


20) 
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da  jedoch  ^u  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindet,  so  ist  der  richtige 
Grenzwerth: 

d  fiu^v)      dv    dz       dv 

dv  da  dv       dx' 

Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man  aus  der  Gleichung  20) 
die  Differenzialformel : 

„.x  <iz    df(u^  v)      du     I    d  f(ti^  v)      dv 

da  du  da   ^        dv  da' 

Die  beiden  Differenzialquotienten  von /(u,  v),  deren  einer  nur 
u  und  deren  anderer  nur  v  als  Variabele  ansieht,  nennt  man  par- 
tielle Differenzialquotienten  und  bezeichnet  sie,  um  besserer  Unter- 
scheidung willen,  entweder  durch  Klammereinschluss ,  also  mit 


\      du      /  \      dv      / 


oder  kürzer,  nach  neuerer  Weise,  durch 

^fOh  t?)  *^^^  ^f(u,  v)^ 
^u  Iv      ' 

Man  wird  jetzt  die  Formel  2 1)  in  nachstehendep  Form  schrei- 
ben, wobei  für  z  sein  Werth  gesetzt  ist: 

22)  df(u,v)  _  }if(u,vf     du     .     ^/(m,  t?)       dv 

da  Tiu  da   "^       ^v  da' 

Hiernach  ist  z.  B.: 

dl  {au^-\-bv^)  _    ^  2au^        du     .         2bv  dv    X 

da  au^-{-bv^  '   da     '    aM«-f  iv«  '    da^ 

wie  man  leicht  findet,  indem  man  die  in  I.  entwickelte  Regel  für 
^  =  au^  -^  bv^  benutzt. 

Die  soeben  durchgeführten  Betrachtangen  lassen  sich  auf  Funk- 
tionen mehrerer  abhängigen  Yariabelen  ausdehnen;  so  erhält  man, 
wenn  m,  v,  w  Funktionen -von  a  sind: 

df(u,v,  w) 
da 

<)/(m,  v^w)      du   j^  ^/(m,  v,  w)      dv     .    ^f(u^  v,  w)      dw 

"bu  da-  "*  'bv  da  bw  da^ 

ähnliche  Formeln  gelten  bei  mehreren  abhängigen  Yariabelen. 

§.  8. 
Differenziation  unentwickelter  Funktionen. 

Wenn  zwischen  zwei  Yariabelen  a  und  y  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

1)  /(«,»)  =  o  ^        ,    ,     ,.  ^.^,1 


O/.  -   .     - 

yGoogle 


\  j  i ..  1/ } 
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besteht,  so  sind  nicht  beide  Yariabele  willkürlich,  denn  man  würde 
durch  Auflösung  der  Gleichung  in  Beziehung  auf  y  als  .  Unbekannte 
ein  Resultat  von  der  Form : 

2)  y  =  qp  (a?) 

orhalten,  wo  nun  x  die  unabhängige,  y  die  abhängige  Yariabele  ist. 
Lässt  sich  diese  Reduktion  auf  y  ausfuhren,  so  kann  man  auch 

nach  den  vorigen  Regeln  entwickeln;  dies  geht  jedoch  nicht  mehr, 
wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  also  eine  unentwickelte 
Funktion  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf  folgende  Weise:  Aus 
der  Gleichung  1)  folgt  zunächst,  weil  sie  für  alle  x  und  die  darauj> 
folgenden  y  bestehen  soll,  dass  auch 

f(x-\-Jx,y  +  ^y)  =  0 
sein  muss,  und  demgemäss  finden  die  Gleichungen 

/  (j?  -f-  Jx,  y  +  Jy)  —  /  (^^  y)  _  Q 


und 


^x 
dx 


statt.     Vermöge  der    Gleichung  22)  des  vorigen   Paragraphen  ist 
dies  so  viel  wie 

^/(^,  y)      dx     .     2)/(a?,  y)       dy   __  ^ 
"bx  dx  ^        "by  dx  ' 

und  hieraus  ergiebt  sich  auf  der  Stelle : 

^/(^.  y) 

dx  bfix,  y)  * 


by 

Um  also  den  Differenzialquotienten  der  unbekannten  Funktion 

y  =  q>(x)  zu  finden,  braucht  man  nur  die  partiellen  DiflTerenzial- 

quotienten  der  Bedingungsfimktion /(a?,  y)  durch  einander  zu  divi- 

dy 
diren.      Die    so  für  -^  =  (p'  (ä)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 
dx 

noch  y,   welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen 

Werth  jedoch  gefunden  werden  kann,  sobald  d?  einen  speziellen 

Zahlwerth  bekommt;  denn  es  wird  dann  die  Gleichung /(ä,  y)  zu 

einer  numerischen  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  (y),  und  eine 

solche  Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  immer  aufgelöst 

werden.  ,      ,        ^        ^      .       ,    ■         s\.        ^ 


■>^f^  AvE  •   *^  ^    (JL  Üri^  ot*AU^.Af^ 


^      e-\   *f  i"?.    -     .       ■  .      .  ^ 
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Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichimg : 

4)         fdß,  y)  =  y^ä!^  -  2y4a?2_|_3y_6a?  =  0, 
die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 
^^^^'  ^^  =  5^6 j?2  —  ^u^a  —  6 

^y 

und  mithin  ist 

dy    _     ...  _  _  8y5^«  — 4y*4r— 6 

dx      ~^  W  —  5 ^4 ^8  _  8y8-p2^3' 

Für  «  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

y5_2y4_|.3y_5  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  ä  =  1  ent- 
spricht also  q>(X)  =  2  und 

_  3  -  2^  —  4-2^—6  _  _  _26_ 
^  ^^  ~        5  .  24  —  8  .  23  +  3   ~  19  ' 

Ebenso  würde  man  ftlr  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  y  (ß)  und  (p*  (ß)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4y3  —  3y  -j-  sinx  =  0. 
Hier  ist 

öx  dy  " 

und  hieraus  findet  mau  sogleich: 

dy    €08  X 


dx  3(1  — 4y2) 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  noch  eine  Probe.  Die  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist  nämlich  y  =  8in\x^  wie  man  mittelst 
der  goniometrischen  Formel: 

iiSin^Ä  —  3sinA-{~8in3Ä  =  0 

leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

C08X ^^    d(8inlx) 

3(1  — 4 «»«la?)    ~         dx 
sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel: 

C083Ä  =  C08Ä  (I  —  4:8in^A) 

für    A  =  l  X  anwendet   und  andererseits    8in  |  x  auf   gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 
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§.  9. 

Differenziation  der  Funktionen  von  mehreren 
unabhängigen  Variabelen. 

Enthält  eine  Funktion  mehrere  unabhängige  Variabele  a?,  y,  g  etc., 
ist  also 

1)  u=  f(jü,  y^  z,  .  .  .  .% 

80  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  andere  Variabele  für  sich 
allein  ändern,  oder  eine  gleichzeitige  Aenderung  mehrerer  Variabe- 
len vornehmen.    So  erhält  man  z.  B.  durch  Aenderung  des  x  allein: 

^"  _  r.-^/(^+^^^  y.  ^, » -  0  —  f(x,  y,z, .. .) 

da:  ^x 

und  hierbei  gelten  y^  z^  .  .  ,  als  Constanten;  es  ist  also  der  vor- 
stehende Differenzialquotient  ein  partieller  und  muss  demgemäss  mit 

oder  -T —  bezeichnet  werden.  Eine  solche  partielle  Diffe- 
renziation hat  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  es  bedarf  daher 
nur  noch  der  Untersuchung  des  zweiten  Falles  einer  gleich- 
zeitigen Aenderung  mehrerer  Variabelen. 

Lassen  wir  zunächst  a  und  y  sich  ändern,  so  geht  die  Glei- 
chung 1),  welche  wir  in  diesem  Falla  kurz  durch 

2)  ^  u=f(x,y) 
darstellen  wollen,  irfdie  folgende  über: 

und  aus  ihr  findet  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist, 

8)      du  =  /(^+^^>y)-/(^,y)  j„ 


m 


^ 


X 


Gehen  ^x  und  ^y  in  Null  über,  so  gelten  offenbar  die  Glei- 
chungen: 

Lim  /(^+^^,  y)— /(^.y)  _  ^/(fl?,  y)  _  ^ü 
21x  2ix  7ix 

^y  ^y 

und  weil  ^x  und  jdy  gleichzeitig  verschwinden,    so  ist  der  vor- 
stehende Ausdruck  auch 

_  ^/(^^  y)  _.  2iL 
ly  2)y  * 
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Die  Diff^renzengleichuDg  3)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  fol- 
gende Differenzialgleichung : 


oder 


5)  d/(x,y)  =  M^<l*+M^dy, 


welche  sagt,  dass  das  totale  Differenzial  einer  Funktion  die  Summe 
von  den  partiellen  Differenzialen  derselben  ist.  Diese  Begel  lässt 
sich  sehr  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen; 
ändern  sich  z.  B.  x^  y^  z  gleichzeitig,  so  gilt  die  Gleichung: 

6)  du  =  ——  ax  -f-  -r —  dy  -A — r —  ar, 

und  ähnlich  bei  mehreren  Variabelen. 

Als  Anwendung  hiervon  diene  Folgendes.     Wenn  zwischen  den 
drei  Variabelen  ^,  y^  z  die  Bedingungsgleichung: 

7)  F(ä!,  y,  z)  =  0  oder  kurz  F=0 

besteht,  so  wurde  durch  Reduktion  auf  z  ein  Resultat  von  der  Form 

zz=:ij(a,y) 
zum  Vorschein  kommen,  und  es  hätte  dann  keine  Schwierigkeit,  die 

partiellen  Differenzialquotienten  -r —  und  -r —  direkt  zu  entwickeln. 

Will  man  oder  muss  man  jene  Reduktion  auf  z  vermeiden,  so  ist 
zunächst  die  Gleichung  6)  zu  benutzen;  sie  giebt: 

and  dies  würde  ohne  Weiteres  richtig  sein ,  wenn  x^  y^  z  sämmtlich 
unabhängige  Variabele  wären;  es  ist  aber  im  Gegentheil  z  eine 
Funktion  von  x  und  y,  also 

^z  ^z 

Substituirt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  und  dividirt  nach- 
her mit  dx^  so  folgt: 

\2ix    "^    <iz    '    ^j?/"'     \^y      '      c)z    '     -^y  }   dx' 
Da  dx  und  dy  die  Differenziale  der  beiden  uiva^^^'^^S^S^^  ^** 
riabelen  x  und  y,  also  selbst  von  einander  unabhat\o>;ö;  *^^^  **^  l^atm 

—  jede  beliebige  Grösse  q  bezeichnen,  indem  e%  ^     ,  vAvS^^^^^^ 

zu  setzen;  dann  ist  es  aber  zum  Bestehen  der  ,v^  Q^'^'^^^  ^ 
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forderlich,  dass  die  einzelnen,  in  Parenthesen  stehenden  Ausdrücke 
für  sich  Nnll  sind;  dies  giebt 

^z     ^jg  ^z      "by 

la     ~  ~    2f_  '        ly     ~  ~    2L 

"bZi  bz 

Man  konnte  dies  auch  unmittelbar  aus  den  Lehren  des  vorigen 
Paragraphen  erhalten,  und  zwar  bedarf  es  nur  der  einfachen  Be- 
merkung, dass  bei  der  Entwickelung  von  -r—  das  in  F  (ä,  y,  «)  =  O 
vorkommende  y  als  Constante  anzusehen,  also  nicht  weiter  zu  beach- 

"bz 

ten  ist,  und  dass  es  ebenso  bei  t-j  nicht  auf  a  ankommt;  in  jedem 

Falle  hätte  man  es  dann,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  nur  mit 
zwei  Yariabelen  (jx  und  z  oder  y  und  z)  zu  thun  gehabt 
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Mehrfache  Differenziationen. 

§.  10. 
Fundamentalbegriffe  and  Formeln. 

Das  Verfahren,  welches  zur  Entwickelang  der  Differenz 

1)  ^y=fiic+Jx)—fix) 

einer  Funktion  y  =z  /(ai)  diente,  ist  auf  diese  Differenz  selbst  wie- 
der anwendbar;  indem  man  nämlich  a^^^a  an  die  Stelle  von  s 
treten  lässt  und  nachher  den  ungeänderten  Ausdruck  abzieht,  hat  man 

und  man  schreibt  dafür  gewöhnlich: 

2)  z/2y  =  /(ar+2^Ä)-  2/(a?+z/a:)+/(*), 

wobei  der  in  z/^  vorkommende  Exponent  kein  Fotenzexponent,  son- 
dern nur  der  Anzeiger  einer  zweimaligen  Differenzenbildung  sein 
soll.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens : 

3)  z/^sf  =/(a?+3/:/«)  — 3/(a?+2z/a?)  +  3/(a?+/:/jf)— /(ä), 
und  es  ist  leicht  genug,  in  dieser  Weise  weiter  zu  gehen. 

Was  von  den  Differenzen  gilt,  lässt  sich  gleichförmig  auf  die 
Differenzenquotienten  anwenden;    man   hat   dann,   von  dem  ersten 


ausgehend,  für  den  zweiten  Differenzenquotienten  den  Ausdruck: 
^x ^Jx 

d  X 

_/(^-f2^ar)-2/(^-f^^)-^^/>A 
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d.  L  vermöge  der  Gleichung  2),   und  wenn  man  kurz  ^  sß*  statt 
(dxy  schreibt: 


5) 
da 

6) 


dann  auf  gleiche  Weise 

^^  _/(j?+3^j?)  —  3/(a;+2^^)4-3/(x4-^a?)  —  f(x) 
dx^  dx^ 

u.  s.  w. 

Lässt  man  ^o;  in  Null  übergehen,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

dx  /3  X 

^^       'd^-^'^ -J^^ 

9)       ^^  j^,.^/(^+3^^)-3/(a?+2^^)  +  3/(^-fz/a^)~/(^) 
dx^  /dx^ 

u.  s.  w., 

welche  die  Definitionen  der  linker  Hand  stehenden  Symbole  ent- 
halten. Dieser  ursprünglichen  Erklärung  der  successiven  Differen- 
zialquotienten  kann  man  übrigens  leicht  eine  sekundäre  Definition 
substituiren ,  welche  sich  durch  grössere  Einfachheit  empfiehlt.  Da 
nämlich  der  zweite  DifFerenzenquotient  nichts  weiter  als  der  Difi«- 
renzenquotient  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  muss  auch 
der  zweite  Differenzialquotient  entstehen,  wenn  man  von  dem  ersten 
Differenzialquotienten  wieder  Ten  Differenzialquotienten  nimmt,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  den  weiteren  Differenzialquotienten;  man  wird 
also  die  auf  einander  folgenden  Differenzialquotienten  nicht  nach 
den  obigen  Formeln  unmittelbar,  sondern  einen  aus  den  anderen 
durch  fortgesetzte  Differenziation  bilden.  Das  Schema  hierzu,  nebst 
der  üblichen  Bezeichnung,  ist  dann: 

y    =  /W 

dx  dx 

10)  {£y_  _  <^/W  ^  f,,.. 

dx^  dx  ^  ^  ' 

.  dx»  dx  ■'    ^  ^ 

«.  8.  W. 

So  hat  man  z.  B.  für  y  =  |  «y» 

dy    _»/r         '^   —  4.1  J_n   8   f 
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Auch  in'  diesen  snccesaiven  Differenziationen  kann,  wenigstens 

bis  zu  einem  gewissen  Grade,   eine  geometrische  Bedeutang  liegen; 

denken  wir  uns  z.  B.  y  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche 

dv 
einer  Curve,  so  ist  -r-  die  am  Ende  von  x  stehende  Ordinate  und 

•  dx   ' 

d^y 

-  die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels ;  in  dem 

oben  angegebenen  Beispiele  würden  diese  Beziehungen  einer  Parabel 
entsprechen. 

§.  11. 

Höhere  Differenzialquotienten  der  einfachsten 
Funktionen. 

I.    Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  fOr  die  Potenz  geltenden 
Differenziationsregel  findet  man  ohne  Mühe : 

und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 


d"(a?i") 


dx^ 
Für  f*  ==  —  1  und  ft  =  —  ^  ergeben  sich  hieraus  die  häufig 
vorkommende)!  Formeln: 


£?»(-)        (— ir  1  .2.8. 
2)  ^""^ 


3)  -^^ 


dx""  d:^+^ 

d^  (-—.)        (— l)*»  1.3.5...  (2n— 1) 


da^  2\a^y/^ 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  die  mehrfache  DifiTerenziation 
des  allgemeineren  Ausdrucks  (a-^hx')f*  ausfuhren;  man  erhält: 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differenzial- 
quotient  constant,  alle  folgenden  mithin  gleich  NuU. 
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II.    Für  die  Funktion  ^loga  ist  bekanntlich 

dCloga;)        ^     1 
— =  .^flf  — 

CLX  X 

und  hieraus  findet  man  leicht  der  Reihe  nach : 


"^Kx)     d^eiogx)        ,,    ^\x) 


d^^hgx)  _  \xj     dn^U>gx)_  .^. 

dx^        —^^~d^'        dx^       ~-^«      dx^      ^^''' 


also  überhaupt: 


■■M„ 


d.  i.  nach  Formel  2),  wenn  man  n — 1  für  n  schreibt: 

d-riog.)  ^  ,  ^    1.2.3...(n-l) 

d«»  ««  • 

Auf  gleiche  Weise  entwickelt  man  die  allgemeinere  Formel : 
g.  d^l^logja+bxy]  ^  j^    1.2...Cn-l)b^ 

da^  (a+Ja?)^ 

in.    Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differenziation 
der  Exponenzialgrösse ;  man  findet  sogleich 

und  hat  demnach-  die  allgemeine  Formel : 

dJ^Ccf^ 

7)  JLLi  =  a»:(Za)n 

dx"" 
oder  für  la  =  /S,  wo  nun  a  =z  e^  ist: 

8)  JlÄ  =  ^n,/.. 
^  dx""  *^ 

rV".    Für  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar  verständliche 
Gleichungen : 

d  (ßnx)  ,  .    /  JJf      I       \ 

—dT-  =  +•  ""''  =  *"*  ll"  +  "'j 


8vnx  =r  «n 


(¥+') 


d^(ßnx)  .     /3jr     ,       \ 

— r-r —  =  —  cosx  =  Sin  \  — : \-  X  ] 

dx^  \   2      '       / 

d^ißinx)  ,      .  .    /4jr     ,      \ 

-^^4-  =  +  ^^«^  =  «^  (^—  +  ^; 

u.  s.  w. 
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aus  denen  sofort  die  allgemeine  Formel  fliegst: 


=  *"(t+*) 


Dasselbe  gilt  fast  wörtlich  vom  Cosinus ;  man  erhält 


10) 


<P(co8ai) 


=  C08  \—T [-  ^j. 


Weniger  einfach  gestalten  aich  die  höheren  Differenzialqnotien- 
ten der  Funktionen  secx^  ton.r,  coseca^  cotx^  Ärcainx  und  Arctanx; 
bevor  wir  etwas  Näheres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  zu- 
nächst die  Differenzialqnotienten  zusammengesetzter  Funktionen  un- 
tersuchen. 

§.   12. 

Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetz- 
ter Funktionen. 

I.    Sind  u  und  v  Funktionen  von  ^,  deren  höhere  Differenzial- 
quotienten unmittelbar  entwickelt  werden  können,  so  lässt  sich  auch 
die  successive  Differenziation  von 
1)  y  =  Äu-\-  Bv 

ausführen;  man  findet  nämlich  der  Reihe  nach 

^y   _^  —  +B  — 
da  da    ^       da 

^—A^^B  — 
da  da^  ~      da^ 

und  im  Allgemeinen  für  jedes  ganze  positive  n 

da""  da""     ^        dä^ 

wofür  man  vermöge  des  Werthes  von  y  auch  schreiben  kann : 

d^(Äu^Bv)_^d^u         ^d^v 
daP  dä^  da^' 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck   1  :  (1  —  a^  leicht  zu 
differenziren,  indem  man  beachtet,  dass 


1— aj3         2  (l—a  ~  1+«J 


ist;  man  findet  dann  unter  Rücksicht  auf  die   ;^    ^^eV  ^  ^^*  ''^^" 
gen  Paragraphen  ^^ 
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3) 


d««  '  /(l-a)"+l^(l4-4r)'»+M 

U.     Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  des  Produktes  y 
=  MV,  so  erhält  man  successiv 
dy  dv     ,        du 

da  dx     ^        d(p 

d^y  dhj     ,         <fM     rfp      ,     <^M 

da?«  ~  **   da^'^      da     da     '     da?»  ^ 

^8y  c?%    ■    ^«     rf^     .        d:hi    dv      ,     d^ 

da^~^  da?8   '        da?     d^a    '       da^    da     '    d«»  ^* 
Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  die  allgemeine  Formel  für 
den  nten  Differenzialquotienten  folgende  Gestalt* besitzen  muss 
^_  d^juv) 
da""  4ä^ 

d^v     .     ^     du    (f*""^«     ,     ^     dhi    a^—^v    , 
da^^         da    di^-^  ^         da^  ds^^  ^ 

in  welcher  A^^'Ai^  .  •  .  Ä^  gewisse  noch  unbekannte  CoefHzienten 
bedeuten,  welche  nicht  von  der  Natur  der  Funktionen  u  und  t;,  son- 
dern von  der- Anzahl  der  ausgeführten  Differenziationen,  d.  h.  von 
n,  abhängen.  Setzt  man  daher  für  u  und  v  irgend  ein  paar  solcher 
Funktionen ,  dass  man  sämmtliche  auf  beiden  Seiten  in  Nro.  4)  an- 
gedeuteten Differenziationen  ausführen  kann,  so  erhält  man  eine  Be- 
dingungsgleichung für  jene  Coeffizienten ;  eine  derartige  Substitu- 
tion ist 

M  ==  e«^,   vr=  tF  also  uv  =  «(!+«)*, 

woraus  für  ganze  positive  k  und  n  folgt 

dJ"  dJ'  da""  ^ 

Benutzt  man  diese  Werthe  der  Differenzialquotienten  und  lässt  am 
Ende  den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Faktor  e*«"*  =  e(^+")* 
weg,  so  bleibt 

=  ^  +  4ia-}-^a»+...4-4„_ia»-l  +  ^  «» 
und  hieraus  folgt,  dass 
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sein  moss,  mit  einem  Worte,  dasa  die  CoefEzienten  ^ ,  ^^ ,  ^ ,  .  ^  . 
die  sogenamiten  Binomialcoef]&zieiit«ii  des  Exponenten  n  sind.    Be- 
zeichnen wir  diese  kurz  mit  »o,  ni,  n,,  .  .  .  wonach  im  Allgemeinen 
_  n(n— 1)  (n  — 2)...  (n~T=T) 

jL*iS.u....A/ 

ist,  so  haben  wir  jetzt  zur  Differenzialion  der  Produkte  die  Formel : 

6)  ^L^^ 

(Pv    ,         du    dl*~^v    .        d»M  d"~*t;    , 

=  fln  tt  — —  -1-  ni    — — -+-  IIa    — ^—   ■„  -J-   .... 

Ix 
Um  z.  B.  hiemach   den  Ausdruck    —  zu  differenziren,  gebe  man 

X 

ihm  die  Form 

,         1 
Ix  *  — 

X 

wo  nun  die  obige  Begel  anwendbar  ist;  man  erhält  nach  gehöriger 
Beduktion: 


7) 


-di) 


=  — ';pr^ — r~VT+7+-+7;} 


dx""  «"+^ 

m.  Nicht  immer  lässt  sich  für  den  nten  Differenzialquotien- 
ten  einer  Funktion  eine  fertige  Formel  angeben,  da  die  Ausdrücke, 
welche  durch  successive  Differenziation  entstehen,  oft  so  verwickelt 
werden,  dass  man  ihr  Bildungsgesetz  nicht  mehr  übersehen  kann. 
In  solchen  Fällen  ist  es  vortheilhaft,  auf  die  Bildung  einer  Relation 
zwischen  dem  nten  Differenzialquotienten  und  seinen  Vorgängern,  also 
einer  Gleichung  zwischen  f^^\x\  /("""^H^)»  f^^'^^^iß)  etc.,  aus- 
zugehen, mittelst  deren  man  im  Stande  ist,  jeden  Differenzialquo- 
tienten zu  finden,  wenn  die  Differenzialquotienten  von  niedrigeren 
Ordnungen  bekannt  sind.  Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  einigen 
Beispielen  zeigen. 

A.    Ist/(a?)  =  aecx^  so  gilt  die  Gleichung 
C08X  .f{x)  =  1 
und  der  nte  Differenzialquotient  derselben  ist  nach  Nro.  6): 

no  co8x.f^^)(ß)     —  ii2Co«a?./"~2)(«)-f-»4CO«aj./(?^"^^X«)----) 
—  n^sinx  .f^^\x) + ««  «in x  ./(«-8)(^)_^  ^^^  ^  Jjk-^\i)'\- .  .\ ~" 
und  hieraus  findet  man  sogleich 
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8)  /»)(«)  =  [ni/»-l)(«)-n8/(»-3)(«) +....]  ton« 

+  n,  /('»-2)(«)  -„,/(»-4)(^)  -I-  ;^/(»- 6) (;,)_... 
Benutzt  man  diese  Gleichung,  indem  man  der  Reihe  nach  n  =  2, 
3,  4,  etc.  setzt  und  /'  (^)  =  seca .  tanx^  f^^^OÖ  =  ^^^^  als  bekannt 
ansieht,  so  erhält  man  successiv  /"  (a?),  /'"  (/c)  etc. 

B.  Dasselbe  Verfahren  pasat  auf  die  Tangente,  aus/(a?)==  tanx 
folgt  nämlich 

co8tt.f(a)  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode: 

9)  /«)(«)  =  f^!<^^+[„,/«-l)(.)_„3/(-3)(^)+..]ta«ar 

4- «,/'-2)(*)_«,/»-*)(x)+ .... 
Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Differenzialquotienten  der  Cose- 
kante  und  Cotangente  entwickeln. 

C.  Bezeichnen  wir  Ärctanx  mit  (p  (j?),  so  ist 

Durch  nmalige  Differenziation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

und  durch  Reduktion  auf  9^**  '  ^H*)^  wenn  man  zugleich  statt  n©, 
%,  ri2  il^r©  Werthe  setzt: 

10)  y(»+l)(.)  =  -^""'P^"^(^)  +  y7^>y^''~'^<^>; 

I 

für  n=l,2,3,...  ergeben  sich   hieraus   der   Reihe   nach  die 
Werthe  von  y"  (a%  g)'"  (x)  etc. 

D.  Um  eine  ähnliche  Formel  für  Arcsinx  zu  bekonunen,  sei 
Aresin  X  =  tlf(x);  es  ist  dann 

*'  (a?)  =         ^         und  ^"  («)  =        ^ 


\/l~a?2  \/l  —  x^ 

Der  letzten  Gleichung  kann  man  die  Form  geben: 

(1  -  x^) r  W -^  -7==  =  ^ 

d.  i. 

(1  _  a^^  ^//  (^)  _  a?^'  (o?)  =  0 

und  auä  dieser  folgt  durch  nmalige  Differenziation 

no(l— a?»)*('*+2)(^)— ni.2j?!(^(^+l)(a?)— «2.2.1*('*)(ar))  _ 

— »0  .^  *('*+^)(a?)— ni .  1  ^W(;r)     i  ~  ^' 

Indem  man  das  Gleichartige  vereinigt  und  auf  ilf^^'r'^/ (x)    reduzirt, 

findet  man 
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11)  ^.fa-l-2^(^)-'(^»-f  1)  ^»("+^)  (X)  +  «»»(")  C^)^ 

1  X^ 

Von  ^'  (x)  und  ^"  (x)  ausgehend,  gelangt  mwi  durch  die  Supposi- 
tionen  n  =  1,  2,  3  etc.  zur  Kenntniss  von  ^'"  (x\  f^  (x)  etc. 
E.   Sehr  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  allgemeineren  Funktion 
q>  (ßs)  =  ein  Qi  Aresin  x). 
Durch  einmalige  Differenziation  erhält  man 

^^""^  "^       Wl_\,2 ""^^"^  VI—*»  q>'C^)  =  l^co8(jiJrc8inx) 

und  durch  eine  zweite  Dijfferenziation 

v/nr^9>«(Jfc) -==L=  y/^.)—        f^^sinQiArcsinx) 

d.  1.  nach  Wegschafiung  der  Brüche  und  vermöge  der  ursprÜngH- 
chen  Bezeichnung  für  sin  Qi  Aresin  x) 

Durch    nmalige    Differenziation    und    nachherige    Reduktion    auf 
q)(^+^)(x)  leitet  man  hieraus  die  Formel  ab: 

12)  ip(^'+\x)  =  (^^+1)*  y^^+^>(a^)  +  (n«-ft«)a)Wr^-> 

1  — a?2  • 

F.    Dasselbe  Verfahren  ist  beinahe  wörtUch  auf  die  Funktion 
^  (a?)  =  cos  Qi  Aresin  x) 
anwendbar  und  man  findet  mittelst  desselben  die  Formel 

13)  ^('»+2)(^)  =  (2n  +  l)^^(^+l)(^)-f(n2_^2^^(n)^^^ 

•      1— d?3  ^ » 

welche  von  der  unter  Nro.  12)  verzeichneten  nur  in  so  fem  abweicht, 
als  ^'(ä)  von  9?(a?)  verschieden  ist. 

§.   13. 

Successive  Differenziation'der  Funktionen  mehrerer 
unabhängiger  Variabelen. 

Wenn  man  eine  Ifunktion  mehrerer  unabhängiger  Variabelen 
wiederholt  differenzirt,  so  kann  dies  entweder  partiell  in  Beziehung 
auf  diese  oder  jene  Variabele,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle  Va- 
riabele  zugleich  geschehen. 

I.  Wird  die  Funktion  /(^,  y)  zunächst  partiell  in  Beziehung 
auf  X  und  der  so  entstandene  Differenzialqüotient  partiell  in  Bezie- 
hung auf  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differenzialqüotient 

Schlömllch,  AniilyslB.  a 
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^  ¥  (^1  y) 


welchen  man  kürzer  mit  — ^ — r^-^  bezeichnet,  indem  man  zugleich 

durch  die  Stellung  der  "by  und  "bx  die  Reihenfolge  der  Differenzia- 
tionen  (von  der  Rechten  nach  der  Linken)  zu  erkennen  giebt.    Auf 

gleiche  Weise  würde      i     -^       ^^  Resultat  einer  zweimaligen  par- 

tiellen  Difierenziation  in  Beziehung  auf  y  und  x  bedeuten.  Den  ei- 
gentlichen Sinn  solcher  Differenziationen  findet  man  leicht ,  wenn 
man  auf  die  Definition  des  Differenzialquotienten  zurückgeht;  es  ist 
nämlich,  /(Xj  y)  kurz  z  bezeichnet,, 

iL  —  Lim  /(^+^^iy)— /(^iy) 

und  es  folgt  daraus,  dass  man  setzen  darf 

jj.  _  f(/x!+^x,  y)  —  f(x,  y)    , 
2x  —  *■  '2^         ]         ^^' 

wo  Q  eine  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 
Weiter  hat  man 

^  r/(^+^a?,  y)— /(Jr,  y)1 

"b^Z      l ^f_x J    .      "bg 

by  bx  by  "^    Sy  ' 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten  : 
b^z  bg 

by  bx  by 

— £tm'^^^"^^^^  y+^y)— /(^^  y-^^y) — [/(^+^^iy)  — /(^.  y)]^ 

-Jy  ^x 
Lässt  man  ^x  mit  ^y  gleichzeitig  Null  werden,  so  verschwindet  Q 
und  es  bleibt 

1)  a*^      ^  aV(;g,  y) 
c)y   Sa?  c)y  bx 

z/y  -^a? 
als  unmittelbare  Erklärung  des  nach  x  und  y  genommenen  Diffe- 
renzialquotienten.   Aus  denselben  Gründen  würde  die  Gleichung 

2)  3^^    ^^V(^,y) 

3a?  3y     '       ^4?  c)y 
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die  umgekehrte  Anordnung  jener  zwei  Differenziationen  aussprechen; 
die  rechten  Seiten  der  beiden  Gleichungen  1) '  und  2)  sind  aber  die- 
selben und  man  hat  daher  den  bemerkenswerthen  Satz: 

^y  ^x  2^x  ^y 

welcher  sagt,  dass  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  wel- 
cher Ordnung  die  zwei  partiellen  Differenziationen  in  Beziehung  auf 
X  und  y  ausgeführt  werden.  —  Man  kann  diesem  Theoreme  eine 
sehr  anschauliche  Seite  abgewinnen,  wenn  man  sich  z  als  das  Vo- 
lumen denkt,  welches  unterhalb  von  einem  beliebigen  Rechtecke  aus 
den  Seiten  OL  =  x  und  OM  ^=.  y  (Fig.  8),  seitwärts   von  den  vier 

Fig.  8. 


auf  OL^  LN^  NM^  MO  errichteten  Vertikalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  begrenzt  wird;  es  ist  dann  in  der  That  z 
eine  Funktion  von  x  und  y,  und  man  hat  nach  §.  1. : 

^*         =lFlächeZ,iVTri7 


l^z  liLNWÜ) 


NW 


andererseits 


Tiy  "bx  2>y 

=  Fmche  MNWV 

2iX 


iL 


'öx  <)y 
was  mit  der  Gleichung  3)  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differenziationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  auszuführen ,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differenziationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 

4* 
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man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differenziadonen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

n.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sieh  die  höheren  totalen  Dif- 
ferenziale  einer  Funktion  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zu- 
nächst bei  zwei  Variabelen 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

'  Sa?  '  2)y  ^' 

dies  ist  soviel  als 

cPz  =  -r-r  da^  -^ — —  dy  dx 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  3) 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

6)  dH  =  — -  d^8  ^  3  .^^  ,^^3  dy 

dx^  '  Ix^  dy  ^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  ZahlencoefH- 
zienten  durch  dieselbe  snccessive  Addition  wie  in  §.  12.,  I.  entste- 
hen, so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz  : 

7)  d»«  =  no  -^  d«"4-  m  ^^^1 d«"-!  dy 

Kurzer  schreibt  man  dafür 

')  ^^  =  (-^  '^^  +  "i-  '^O"  '"^- 
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Bei  drei  Variabelen,  wenn  also  u  eine  Fanktion  von  «,  y  und  z 
wäre,  erhält  man  auf  gleiche  Weise : 


9) 


\7ia  ^      ^y      ^    ^      ^z       / 


und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 

§.  14. 

Höhere  Differenzialquotienten  unentwickelter 
Funktionen. 

Aus  den  Betrachtungen   des  §.  8.  wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(^,y)  =  Ooder/=0 

durch  DiflTerenziation  die  folgende  giebt: 

^  1    i^..^^o, 


2) 


+ 


"ba  '  Sy  da 
wobei  a  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Fanktion  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  («,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

Ix      ^      ly       da 
andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  /i 
Vi  ^   ^V     ,      V       d^y     ,       ^V         dy 


bx 

M. 


3«» 


3V 


3y       d«« 

+  JL.I 


■"   c)a?  "by 
\dx) 


dx 


^  by^       dx 


ly  bx     '      by  by 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 


dl 

dx 


nur  or  enthalt,  mithin  eine  Funktion  von  x  allein  [nach  der  frü- 


heren Bezeichnung  9>'(4?)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
bat  daher 


=  0 


und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  ^yq,  S)  eroiuhrt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differenzialgleichung  ^>^  .^t  ^'t^^'^^* 
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Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differenzialgleiehung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden ;  sie  ist,  wenn  f^  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 

5)  4^  +  4^. ^=,0. 

ox     '      oy       dx 

Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
renzialquotienten  findet  sich: 

'hx  'bx^'~     ax*  cty      öte    ■"     'bx'by       dar* 

'   a«3yAd«y     '         3y«      dar      d«« 

Sy  ^0:2  2>y     '  "bx  "by^        dx 

"^  2)y8   Vc^a?/    "^  2)y2      ^^o:« 
thirch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grossen: 

^    2ix»  ~     3««  3y      dx  ~      ix  ly^  \dx  J   ~  7>y»\dx  / 

"•"       ix  3y      d«»    '       öy«      d«       dx» 

.i/.^  =        0. 

'       by        dx^ 

Man  übersieht  leicht,  wie  »ich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  DifFeren- 
zialgleichungen  der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differenzialquotienten  der  Funktioü 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

3/ 


7) 


dy     bx 


dx  bf 

^y 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 
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3V    ,  o    ^*/ 


j..  cPy  3  a*    '       7)x  "by       dx     '    3y' 


'        Tix  ly       dx      ^     2)ya  \dxj 

und  hier  kann  man  den  vorherg«fundenen  Werth  von  ~    einsetzen : 

dx 

d^V 
die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -~:  u/  8.  f. 

dx^ 

Auch  bei  Funktionen  mehrer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch ,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  speziellen  Falle  die  nöthige  spezielle 
Rechnung  auszuführen. 

§.  15. 
Vertauschung  der  unabhängigön  Variabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  auf  welche 
ein  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  naßh  den  Prinzipien  der 
Dlfferenzialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  in  Null  übergehender  Zuwachs,  und  es  ist  mithin 
dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Differenziale* 
dy  der  abhängigen  Variabelen y,  denn  für  yz=f{x)  ist  dy=.f'(x).dx 
und  hier  bildet  dy  eine  Funktion  von  j?,  weil  es  aus  zwei  Faktoren 
besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Bemerkung  folgt  bei 
zweiter  Differenziation ,  ^  indem  dx  als  constanter  Faktor  gilt, 
d^y  =:  dp  (x)  .  dx  :=  f'(x)dx  ^  dx  =  f"(x)dx^  übereinstimmend 
mit  den  früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren  Difierenziatio- 
nen  dx^^  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein..  Es  kann  nun  im 
Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem  x  den 
Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und  ihn 
auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  einzufüh- 
rende, Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Unter- 
suchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusdien ,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Funktionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  wäre  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differenzialquotienten 
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da'    dx^'    dx^'    '  '     ' 

za  setzen  habe,  wenn  of  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  son- 
dern als  Funktion  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Funktion 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  a  von  t  abhangt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Funktion  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§,7.,  L: 

dy    ,    dy      dx 
dt        dx    '  dt 


und  man  erhält  hieraus 
1) 


äy^ 
dy     _     dt 
dx  dx 

dt 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Yaria- 
bele t  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 

\dx  / \dx  /      dx  d^y       dx 

Tt       ~       dx        *   dt         dx'^   '   dt 

und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Quo- 
tienten 

dx       d^y         dy       d^x 

dt    '   dt^  ~   dt    '   dt^ 


m 


Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 
L 

dx       d^y         dy       d^x 


durch  Reduktion  auf  r^ 
dx^ 


^  ^   _    <<^        dt»         dt       dt^ 

^  dx^ 


if)' 


Durch  Wiederholung  der  Differenziation  in  Beziehung  auf  i  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 
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3^  ^ 


1^ 


/daiy  d^ dx      d^      dhf    ,       dy  /(ParV dx      d^ 

\dt)    dt^  dt  '  dt^  '  dt^    '       dt  \dty        dt  '  dt 

Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar 
klar;  allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication 
der  Ausdrucke  von  keineip  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  ^,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr^ als  unabhängige  Yariabele  gelten  oder  die  Gleichung  y==/(^) 
umgekehrt  werden  soll  [a?  =  Ü^Cjf)],   so  ist 


*) 


6) 


dx  >  dx 

d}x 
dx^ 


«)        li- 


d*y  ^       W/         dy  '  dy» 


u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speziellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
es  später  sehen  wird« 
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Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  16. 
Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  eräte  Frage  bei  der  Betrachtung  ebener  krummer  Linien 
wird  immer  die  nach  dem  Steigen  und  Fallen  derselben  sein,  weil 
man  gerade  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  schon  mit  einiger  Sicher- 
heit abnehmen  kann.  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächste 
Ordinate  grösser  als  die  vorhergehende  sein;  beim  Heruntersteigen 
findet  offenbar  das  Umgekehrte  statt.  Betrachten  wir  also  x  und 
y  =  f(x)^  a-^^a  und  y'^^y=f(a!-\-^ai)  als  Coordinaten  zweier 
^achbarpunkte ,  so  steigt  oder  fällt  die  Curve,  je  nachdem  die  Dif- 

positiv  oder  negativ  ist,  wofür  man  wegen  des  als  positiv  vorausge- 
setzten z/j?  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  Dififerenzenquotient 

positiv  oder  negativ  ist.  Nun  bildet  aber  der  Differenzialquotient  die 
Grenze  des  Differenzenquotienten  und  wenn  diese  Grenze  positiv  aus- 
fällt, so  muss  auch  der  Differenzenquotient  zuletzt  positiv  gewesen, 
sein;  ebenso  würde  ein  negativer  Differenzialquotient  nur  durch  einen 
Differenzenquotienten  entstehen  können,  der  am  Ende  (d.  h.  für  hin- 
länglich kleine  /d x)  negativ  war;  nach  diesen  Bemerkungen  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Die  Funktion   /  (je)  und  ebenso   die   durch    y  =  f(x)  Cha- 
rakter isirte  Curve  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  der  Differen- 
zialquotient /'  (je)  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung  tant  ==  f*(jc)  erinnert;  für  ein  positives  f*(jB) 
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ist  r  positiv,  die  Berühningagerade  STMegt  links  in  Fig.  9,  und  die 

pjg  9  Curve  steigt;    bei   negativem 

/' (o?)  wird  T  negativ  =—0Ä'2^ 

oder  stumpf  =  XS*  T,  die 

Berührende  S*  T  fällt  rechts, 

also  entgegengesetzt,  und  die 

Curve  fällt.     Giebt  man  dem 

X     einen     solchen     speziellen 

Werth,  dass  f'(jjc)  z=  0  wird, 

so  liegt  die  Tangente  der  Ab- 

scissenachse   parallel   wie   im 

Punkte  Ä^  und  wird  endlich  f'(af)  =  oo ,  so  ist  r  =  90^  und  die 

Tangente  läuft  parallel  zur  Ordinatenachse  wie  im  Punkte  B. 

n.    Eine  zweite  Frage  ist  die  nach  der  Convexität  oder  Con- 

cavität  der  Curven.    Kehrt  der  Bogen  PP"  (Fig.  10)  der  Abscissen- 

achse  die  convexe  Seite  zu,  so  heisst  dies  nichts  Anderes,  als  dass 

er  zwischen  seiner  Sehne  und  der  Abscissenachse  liegt,  dagegen  ist 

Fig.  10. 


der  Bogen  concav  (Fig.  11),  wenn  umgekehrt  die  Sehne  zwischen 
dem  Bogen  und  der  Abscissenachse  durchgeht.  Schalten  wir  auf  der 
Mitte  der  Sehne  den  Punkt  Q  ein,  construiren  die  Coordinaten  der 
Punkte  P,  Q,  P"  und  suchen  noch  die  zu  OM^  gehörende  Curven- 
ordinate  M*  F\  so  ist  im  Falle  der  convexen  Krümmung 

M'  Q^  M'P'  oder  M' Q  —  M'  P'  positiv 
und  bei  concaver  Krümmung 

3/'  Q  <  M'P*  oder  M' Q  —  M'P'  negativ. 
Für  0M=.  x^  MM*  ■=  ^  x  und  mit  Rücksicht  darauf,   dass 
M' Q,  das  arithmetische  Mittel  zwischen  3fP  und  M*'  P"  ist,   lautet 
dieses  Kennzeichen,  die  Curve  kehrt  der  Abscissenachse  die  convexe 
oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem  der  Ausdruck 
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positiv  oder  negativ  ist.  Da  es  nur  auf  den  eingeklammerten  Aus« 
druck  ankommt  und  andererseits  (dxy  jederzeit  positiv  ist,  so  kann 
man  sich  auch  des  Quotienten 

bedienen,  um  die  obige  Entscheidung  in  ganz  derselben  Weise  zu 
geben.    Ist  nun  für  verschwindende  dx 

j_^  /(ig+2^a?)  —  2/(0?+^^)  +  fix) 
jdx'^ 
positiv,  so  muss  der  ganze  Ausdruck  zuletzt  positiv  gewesen  sein, 
und  auf  gleiche  Weise  kann  dieser  Grenzwerth  nur  negativ  werden, 
wenn  der  Quotient  zuletzt  negativ  war.     Nach  Formel  8)  in  §.  10. 
bedeutet  der  fragliche  Grenzwerth  den  Differenzialquotienten 

j-Y  =  /"(^)  «nd  es  findet  daher  eine  convexe  Krümmung  statt, 

wenn/"(a?)  positiv  ist,  eine  concave,  sobald  /"(^)  negativ  ausfällt. 
Diese  Bemerkungen  lassen  sich  auch  auf  den  Fall  übertragen,  wo  die 
Curve  unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  also  die  Ordinaten  MP^ 
MP^  MQ  und  M^P*  negativ  sind,  und  zwar  wird  man  sehr  leicht 
finden,  dass  hier  umgekehrt  ein  negatives  Zeichen  des  f*'(jB)  der 
Gonvexität,  ein  positives  der  Ooncavität  entspricht  Mit  dem  Vori- 
gen vereinigt  sich  dies  zu  folgendem  Satze : 

Die  Curve,    deren  Gleichung  y  =/(j?)  ist,  kehrt  der  Ab- 
scissenachse die  convexe  oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem 
f{x)  und  /"  (je)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
besitzen; 
Verschwindet  fix)  für  einen  speziellen  Werth  von  ä,  ohne 
dass  zugleich  fix)  =  0  wird ,  so  findet  in  dem  betreffenden  Punkte 
der  Curve  ein  Uebergang  von  der  einen  Erümmungsart  zur  anderen 
statt;  derartige  Punkte  heissen  Inflexionspunkte. 

Wie  man  mittelst  der  hier  entwickelten  Sätze  den  Lauf  einer 
Curve  Verfolgen  kann,  wollen  wir  kurz  an  einem  Beispiele  zeigen. 
Es  sei  y*  —  «*  -|-  4?*^  =  0  oder 
1)                                 y  =  x^  y/l—x 
die  Gleichung  einer  Curve  fünften  Grades,  so  findet  man 
^  dt^   4:X  —  6x^  X  i4:  —  5a?) 

^^    ~     2\/l— ^     ~     2^1  —  ^ 
cfiy  _  8  —  24a?  +  15a?g  y 

^^*  ~  Ay/T^x   f  :^     ) 

und  schliesst  hieraas  Folgendes.     Da  in  Nfo.  1)  das  Wurzelzeichen 


h  .  'i 
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ebensowohl  positiT  als  negativ  genommen  werden  darf,  so  entspre- 
chen jeder  Abscisse  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Ordinaten; 
die  Cnrve  besteht  demnach  aus  zwei  congmenten  Theilen  von  entge- 
gengesetzter Lage.  Betrachten  wir  deshalb  nur  den  einen  Theil, 
welcher  dem  positiv  genommenen  Wurzelzeichen  entspricht.  Da  x^ 
immer  positiv  ist,  so  bleibt  das  Produkt  x^\\~x  nach  der  eben 
gemachten  Voraussetzung  immer  positiv  und  es  liegt  also  der  eine 
in  Rede  stehende  Theil  auf  der  einen  Seite,  etwa  oberhalb,  der  Ab- 
scissenachse.  Er  ist  reell,  so  lange  1 — a  positiv  ausfällt,  mithin 
von  d?  =  — 00  bisfl?  =  -(-l,  und  hat  mit  der  Abscissenachse  zwei 
Punkte  gemein,  denn  für  j?  =  0  und  a?  =  -)-  1  wird  jedesmal  y  =  0. 
Femer  ergiebt  sich  ausNro.  2),  dass  /'  (je)  negativ  ist  von  ^=  —  oo 
bis  a?  =  0 ,  positiv  von  «  =  0  bis  a?  =  |  und  negativ  von  «  =  | 
bis  a;  =  1 ;  die  Curve  geht  also  aus  dem  Unendlichen  bis  zum  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  herab,  wird  hier  von  der  Abscissenachse 
berührt,  steigt  von  a?=0  bis  ä?=|,  hat  im  Punkte  (a?=|, yrrr^Yö) 
eine  horizontale  Tangente,  und  fällt  von  a;:^|bisa7=l;  im  letz- 
teren Punkte  ist  die  Tangente  vertikal.  Aus  Nr.  %)  erkennt  man, 
dass  /"  (a?)  positiv  bleibt  von  a?  =  —  oo  bis  dahin ,  wo  zum  ersten 
Male  8  —  24  a?  -j-  15  a?2  =  0  wird,  d.  h.  bis 
12  —  2  v/6 


15 


=  0,4735 


von  da  ab  ist  /"(a?)  negativ  bis  wiederum  8  —  24a?-f-  15  a?' =  0 
wird,  d.  h.  bis 

^_  12 +  2  v/6    ^^^j 


15 


,126 


im  letzteren  Falle  wird  aber  y  imaginär  und  braucht  nicht  beachtet 
zu  werden ;  die  Curve  ist  demnach  convex  von  a?  =  —  oo  bis 
a?  =  0,4735  .  .  .  und  im  Uebrigen  (d.  h.  von  a?  =  0,4735  .  .  bis 
a?  =  1)  concav.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man  bereits  eine 
klare  Vorstellung  von  dem  Laufe  der  Curve;  Fig.  12  giebt  ein  Bild 

Fig.  12. 
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von  dem  besprochenen  einen  Theile  derselben  f    der   andere  Zweig 
liegt  unterhalb  der  Abscissenaehse  und  ist  dem  ersten  eongruent. 

§.  17. 

Bogendifferenzial,    Tangenten,    Asymptoten  und  Nor- 
malen ebener  Curven. 


I.    Die  schon  mehrmals  benutzte  Gleichung 

dy 

1)  ^-^  =  T.^ 

welche  gilt,  sobald  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  einer  ebenen  Curve  bezeichnen,  bildet  die  Grundlage  für 
alle  Construktionen ,  welche  mit  dem  Probleme  des  Tangentenzei- 
chens in  irgend  einem  Zusammenhange  stehen.  Zuvörderst  bemerken 
wir,  dass  aus  der  Gleichung  1)  die  folgenden  entspringen 

dy 

1  dx 

2)  coBX  =  — j  ,     sint 


>  — ,  Oll*  V     -^—  =* 


denen  man  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

dx 
3)  cost 


dx^-\-dy^  \/dx^-\-dy^ 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
nämlich  dx  und  dy  sind,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  den  Bogen  einer 
Curve  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln,  also  das  aus  dx^  dy  und 
dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  gebildete  Dreieck 
als  geradliniges  Dreieck  anzusehen;  dass  diese  Vorstellung  in 
der  That  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung 

tant  =  "T^,    welche   mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt.      Dann 
dx 

kann  man  aber  weiter  schlie33en,  das^ 

4)  d«2  ==  dx^  +  dy^ 

sein  müsse,  wo  nun  da  das  Bogendifferenzial  bezeichnet,  und  ei  ist 
daher  auch 

dx  ,  dy 

5)  co8t  =  —,      smr  =  —, 

ds  ds 

wovon  wir  öfter  Gebrauch  machen  werden. 
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Um  eine  Tangente  an  den  Punkt  ay  zu  legen,  kann  man 
Figv  13.  entweder    den   Winkel    t   aus    der 

Gleichung  1)  bestimmen  und  sein 
Complement  MPS  (Fig.  13)  an  MP 
antragen,  oder  eine  von  den  Linien 
MS 'und  PS  construiren.  Die  erste 
heisst  die  Tangente,  letztere  die 
Subtangente,  und  man  findet 
leicht 


6)  Tang.  =  J^  =  y 

8int 


v/'  +  (S* 


dy 
da 


ds^ 
dy^ 


7) 


da 


V  CUÜ 

Sbtg.=yeotz  =  -^  =  y-- 


da 


Heissen  |  und  ij  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Tangente, 
so  ist 

fl  —  y  =  it—a)  tont, 
wie  man  leicht  bei  wirklicher  Construktion  der  Differenzen  |  —  a 
und  71  —  y  bemerkt,  und  man  hat  daher 


8) 


,  =  g({-.) 


als  Gleichung  der  Tangente.  Man  könnte  statt  derselben  auch 
schreiben 

9)  1,  =^  /'(x)  .  g  +  /(^)  —  afia), 

indem  man  f(a)  und  /'  (a)  für  y  und  -^  setzt 

da 

in.     Wenn  die   in  Rede  stehende  Curve  in's  Unendliche  geht 
und  sich  für  unendlich  wachsende  a  die  Ausdrücke 
f'ia)xmdfia)—af'ia) 

bestimmten  Grenzen  nähern,  so  giebt  es  eine  bestimmte  Grenzlage 
der  Tangenten,  welcher  sie  näher  und  näher  kommen,  je  weiter  der 
Punkt  ay  fortrückt.  Diese  feste  Gerade  ist  eine  Asymptote  der 
Curve  imd  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Glei- 
chung der  Tangente ;  setzen  wir  nämlich  bei  imendlich  wachsenden  a 

10)  Limf'{x)  =  A,     Lim[j\a)—af'(jx:y\  —  B, 
so  ist  die  Gleichung  der  Asymptote: 

11)  7i  =  Ai^B. 
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So  hat  man  z.  B.  für  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 
y  =   ^  \/x^  —  a^=f{x) 
sein  möge, 

^  =/.(.,  =  !  ^^• 


hieraus  ergiebt  sich  für  die  Snbtangente : 

femer  als  Gleichung  der  Tangente 
b  X 


woraus  für  unendlich  wachsende  x  die  Gleichung  der  Asymptote: 

hervorgeht,  wie  schon  aus  der.  analytischen  Geotnetrie  bekannt  ist. 

IV.  Errichtet  man  im  Punkte  P  eine  Senkrechte  PN  auf  der 
Tangente,  so  entsteht  die  Normale  der  Curve;  JlfiV  heisst  die 
Subnormale  (Fig.  13).  Aus  der  Bemerkung,  dass  i^  MPN 
=  [_  MS T=  t  ist,  findet  man  leicht: 

13)  Sbnm.  =  y  tanz  =  y  ~  ; 

cuc 

femer ,   wenn  |  und  ly  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes .  der 
Normale  bedeuten, 

fl  —  y  =:  (je — i)  cott 
oder 

da! 

14)  ri  —  y  =  —  -(^  —  w) 

als  Gleichung  der  Normale. 

V,  Um  den  Gebrauch  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  geben 
wir  einige  Beispiele  für  die  Construktion  von  Tangenten  und  Nor- 
malen. 

a.    Die  Kegelschnitte.      Rechnet  man  die  Coordinaten  a 
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C5 


und  y  von  dem  Endpunkte  der  grodsen  Achse  eines  Kegelschnittes 

an^  so  ist  bekanntlich 

15)  y«  =  2px  -f  qa^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  und  bedeutet  darin  p 

den  Halbparameter   (die    Ordinate    im  Brennpunkte).      Man  findet 

hieraus 

mithin  für  die  Gleichung  der  Tangente 

Setzen  wir  |  =  0 
und  schreiben  tIq  für  q, 
so  ist  rio  das  Stück  0  T 
(Fig.  14),  welches  die 
Tangente  von  der  Or- 
dinatenachse  abschnei- 
det, und  nach  dem  Vo- 
rigen hat  man 

p  "^  qx 

y^  ~  px  —  qx^ 

"*  ~  y 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  y\ 

dies  giebt  folgende Construktion  der  Tangente:  man  nehme  OQ=p, 
fälle  von  Q  auf  OP  eine  Senkrechte,  welche  die  Ordinatenachse  in 
T  schneidet  und  verbinde  endlich  T  mit  P  durch  eine  Gerade.  Was 
ferner  die  Normale  anbelangt,  so  bemerke  man,  dass  die  Gleichung 
16)  auch  in  der  Form 

^  dx~  X  '^ 
dargestellt  werden  kann,  wo  die  linke  Seite  die  Subnormale  bedeu- 
tet; man  hat  dann  folgende  Construktion  der  Normale  (Fig.  14): 
auf  OP  errichte  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissen- 
achse  in  B  begegnet,  nehme  dann  EN==  p^  so  ist  NP  die  Nor- 
male. 

ß.  Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 
Punkt  eines  Kreises  beschreibt,  wenn  letzterer,  ohne  zu  gleiten,  auf 
einer  Geraden  fortgewälzt  wird,  sich  also  die  Peripherie  des  Kreises 

Sohlömiloh,  Analysls.  5 
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'  auf  der  Geraden  abwickelt.    Ist  AB  die  gegebene  Grerade  (Fig.  15), 
pjg^  15^  A   der    Anfangspunkt    dei» 

Bewegung,  GK=r,  ißKP 
in  Theilen    des   Halbmes- 
sers   ausgedrückt    =  «, 
AN=u, 
NP=v, 
so  hat  man 

u  =  AG—GN 
=z  ArcGP—FP 
=  Tt — Tsint 
v=  NP  =  GK—FK  =  T—Tcost. 
Für    i  =  n^  also  nach  einer  halben  Umwälzung  wird  u  =  AD 
r=  rn  und  v  z=  CD  =  2r.    Nehmen  wir  C  als  Anfangspunkt  neuer 
Coordinaten ,  nämlich  CM  =  a  und  MP  =  y,  so  ist  o?  =  2  r  —  v, 
y  =  rjr — u  oder 

17)  x  =  r  (l-f-co«0?     y  =  r  (ä  —  «rf-Äi n «). 

Hieraus  folgt,  indem  man  «,  den  sogenannten  Wälzungswinkel ,  als 
unabhängige  Variable  ansieht: 

da:  du 

-•  =  —  rtint,  f^=  —  r(l  —  co8t\ 

ferner  durch  Division 
dx 


1  —  cost 


Andererseits  folgt  aus  Nro.  17) 

und  mithin  ist  jetzt: 

18) 


=  \ /^ZlZlf v/2ra? — x^ 

^  X  X 

Dies  hat  einen  sehr  einfachen 
geometrischen  Sinn.  Denkt  man 
sich  nämlich  über  CD  =  2r 
(Fig.  16)  den  Kreis  CQ,D  con- 
struirt  und  die  zu  CM  =  x  ge- 
hörende Ordinate  desselben  auf- 
gesucht, so  ist  dieselbe 

MCi  =  \/2rx—x^ 
und  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  18), 
dass 

MCL 
ton  r  =  — ^  =  tan  MCQ 
CM 
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oder  ^r  =  [^MCQ^   d«  h.  die  Tangente  parallel  CQ  und  ebenso 

die  Normale  parallel  2>Q  Ut. 

]/.     Die  Cissoide  entotebt  auf  folgende  Weise,     üeber  der 
'  Fig.  17.  Geraden  -1J5  =  2r   als  Durcb- 

messer  (Fig.  17)  ist  ein  Kreis 
beschrieben  und  im  Punkte  B 
eine  Senkrechte  auf  AB  errich- 
tet; zieht  man  von  A  aus  belie* 
bige  Gerade  9  welche  den  Kreis 
in  (7,  die  Senkrechte  in  F  schnei- 
den und  nimmt  immer  VP^=AÜ^ 
so  erhält  man  beliebig  viele 
Punkte  P  der  Cissoide.  Für 
AM  =  X,  MP  =  y  findet  man 
nach  dieser  Angabe 

19)  «9  ==  — f!_ 

als  Gleichung  der  Curve;  die  Differenziation  giebt 

^  ^  da         (2r— a?)3 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so  wird 

dx (2r — x)x 2rx — x^ 

^  dy  3r — x  3r  —  x 

Die  linke  Seite  ist  die  Subtangente ,  rechts  bedeutet  2  r)r  —  x^ 
das  Quadrat  der  zur  Abscisse  J.  Jf  =  «  gehörenden  Kreisordinate 
iifQ,  und  vermöge  dieser  Bemerkung  hat  man  folgende  Tangenten- 
construktion :  man  nehme  BC  '=i  r^  ziehe  CQ  und  darauf  eine  Senk- 
rechte, welche,  von  Q  ausgehend,  die  Abscissenachse  in  S  schneidet, 
die  Gerade  SP  ist  dann  die  Tangente.  Für  die  Construktion  der 
Normale  giebt  es  nichts  Kürzeres,  als  erst  die  Tangente  und  auf 
diese  eine  Senkrechte  zu  legen. 


§.  18. 
Krümmnngskreis,  Evolute. 

I.    Die  Gleichung  der  Normale  am  Punkte  xy  einer  Curve  lässt 

sich  f  ür  y  =  f(x)  und  ~  =  /'  (x)  sehr  leicht  auf  folgende  Form 
dx 

bringen : 

1)  f*ix).ri^i  =  x^  f(x)  f*ix\ 
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für  einen  zweiten  Punkt  der  Curve,  dessen  Coordinaten  a  -{-  d  und 
yi  =  /  (ay-j-Ä)  sein  mögen,  würde  auf  ganz  gleiche  Weise  sein: 

2)  /'(^+Ä)  .  v  +  i  =  *+*+/(^+Ä)/'(^  +  Ä). 

Die  beiden  Normalen,  deren  Gleichungen  hier  aufgestellt  sind, 
werden  sich  im  Allgemeinen  schneiden  und  zwar  findet  man  die 
Coordinaten  des  Durchschnittes  dadurch,  dass  man  in  1)  und  2)  |  und 
Tj  als  Unbekannte  ansieht  und  auf  algebraische  Weise  bestimmt. 
Man  erhält  so  : 

^  /'(^+«)-/'W 

oder,  indem  man  beiderseits  y  =  f(jc)  abzieht : 

und  aus  Nro.  1):    , 

,\~    -  -  /'(*+«)-/'(*)  ~^  ^^^- 

Dividirt  man  in  beiden  Gleichungen  Zähler  und  Nenner  durch 
A,  so  ist  auch 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  d  =  0,  d.  h.  wenn  die  beiden  Punkte, 
durch  welche  Normalen  gelegt  waren,  in  einander  fallen: 

5)  i-,  =  _  l±r^illS£)f. (,)  ==_   ^W  ^ 


6)   ,_,  =  +it£WZW 


+(IJ)" 


rix)  '  £^ 

Der    Durchschnitt   zweier   benachbarter  Normalen   rückt   also 
nicht  ins  Unendliche  fort,  wenn  die  Normalen  zusammenfallen,  son- 
dern nur  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte,  dessen  Coordinaten  |  und 
'71  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  entnommen  werden  können.    Die 
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868  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat  erklärt  sich 
aach  geometrisch  leicht     Denken  wir  uns  in  Fig.  18  die  Normalen 
Fig.  18.  an  den  Punkten  P  und  P*  bis  zu 

ihrem  Durchschnitte  B  verlän- 
gert, so  sind  die  Längen  von  PR 
UBdP'JK  um  so  weniger  verschie- 
den, je  näher  P  imd  P*  aneinan- 
der liegen.  Nehmen  wir  daher 
näherungsweise  P'Ä  =  PÄ,  so 
lässt  sich  B  als  Mittelpunkt  eines 
Kreises  ansehen,  der  die  Punkte 
P  und  P*  und  in  diesen  zugleich 
die  Tangenten  PT  und  P'  T'  mit 
der  Curve  gemein  hat,  der  sich 
also  unter  allen  sonstigen  durch  P  und  P'  möglichen  Kreisen  jeden- 
falls der  Cuirve  am  genauesten  anschliesst,  oder  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  mit  der  Curve  fast  gleiche  Krümmung  besitzt  Diese  nur  nä- 
herungsweise richtigen  Behauptungen  erhalten  volle  Gültigkeit,  wenn 
P*  und  P  zusammenfallen;  der  nunmehr  durch  die  Gleichungen  5) 
und  6)  bestimmte  Punkt  |i}  heisst  dann  der  Krümmungsmittel- 
punkt, und  das  zwischen  den  Punkten  xy  und  |i}  enthaltene  Stück 
der  Normale  der  Krümmungshalbmesser;  nennen  wir  Q  diese 
Linie,  so  ist 

und  nach  dem  Vorigen  findet  sich 

7)       9 

Der  aus  ^i^mit  Q  beschriebene  Kreis,  derKrümmungskreis, 
ist  nun  dieCiu've,  welche  durchaus  gleichförmig  dieselbe  Krümmung 
besitzt,  welche  der  Curve  y  =  f(x)  im  Punkte  xy  zukommt.  Man 
kann  übrigens  vermöge  ^dieser  Yorstellungsweise  auch  direkt  zu  der 
Formel  7)  gelangen;  ist  nämlich  t  wie  gewöhnlich  der  Winkel  J^fST 
(Fig.  18),  und  der  Bogen  -4P  =  s,  so  ändern  sich  t  und  «  um  ^t 
und  ^8^  wenn  x  um  ^x  zunimmt;  diese  Aender^^^S^^  *^^^  ^^  ^®^ 
Figur  sichtbar,  nämlich 

zf8  =  ÄrcPP' 

Femer  hat  man  unter  der  Voraussetzung,      ^  >     ^p»  «ox  mVx.  ^^m 
Halbmesser  PB  =  o  beschriebener  Kreisbrv    ^^^A^    ^  • 


a          Fl    1    f^^YV 

dx» 

ds» 
dx  .  d^y 
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^*  =  p  .  ^t  öder  p  =  -^7-, 
folglich  genau  bei  verschwiadeuden  /Ix^  z/<,  z/r 

Vermöge  der  Gleichung  tant  =  -y-  oder  umgekehrt  t-s^Arctan-^ 

dx  dx 

ist  aber 

dx 


dt  = 


M. 


und  diese  Substitution  macht  die  Formel  8)  identisch  mit  der  unter 
Nro.  7)  geftmdenen. 

Nimmt  man  das  in  unseren  Formeln  vorkommende  Wurzelzei- 
chen immer  positiv,  so  hängt  das  Vorzeichen  des  Q  von  dem  Vor- 

cPy 
zeichen  des  Nenners  'ITY  ^^j  ^^^  heisst  geometrisch,  der  Krüm- 
mungshalbmesser kann  zwei  verschiedene  einander  entgegengesetzte 
Lagen  haben  und,  wenn  die  eine  Lage  dem  Falle  der  Convexität 
entspricht,  so  gehört  die  entgegengesetzte  Lage  zum  Falle  der  Con- 
cavität,  wie  man  auch  in  der  Figur  bestätigt  finden  wird. 

Für  die  geometrische  Construktion  des  Ejrümmungshalbmesaers 
ist  die  Bemerkung  von  Vortheil,  dass  man  die  Gleichung  7)  durch 
die  folgende  ersetzen  kann: 

^  ^         y»       dx^' 

worin  N  die  Länge  der  Normale  bezeichnet;  letztere  ergiebt  sich 
bei  der  Construktion  von  selbst^  sobald  man  die  Lage  der  Tangente 
oder  die  Subnormale  bestimmt  hat.  So  findet  man  z.  B.  durch  zwei- 
malige Differenziation  der  Kegel  Schnittsgleichung 


y  ==  ^2px  -|-  qx^ 

für  den  zweiten  Differenzialquotienten  den  Werth 

^  —   —iL 
dx^  y^   ' 

mithin  fiir  den  Krümmungshalbmesser  die.  sehr  einfache  Formel : 

10)  ,  =  __  =  _^(_), 

welche  sich   mittelst  folgender  Betrachtung   construiren  lägst.     In 
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Fig.  19  sei  DjE7  die  Direktrix  eines  Kegelschnittes,  F  sem  Brenn- 

Fig.  19. 


piinkt,  ÄF  =  f^  AM  =z  x^  FP  =  r^  so  stehen  bekanntlich  die 
Entfernungen  FP  und  FU  in  einem  constanten  Yerhältniss,  welches 
B  heissen  möge,  und  es  ist  daher  gleichzeitig 


^  f 


Pü  '      AD 

Berücksichtigt  man,  dass  in  der  ersten  Gleichung  P27=-4I>-|-« 
ist,  und  eliminirt  AD  aus  beiden  Gleichungen,  so  findet  man 

r  =/-(-  ««. 

Vermöge  der  Gleichung  y*  =  r>  —  (/ — a)^  erhält  man  hieraus 

yi  =  2(l  +  «)/.a?4-(£2  — 1)  0?» 

und  durch  Yergleichung  mit  der  gewöhnlichen  Fonn  der  Kegel- 
schnittsgleichung 

1>  =  (!  +  £)/,    5  =  «»  — 1. 

Für  die  Subnormale  MN  =  p  ^  qx  ergiebt  sich  nun 

3fiV  =(!  +  £)/+ («a-l)4f, 

and  w^m  man  MF=z  f — x  hiervon  abzieht,  so  bleibt 

FN=:  6/4-  «*«  =  «^ 

woraus  u.  A.  die  Gleichheit  der  Winkel  FÜP  und  FPN^  also  eine 
neue  Construktion  der  Normale  NP  folgt.  Zieht  man  iVQ  senk- 
recht auf  PF^  so  erhält  man  zwei  Dreiecke,  FNC^  und  FPM^  aus 
deren  Aehnlichkeit  die  Beziehimg 

FN 

FQ  =  j;j^^FM=B(/^x) 
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entspringt,  welche  erkennen  lässt,  dass  PQ  =t:  FQ-\^r  =  s(f — ar) 
-[- /-|-«Ä  =  (1  -|- £) /  =  I?,  und  mithin 

.^„„       NP        N 
,ecNPF=-^  =  - 

sein  muss ,  wo  iV  die  Normale  bezeichnet.    Nachdem  mwi  hierdurch 
die  geometrische  Bedeutung  des  in  der  Formel  10)  vorkommenden 

N 
Quotienten  —  gefunden  hat,   ist  es  leicht,    den  Krümmungshalb- 
messer geometrisch  darzustellen,  und  zwar  besteht  die  Construktion 
sehr  einfach  darin ,  dass  man  in  N  (Fig.  20)  auf  der  Normale  eine 

Fig.  20. 


Senkrechte  errichtet,  welche  den  verlängerten  Vector  PF  in  iV' 
schneidet,  und  nachher  wieder  in  N'  eine  Gerade  senkrecht  auf  PN^ 
zieht,  bis  sie  der  Normalen  in  E  begegnet;  E  ist  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpnnkt  und  PE  der  Krümmungshalbmesser. 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  die  Cycloide;  man 
wird  leicht  finden,  dass  ihr  Krümmungshalbmesser  das  Doppelte  der 
Normale  ausmacht. 

n.  Die  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes 
enthalten  in  letzter  Instanz  nur  drei  Veränderliche,  nämlich  or,  |  und 
1},  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichungen  von  der  Form 
y  =  f(ä!) ,  sowohl  y  als  die  Differenzialquotienten  von  y  durch  a 
ausdrücken  kann.  Denkt  man  sich  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
zwischen  a?,  |  und  iy  die  erste  Variabele  eliminirt,  so  bleibt  nur  eine 
Gleichung  zwischen  |  und  iy  übrig;  eine  solche  Beziehung  zwischen 
den  Coordinaten  irgend  eines  Krümmungsmittelpunktes  ist  nichts 
Anderes,  als  die  Gleichung  der  Curve,  welche  diö  verschiedenen 
Krümmungsmittelpunkte  in  ihrer  Aufeinanderfolge  bilden.  Diesen 
geometrischen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  nennt  man  die  Evo- 
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Inte  der  gegebenen  Curve.  So  findet  man  z.  B.  für  die  Parabel 
mittelst  der  angegebenen  Elimination 

^  '  27       p 

als  Gleichung  der  Parabelevolute,  welche  eine  Linie  dritten  Grades 
bildet.  Für  die  Cjcloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  ihre 
Evolute  wiederum  eine,  mit  ihr  congruente,  Cjcloide  ist,  die  jedoch 
eine  andere  Lage  hat.  —  Die  Benennung  Evolute  kommt  übrigens 
daher,  dass  man  sich  die  ursprüngliche  Curve  durch  Abwickelung 
eines  um  die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann. 

S.  19. 
Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Giebt  man  die  Gleichung  einer  krummen  Linie  nicht  in  recht- 
winkligen, sondern  in  Polarcoordinaten  an,  so  ist  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Badiusvector  und  der  Abscissenächse  die  un- 
abhängige Yariabele ,  und  jener  Leitstrahl  die  abhängige  Variabele. 
Für  0M=  a,  MP  =  y^OP  =  r,  /_MOP  =  u  gelten  zunächst 
die  Gleichungen: 

1)  .  X  z=z  roosu^    y  =  rsinu^ 

welche  zum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coordinaten- 
system  dienen ;  löst  man  die  an  die  Stelle  von  y  =  f(ß)  tretende 
Gleichung  rsmu  =  /(rcosu)  nach  r  auf,  so  erhält  man  ein  Resul- 
tat von  der  Form: 

2)  r  =  9(tO, 
woraus  sich  auch  die  Differenzialquotienten 

dr       cPr 

du  '     du^' 

ableiten  lassen.  Es  fragt  sich  nun,  welche  neue  Formeln  an  die 
Stelle  der  früheren  treten,  wenn  man  die  vorstehenden  Difierenzial- 
quötienten  statt  der  früheren  einführen  will. 

Die  Formeln  1)  geben  zunächst  durch  Differenziation  in  Bezie- 
hung auf  die  neue  unabhängige  Variabele  w: 

-  da  dr 

o)  -—   =   -7-  C08U  —  rsinu 

du  du 


A\  dy  dr     .        . 

^^  du    =  -^^n^  +  rcosu; 
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,^ 


folglich  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -r^=  tanti 


tanx  = 


du 


sinu  -|-  rcoau 


dr 

du 


C08U  —  r  Sinu 


-7—  tonti+r 
du 

dr 

— —  — rtanu 

du 


d.  i. 
5) 


dr 
Die  Reduktion  auf  -rr-  ffiebt  weiter : 
du 

dr  l-^tanttanu 

du  tant  —  tanu  tan(x — w)' 


1 


cot(t — m)  = 


J^  dr 

r    du' 


Durch  diese  Formel,  die  man^auch  durch  eine  sehr  einfache 
Y{„  21  gecMnetrische     Betrach- 

tang finden  kann,  wird 
das  Problem  des  Tan- 
gentenziehens unmittel- 
bar gelöst,  denn  es  ist 
t — u  der  Winkel,  wel- 
chen die  Tangente  mit 
dem  Badiusvector  bildet 
(Z^OPaS  in  Fig.  21). 

Nennen  wir  m  den 
Winkel  PNX,  welchen 
die  Normale  mit  der  Achse  der  x  einschliesst,  8oisto>  =  |^-|-r 
oder  X  —  u  ==  a  —  u  —  |ä,  und  es  folgt  jetzt  aus  5) : 

6)  ton((9  —  m)  = 7—, 

r    du 

womit  sich  der  Winkel  o  —  u  zwischen  Normale  und  Badiusvector 
bestimmt. 

n.    Die  Formel  für  das  Bogendifferenzial 
ds^  =  dx^  +  dy^ 
verwandelt  sich  mittelst  der  Werthe  von  dx  und  dy  aus  Nro.  3)  und 
4)  in  die  folgende: 

7)  d5»  =  dr»  +  (rdu)» 
oder 


8)  ds  =  du  \/r«4-(0, 

was  man  durch  eine  geometrische  Betrachtung  leicht  prüfen  kann. 
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m.    Um  auch  den  Erümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten 

auszudrücken,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man  mittelst  der  Formel 

aus  der  Gleichung  5). die  folgende  ableiten  kann: 

1 


mn^  (t  —  m)  = 


1 


+(4^)' 


Differenzirt  man  dagegen  die  Gleichung  5},  indem  man  r  und 
t  als  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  u  betrachtet,  so  wird 

dt 


du 


—  1 


'üj  —         \r    du)    '^    r    du^  ' 


sinket- 

Diese  Gleichung  multipliziren  wir  mit  der  vorhergehenden  und 

dt 
reduziren  auf  -;— ;  dies  giebt: 
du 


'l  -^        i+Cii)' 


Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  folgende 


lt='s/^WW 


da 
dividirt,  so  erscheint  linker  Hand  -7-,  d.  h,  der  KriUnmungshalb- 

at 

messer,  nämlich: 


9)         Q  = 


^     \rduj  rdu^        "^^"^KduJ  du^ 


Von  besonderem  Yortheil  sind  die  hier  entwickelten  Formeln 
in  den  Fällen,  wo  die  Polargleichung  einer  Curve  einfacher^  als 
die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist.  Sucht  man  z.  B. 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  P,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  F  und  G  (Fig.  22)  mit  einander  multiplizirt  eine 
Bechtecksdäche  geben,  die  constant  und  zwar  gleich  dem  Quadrate 
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über  \F0  ist,    so    findet   man   für    OF=zOO  =  c,    OMz=x, 


V(c  —  ^y  +  y^  •  \/(p  +  ^y  +  y'  =  ^^ 

oder  nach  gehöriger  Reduktion 

(jß2  -|_  y2)3  =  2  (?2  (a?2  —  y2) 


Fig.  22. 


als  Gleichung  dieses 
geometrischen  Ortes ; 
derselbe  ist  eine  Curve 
vierten  Grades,  welche 
den  Namen  Lemnis- 
cate  führt.  In  Polar- 
coordinaten  wird  die 
Gleichung  dieser  Linie: 

r2  =  2c3co«2w, 
oder  wenn  wir  0^2  kurz 
mit  a  bezeichnen: 


Man  erhält  hieraus: 


dr 
du 


sin  2  u 


^C08  2  M 

und  mithin  nach  den  Formeln  5)  und  6) : 

cot (r —  u)  =  —  ton 2 u ,  tan (o  —  m)  =  tan2u^ 
woraus  hervorgeht,  dass  der  Winkel  zwischen  Normale  und  Leit- 
strahl das  Doppelte  von  dem  Winkel  zwischen  Leitstrahl  und  Ab- 
scissenachse  ausmacht. 

Andere  bemerkenswerthe  Beispiele  bieten  die  Spiralen  dar, 
namentlich  die  Archimedeische   Spirale  r  =  ati,    die  parabolische 

r  =  Y^2ati,  die  hyperbolische  r  =  — ,  und  die  logarithmische  Spi- 
rale, für  welche  r  =  c"**  ist. 


§.  20. 

Die  Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt 
gekrümmten  Linien. 

I.  Eine  Curve  von  doppelter  Krünunung  hat  bekanntlich  zwei 
Gleichungen,  weil  man  sie  als  den  Durchschnitt  zweier  Flächen 
betrachten  kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa 
in  der  Gestalt: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


an  doppdt  gekrümmten  Lmien.  77 

1)  /(^.  yi  «^)  =  0,    F(«,  y,  ^)  =  0, 

80  kann  man  aus  ihnen  einmal  z  und  einmal  y  eliminiren,  und  man 
erhält  dann  zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form: 

2)  y  =  9  W  lind  z  =  i}  {x\ 

welche  nichts  Anderes  als  die  Gleichungen  der  beiden  Projektionen 
unserer  Curre  auf  die  xy  und  xz  Ebene  sind.  Es  mögen  nun  zwei 
Punkte  P  und  P  der  Curve  betrachtet  werden,  deten  Coordinaten 
x^y^  z  und  a-^-^x^  y-^-Zly^  z-\-^z  heissen  sollen.  Die  Länge 
der  Sehne  PP  ist  dann 

und  wenn  wir  a,  ß^  y  die  Winkel  nennen,  welche  diese  Gerade 
mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst,  so  ist 
^x  1 


cosa 


eosß 


^"'■+^''+""  v^^r + m 


^y 


^X 


yJJx^-\-Jy^-[-Jz^ 


v^+m+m 


coay  = 


Jz 

Sl^x'^-^^y^-Y^z^ 


^x 


\/'+(ij)'+(0 


Für  verschwindende  /Ix  rücken  die  Punkte  P  und  P*  zusam- 
men, die  Sekante  wird  zur  Tangente  und  aus  den  vorigen  Glei- 
chungen werden  die  folgenden: 

1 


cosa 


\/^+m'+m- 


8) 


jcosß  = 


\dx  / 

Jy_ 

dx 


\/^+m+{^)' 


cosy  = 
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wo  nunmehr  a,  /3,  y  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Tangente  im 
Funkte  ayz  mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst. 

Der  in  diesen  Formeln  vorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
hat  einen  geometrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen 
PP  mit  ^8  und  die  gleichnamige  Sehne  mit  2^<5,  so  findet  folgende 
Gleichung  statt: 

und  für  ^x  =  0,   wobei  •^—  die  Einheit  zxlt  Grenze^  erhält,  wird 


hieraus : 


«    ^-v^+m^^. 


1 


oder 

5)  d««  =  dar«  +  dy^  -f  dz\ 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  8)  hat  man  jetzt: 

/.x  dx  ^         dy  dz 

6)  C08 a  =  -3—,    cosß  =  -~-,    C08 y  =  — r-. 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  ayz  za  finden, 
betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  Tangente ,  nennen  {,  iy,  ? 
seine  Coordinaten  und  r  seine  Entfernung  vom  Punkte  x^  y^  z;  es 
finden  dann  folgende  drei  Gleichungen  statt: 

I  —  a?  =  rco8a^  iy  —  y  =  rco8ß,  l  —  ä;  =  rco8y^ 
aus  denen  man  leicht  die  nachstehenden  zwei  bildet: 

C08ß    ^  ^         «  C08y      .y  . 

C08  OL  COS  a 

Setzt  man  in  diesen  für  cosa^  cosß^  co8y  ihre  Werthe,  so  hat 
man  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Tangente,  nämlich: 

Man  erkennt  aus  ihnen,  dass  die  Projektionen  der  Tangente 
die  Projektionen  der  Curve  berühren,  was  sich  voraussehen  liess. 

n.  Eine  Ebene,  senkrecht  auf  die  Tangente  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  letzteren  gelegt,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Q  (Fig.  23) 
der  Normalebene  mögen  |,  17,  ^  sein,  ti,  v  und  w  mögen  die  Win- 
kel bezeichnen,  welche  der  Badiusvector  OQ  mit  den  drei  Coordi- 
natenachsen bildet;  es  ist  dann  zunächst: 

8)    ^  =  OQ  .  C05M,  fj  =  OQ  .  eo8Vj  J  =  OQ  .  co«w. 
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Sei  ferner  0^  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkte  der  Coordi- 
pjg  28.  naten  auf  'die  Normalebene ,    so 

ist  0^  parallel  der  Tangente  PT 
und  bildet  folglich  mit  den  Ach- 
sen dieselben  Winkel  a,  /3,  y 
wie  PT.  Nach  einem  bekannten 
Satze  der  analytischen  Geometrie 
hat  man  nun: 

co8AOClz=zco8a.  cos  u 
-(-  CO«  /J  •  cos  V  -^  cosy  .  cos  w, 
folglich  durch  Multiplikation  mit 
0  Q  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 8): 

OQ  .  co8ÄOQ=^  cosa  .  { 
-^  cosß  .  fi  -{:  oosy  .  i. 
Das   linker  Hand   stehende 
Produkt  ist  nichts  Anderes,  als  die  Entfernung  OA^  welche  p  heissen 
möge;  man  hat  daher  als  Gleichung  der  Ebene  MN: 
p  =  cosa  .  ^  -^  cos ß  .  ri  -{-  cos y  ,  i» 
Diese    Gleichung  muss  auch  flQr  den  Punkt  P  gelten,    durch 
welchen  die   Normalebene  gelegt  ist;    subürahirt   man  die  so  ent- 
stehende Gleichimg 

p  =  cosa  ,  X  ^  cosß  ,  y  -\-  cosy  ,  z 
von  der  obigen,  so  bleibt: 

0  t=  CO«  a  .  (I — a)  -\-  cosß  .  (iy — y)  -f-  cosy  .  (g— *?), 
oder  nach  Division  mit  cos  a  und  vermöge  der  Werthe  von  cos  a, 
cosß^  cosy: 

9)       «-*  + 17  ('?-y)+-|7  «-'>  =  ""^ 

und  dies  ist  die  Gleichung  der  Normalebene  in  ihrer  brauch- 
barsten Gestalt 

Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  Differenzialquotienten 

—r-  und  — ; —  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhal- 
dx  dx 

ten ,  wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind ; 
kennt  man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die 
Linie  angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Para- 
graphen angedeutete  Elimination  nicht  ausfuhren,  so  muss  man  die 

dy  dz 

Gleichungen  1)  zur  Entwickelung  von  -—  und  —r—  benutzen.  Die 

dx  dx 

Differenziation  derselben  giebt  unter  der  Rücksicht,  dass  in  ihnen 
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eine  unabhängige  Variabele  x  und  zwei  abhängige  Yariabele  y  und 
i  vorkommen: 

i/  j_  J/  .  iL  +  i/L  .  _^=  0  ' 

^jf     '"   'hy        dx     '      "hz        dx 
IF    ,     IF       dy     ,     ^F       dz         ^ 
"bx  "hy        dx     ^      "bz        dx 

Hieraus  findet  sich  durch  Elimination: 

bf     i£._2^     V 

I  (iy  "hx         bz "bx,        bz 

dx 

10) 

dz 

dx  ~  bF  ^  Jf__2L  .  2IL 

bz         by  bz 

und  dies  ist  jetzt  in  unseren  Formeln  zu  substituiren. 

§.  21. 
Die  Krümmungsverhältnisse  räumlicher  Curven. 

So  wie  wir  in  §.  18.  den  Grenzpunkt  aufsuchten,  in  welchen 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalen  einer  ebenen  Curve 
überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir  bei 
doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestinmien,  in  welche  der 
Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalebenen  beim  Zusammen- 
fallen dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  mögen  x^  y^  z 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  und  4?'  =  d?-}-^a?,  y'  =  y-|-  ^y^ 
z^  •=  z  -\-  /l z  di<&  eines  zweiten  Punktes  P*  sein;  die  Gleichungen 
der  durch  P  und  P*  gelegten  Normalebenen  sind  dann  nach  Nro.  9) 
des  vorigen  Paragraphen: 

1)         (I— or)  dx  4-  in—y)  ^y  +  (5— «)  ^^  =  o, 

(^^—x^)dx'  -\-  (fj—yOdy'  -\-  it—zOdz'=  0. 
In  Beziehung  auf  x^  y^  z  ist  die  erste  Gleichung  unter  der  all- 
gemeinen Form  F(x^y^z)  =  0,  die  zweite  unter  der  entsprechenden 
Form  F(x'^  y',  z*)  =  0  oder  F  (x -j-  Jx^  y  -\-  Jy^  z -^  ^d  z)  =  0 
enthalten ;  beachtet  man  aber,  dass  immer  die  Gleichung 

FCx-^^x,  y-\-^y,  z-\-ztz)  =  F(x,  y,  z)  +  JF(x,y,  z) 
statt  findet,  wo  rechter  Hand  ^  die  totale  Differenz  bezeichnet  und 


.       I 
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*  berücksichtigt  man  ferner,  daas  F  (a^  y^  z)  ^=  0  ist,  so  kann  man 
die  Gleichung  der  zweiten  Normalebene  durch 

'2)  ^  l{i—x)dx  +  Qn—yUy  +  (Sr-z)dz']  =  0 

darsteUen.  Um  femer  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  ^ 
und  haben  so  durch  Ausführung  der  totalen  Differenziation 

(f-*)  d»*  +  (if-y)  ^y  +  a-z)  d^z 
—  dx^  --  dy^  —  dz^    =     0, 
oder  kürzer 

3)  (I— *)<Pa?  +  (fl—y)^y  +  (i—z)d^z  =  ds\ 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  (  —  z^  das  andere 
Mal  1^  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  dieses  Durchschnittes  ankommt ,  so  be- 
nutzen wir  die  Gleichung  3)  statt  der  Gleichung  2),  in  welcher  durch 
den  Gebrauch  des  Di£fbrenziales  statt  der  Differenz  der  vorzuneh- 
mende Uebergang  zur  Grenze  bereits  ausgesprochen  ist.  Unter  Be- 
nutzung der  Abkürzungen 

4)  X=:dyd^z—dzd^^  T=dzd^a—dxd^z,  Z=dxd^y—dyd^x 
finden  sich  nun  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

F  ,^        ^        ds^dz 

fi-y  =  ^a-^)--^ 

als  Gleichungen  der  Grenzlinie  für  den  Durchschnitt  zweier  be- 
nachbarten Normalebenen.  Nennen  wir  «,  v,  w  die  Winkel,  welche 
diese  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  nach  bekann- 
ten Sätzen  der  analytischen  Geometrie: 

V08U    COSV    €08  W  1 

Auf  die  oben  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  P 
aus  eine  Senkrechte,  deren  Fusspunkt  die  Coordinaten  |,  17,  S  be- 
sitzen und  deren  Länge  Q  sein  möge.  Der  Fusspunkt  $  17  £  heisst 
dann  der  Krümmungsmittelpunkt  und  Q  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  doppelter  Krümmung.  Nennen  wir  A,  fi,  v 
die  Winkel,  welche  Q  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  erstlich 
7)  |— Äy=^co«A,  ij — y  z=  Q  C08{ly  o.^z=QCo«v, 
Schl&milch,  Analysia.  Q 
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femer,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Erümmungshalbm^sser  mit  ein«* 
ander  einen  reckten  Winkel  bilden : 

cosu  coai,  -\-  cosv  cosfi  -f-  coaw  coav  =  0. 
Setzt  man  für  cosu^  co«t),  dosw  ihre  Werthe  aus  Nro.  6),  und 
für  coal^  cosyL^  co^v  ihre  Werthe  aus  Nro.  7),  so  verwandelt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende: 

8)  X  (I-*)  +  r(q-»)  +  z  (t-*)  =  0. 

Die  Coordinaten  |,  i},  S  des  Krümmungsmittelpunktes  bestim- 
men sich  aus  der  doppelten  Bemerkung,  dass  sie  einerseits  in  der 
Grenzlinie  5),  andererseits  in  der  Senkrechten  darauf  liegen  müssen, 
was  durch  die  Gleichung  8)  ausgedrückt  ist.  Aus  den  Gleichungen 
5)  und  7)  findet  sich  nun: 

*»  X2  -(-  y2  -(-  Z2 

_    Xdy  —  Ydx 
i  —  '^  —  X2  4-  Y2  ^  ^3  ^^  • 

Für  den  Krümmungshalbmesser  hat  man  unmittelbar 

folglich  nach  Einsatz  der  vorigen  Werthe: 

,^.      ,  _\/iYdz  —  Zdyy  +  iZdx^Xdzy+iXdy—Ydä:y  ,, 

ly;    Q  —  X2  4-  y«  +  z^    '-  ~'-  ^ ' 

Eine  bemerkenswerthe  Umformung  dieses  Ausdruckes  ist  fol- 
gende.    Man  hat  bei  gewöhnlicher  Ausrechnung : 

Ydz  —  Zdy  =  Cda^'}'dy^'^dz^d^a!—daidxd!ia!'{'dydhf-{-dzd*z) 

=  d«2  d^a  —  dx  d^8  da  =  da^  d  (-f-J , 
auf  gleiche  Weise : 

Zdx  —  Xdz  =  da»d{^J 

Xdy—  Yda  =  da^d  (IjV 

woraus  man  vermöge  der  Werthe  von  da'^  und  dad^a  leicht  die  fol- 
gende Gleichung  herleitet: 

{Ydz  —  Zdyy  -f  (Zdx  —  Xdzf  +  (Xdy—  Ydxy 
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Andererseits  ist  es  ebenfalls  nicht  schwer,  sich  von  der  Richtig* 
keit  der  Gleichung 

jr«  4-  Y^  -\-  z^  =  iid^ay  +  (d^yy  -f  (duy  —  (di3y;\  ds^ 

zu  überzeugen;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

11)  Q  =     f ^ 

\l  {d^x^  +  {d^yy  -f  {d^zy  —  (rf2  5)2' 

die  sich  auch  in  der  folgenden  Gestalt  darstellen  lässt: 

12)  n 


i/[f) T.4f)1 4f>I 

wie  man  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Differenziation  fin- 
den wird. 

Die  Gleichungen  9)  kann  man  jetzt  durch  die  folgenden  ersetzen : 

.,xw  ^     KdBj  ^     \dB/     c,  «    \ds) 

13)  i-.  =  9^-^^,  ij-y  =  ?»  -^.  l-^  =  P^^- 

Es  verdient  Übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die  Formel 
12).  direkt  auf  einem  ähnlichen  Wege,  wie  er  nach,  der  Formel  7)  in 
§.  18.  eingeschlagen  wurde,  erhalten  kann.  Bildet  nämlich  die  Tan- 
gente im  Punkte  P  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß^  y, 
ebenso  die  Tangente  in  P'  die  Winkel «', /3',  y',  so  kann  man  setzen: 

cos a'=cosa'-\-^ cos a,  coaß'= cosß ~|- ^cosß^  cosy*  =  cosy -(- dcosy^ 

womit  weiter  nichts  gesa^  ist,  als  dass  eine  Aendemng  der  Winkel 
a,  /3,  y  eine  Aendemng  ihrer  Cosinus  nach  sich  zieht;  m^i  hat  nun 
gleichzeitig: 

14)  cos'^a  -f-  cos^ß  -f-  cos^Y  =  1, 

15)  {cosa-\-dcos  a)^ -1-  (cosß  -^jJcosßy  -)-  {cosy -\-^  cos  y)2  =  1 ; 

ferner,  wenn  ^t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangenten  in 
P  und  P*  mit  einander  einschliessen : 

cosjdt  =  cosa  cosa*  -\-  cosß  cosß*  -f-  cosy  cosy* 
=  cos  cc  {cosa  -f-  ^cosa)  -f-  cos  ß  (cosß  -\-  ^cosß)  -[-  cos  y  (cosy  ~\-  ^cosy)*, 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe 
der  Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt : 

2  (1  —  cos^t)  =  (Jcosay  -f-  (jJcosßy  +  (Jcosy)\ 

6* 
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woraus  man  findet: 

16)  2  8in\^v  =  y/c^cos  ay  -f  i^co8ßy-\-{^co8yy. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  jdi  den  Bogen  PP'^  so  ist  identisch 
/1 8 8in\^t  ^8 

und  vermöge  der  Gleichung  16): 

jd  8        8in\/it  1 

~  ^  /(/loo8a\    ,    {Jco8ß\^    ,    f^co8Yy 


dt         \dt 


Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  für  verschwindende 

2l 8  und  dt  über,    so  erhalten  wir  linker  Hand  Um  -j-  =z  -7-, 

Jt        dt 

d.  h.  den  Krümmungshalbmesser  9,  wenn  wir  die  in  §.  18.  gemach- 
ten Bemerkungen  auf  die  doppelt  gekrümmten  Linien  übertragen; 
rechter  Hand  ist  der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  die  Einheit, 
und  es  wird  so : 


9 


.//dco8ay    ,    /dco8ß\^    ,    {dco8y\^ 


was  mit  der  Formel  12)  übereinstimmt,  sobald  man  die  Werthe  von 
C08a^  cosß^  cosy  aus  Nro.  6)  des  vorigen  Paragraphen  einsetzt 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes und  des  Krümmungshalbmessers  sind  völlig  allgemein,  d.  h. 
«ie  gelten,  welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sei;  sie  verein- 
fachen sich  aber,  wenn  man  eine  von  den  Grössen  «,  ^,  z^  8  selbst 
als  unabhängige  Veränderliche  ansieht.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch 
ihre  Horizontal-  und  Vertikalprojektion  bestimmt,  so  ist  x  die  unab- 
hängige Variabele,  dx  ein  irgendwie  willkürlich  in  Null  übergehen- 
der und  ebendeswegen  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  or,  folglich 
d*«  =  0;  man  erhält  für  diesen  Fall: 

17)  p  = ^- 

./(dy    dU  dz    d^yY    I    (d^yY  4_  /^^A^ 

^   \dx    dx^         dx    dxV    '^Kdx^J    '^Kdx^J 
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L  ^       d»  dx^     '    dx  da^ 

\i—a=—  9« 


18)  ln—y=  Q^ 


(dz    d^y  _  dy    d^i\  dz        £y^ 
\da    dx^         dx  dxV  dx    ""  dx^ 


[■+e-j)'+(if)T 

(dy  d^z  _  d£  dPy\  dy_    ,    d^ 
2  W^  dx^         dx  dx^J  dx     *"  dx^ 

'~'    l'+(&)'+(if)T  ■ 

Besonders  syminetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  8 
als  unabhängige  Yariabele,  mithin  x^  y^  z  als  Funktionen  von  8  an* 
sieht;  es  ist  dann  d^8  =i  0  und  man  hat: 

"     '^^a'+(b'+(S)'' 

d^x  d^v      .  d^z 

20)  I— :  =  P*57„   fl-y  =  9*^,    e-^  =  9'^- 

Will  man  die  Untersuchung  über  die  Krümmungaverhältnisse 
der  räumlichen  Curven  weiter  fortsetzen  (was  Sache  der  höheren 
Geometrie  sein  würde),  so  ist  es  vortheilhaft,  für  den  oft  vorkom- 
menden Ausdruck  —  einen  besonderen  Namen  einzuführen;  man 

Q 
hat  ihn  deshalb  das  Krümmungsmaass  oder  kürzer  die  Krüm- 
mung derCurve  im  Punkte  xyz  genannt.  Beachtet  zu  werden  ver- 
dient noch  die  Ebene  des  Krümmungskreises,  welche  einer- 
lei mit  der  Ebene  ist,  die  man  durch  den  Punkt  xyz  senkrecht  auf 
die  Grenzlinie  5)  legt;  nach  dem  Früheren  findet  man  leicht,  dass 
die  Gleichung  dieser  Ebene  ist: 

21)  xÖi-^)+  F(iji-3^)  +  Z(ei-z)  =  0, 

wo  X,  Y^  Z  die  frühere  Bedeutung  haben  und  |i ,  iji ,  ^^  die  laufen- 
den Coordinaten  der  Ebene  bezeichnen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichuijgen  18)  y  und  z  durch  x  aus- 
gedrückt, so  enthalten  jene  Gleichungen  die  drei  Variabelen  ^,  iy,  f 
und  x\  man  kann  aus  ihnen  zwei  neue  Gleichungen  bilden,  welche 
kein  x  enthalten  und  die  Formen 

ij  =  9(Ö,        t  =  ^(S) 
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besitzen ;  sie  charakterisirei^  den  geometrischen  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  der  ursprünglichen  Linie;  diese  neue  Curve  kann  man 
sich  .wie  früher  durch  Abwickelung  entstanden  denken  und  sie  dem- 
gemäss  eine  Evolute  der  gegebenen  Linie  nennen. 

§.  22. 
Die  Tangentialebenen  und  Normalen  der  Flächen. 

I.    Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  man  entweder  in  der  un- 
entwickelten Form 

1)  F  (^,  y,z)  =  0 

od^  in  der  entwickelten  Form 

2)  z=f(je,y) 

angeben,  und  sie  enthält  demnach  zwei  unabhängige  Variabele  x 
pjg  24.  ^^^  yt  welche  in  Fig.  24 

.  durch  OM  und  MN  dar- 
gestellt werden  mögen, 
während  die  dritte  Varia- 
bele z  =  NP  ist.  Lassen 
wir  X  um  MM  ==  ^x  zu- 
nehmen, ohne  jedoch  y  zu 
ändern,  so  erhalten  wir 
einen  zweiten  Punkt  N' 
der  Ebene  ay^  welchem 
ein  zweiter  Punkt  i*  der 
Fläche  entspricht;  die  Co- 
ordinaten  des  letzteren 
sind: 

und  hier  soll  l-;^)  ^^  einen  Zuwachs  des  z  bedeuten,  welcher 
durch  eine  alleinige  Aenderung  des  x  hervorgerufen  worden  ist,  so 
dass  also  ('■^)  einen  partiellen  Differenzenquotienten«  des  z  be- 
zeichnet. Lassen  wir  umgekehrt  x  ungeändert,  und  geben  dem  y 
die  Zunahme  NN''  =  ^y,  so  entspricht  dem  Punkte  iV"  ein  Punkt 
der  Fläche  mit  den  Coordinaten 
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Durch  die  drei  Punkte  P^  P^  P*  legen  wir  eine  Ebene,* deren 
Gleichung 

3)  e  =  ^1  +  5i)  +  C 

sein  möge;  es  müssen  dann  die  Coordinaten  der  Punkte  P,  P,  P' 
dieser  Gleichung  genügen,  mithin  die  drei  Bedingungen  stattfinden: 
4)  •      z  =  Äai-j-By-\-C 

'  +  (^)  ^«'  =  Äx+B(r,-\-^y)-{-a 
Aus  diesen  erhält  man  sehr  leicht: 

Subtrahirt  man  femer  Nro.  4)  von  Nro.  3)  und  setzt  für  Ä  und ' 
B  die  vorstehenden  Werthe,  so  ist 

«-'  =  (^)«-')  +  (f)c'-.) 

die  Gleichung  der  Schnittebene.  Für  verschwindende  /fa  und  z/y 
fallen  die  drei  Punkte  P^  P^  P*  in  einander,  die  von  der  Ebene 
abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf  einen  Punkt  zusammen,  di« 
Schnittebene  wird  zur  berührenden  Ebene,  aus  den  partiellen  Diffe- 
renzenquotienten werden  die  partiellen  Differenzialquotienten 

\dx)~'l^'    \dy)~  ly 
und  somit  ergiebt  sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

n.  Eine  Senkrechte  auf  die  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte der  letzteren  heisst  die  Normale  der  Fläche;  nennen  wir 
a^  ß^  y  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei  Achsen  bildet,  und 
J,  iy,  5  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  ihr,  so  sind  ihre  Glei- 
chungen : 

6)  n—y  =  —^(^i—a!),    5  — ^  ===  — ^  (I  — ^). 

008  a  cos  a 

Um  die  rechter  Hand  vorkommenden  Quotienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  eine  im  Punkte  ayz  senkrecht 
auf  die  Normale  gelegte   Ebene  die   Tangentialebene  sein  müsste. 
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Die  Gleichung  dieser  Ebene  wäre  nach  ganz  ähnlichen  Betrachtun- 
gen wie  im  vorigen  Paragraphen: 

0  =  cosa  .  (I — x)  -f-  oosß  .  (ij — y)  -j-  cosy  .  (f — z) 


oder  g_,  =  _  —  (I-*)  _  -JL  (,_y), 

und  wenn  man  dies  mit  Nro.  5)  zusammenhält,  so  ergiebt  sich 
"bz    coaa       "bz    coaß 


7) 

und  hieraus 


'hz 

coay    1        coaß  "by 

cos a  bz  '   coaa         bz  ' 

bx  bx 

Durch  Substitution  in  Nro  6)  erhält  man  jetzt  als  Gleichungen 
der  Normale : 

8)  i  U 

bx 

Unter  einer  besseren  Form  erhält  man  dieselben,  wenn  man  f 
als  willkürliche  Coordinate  ansieht ;  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
man  die  Normale  nicht  auf  die  Coordinatenebenen  ^r^  und  |{,  son- 
dern auf  die  Ebenen  S|  und  ^ri  projizirt;  man  hat  dann 

als  Gleichungen  der  Normale. 

Will  man  die  Winkel'  a^  ß^  y  selbst  bestimmen,  so  verbinde 
man  die  Gleichungen  7)  mit  der  folgenden: 

coa^  a  '\-  cos  /3  -f-  coa^  y  =  1 ; 

es  ergiebt  sich  dann  durch  gewöhnliche  Substitution  und  nachherige 
Wurzelausziehnng ; 
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10) 


[cosa  = 


coaß  = 


V 


coay  = 


v/(0+(i)"+' 

N/(ll)'  +  (l7)-+'' 


Die  in  nnseren  Formeln  vorkommenden  partiellen  DifferenziaU 
qnotienten  entnimmt  man  entweder  der  Gleichung  2)  unmittelbar, 
oder  man  benutzt  dazu  die  unentwickelte  Gleiclumg  1);  im  letzte- 
ren Falle  hat  man,  wie  in  §.  7.,  Formel  9)  u.  s.  w.: 

it  ix      3«  3y 

3« 


2£'   ^y 

3« 


3£ 
3< 


and  man  erh&lt  als  Gleichung  der  Tangentialebene: 


11) 


2F 


(!-«)- 


3JP 


(ij— y)- 


3^ 


3«  3y  "     '      3« 

Die  Gleichungen  der  Normale  werden: 
IF  3.F 

i£. 

3« 


12)      |_^  =  J|.  ({_,),     ,_y 


(g-0  =  0. 


«-«), 


3« 


nnd  zm:  Bestimmung  der  Winkel  a,  ß,  y  halt  man  die  Formeln: 
3.F  3F  32? 

_  Jä. 


13) 


co8a  =  -^,   co8ß  =  '^,    co8y  =  -^ 


N 


wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist.     Passende  Beispiele  für  die  biet  entwickelten 
Formeln  bieten  die  Flächen  zweiten  Grade^    AoXi  ^^  ^^^  Flachen 
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ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  also  von  der  Form  z  =  pa^ 
-j-  gy2  sind,  wird  man  sich  der  Formeln  2)  bis  10)  bedienen;  bei 
den  Flächen  mit  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  in  dem  Schema 
Äx^  -}-  By^  -\-  Cz^  -j-  i>  =  0  enthalten  sind,  ist  die  Anwendung 
der  Formeln  11)  bis  14)  bequemer,  weil  man  die  sonst  sich  ein- 
stellenden Wurzelzeichen  damit  vermeiden  kann.  So  findet  man 
z.  B.  für  das  dreiachsige  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  ist: 

als  Gleichung  der  l'angentialebene : 
oder 

^^  +  ^^^»+^5  =  1-    . 

Nimmt  man  darin  einmal  J  ==  0,  dann  ij  =  0,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnittslinien,  welche  die  berüh- 
rende Ebene  mit  den Coordinatenebenen  ay  und  az  bilden;  dies  sind 
die  beiden  Spuren  der  Tangentialebene,  deren  Lagen  man  mittelst 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  weiter  untersuchen  kann. 


§.  23. 
Die  Krümmungsverhältnisse  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche- kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  unä  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfuhren. 
Die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  ayz  mögen  sein 

1)  I  — ^+;>(e  — ^)  =  0    undij— y  +  g(g  — z)  =  0, 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

"bz  Iz 

2)  P  =  -ä7'   «  =  17 

gesetzt  haben;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3).  a|-f-^,-|-y5=l; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  moss  die  Glei- 
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chung  B)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  1}  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(y—ccp—ßq)  t+ax-^-ßy-^-iap-^-ßq)  z  =  1, 

und  diese  Gleichung  kann  fiir  jedes  {  nur  dann  erföUt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =  ap-j-ßq 

5)  aa  -{-  ßy  -}-  Y^=  "^ 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Nor- 
malschnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man 
dadurch  finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x^  y^  z  für  1,1?,^ 
setzte,  wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus 
dieser  und  der  Gleichung  der  Fläche  z  =  /(o?,  y)  einmal  z^  das  an- 
dere Mal  y  eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hätte  man, 
a  als  unabhängige  Yariabele  angesehen: 

1    _  (dy  d^z  —  d^y  dzy  +  (d^yy  +  (d^zy 

femer  durch  Differenziation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene : 

dz  ==  -r —  dx  -|--r —  dy  =z  p  da  -j-  q  dy 

a  dx  -j-  ß  dy  -{-  y  dz  =  0^ 

und  durch  nochmalige  Difierenziation : 

d^z  =  r  dx^  -j-  28  dx  dy  -\-  t  dy^  -\-  q  d^y 
ß  d^y  ^y  d2z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

Ti^z  Ti^z  l^z 


^j:2'  la^y'  dy^' 

Aus  den  obigen    Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination:  « 

dy «-f-2>y       dz    pß  —  qa 

dx  ß-\-<iy'*    ^^       ß~\~Qy  * 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 


8) 


+-"^+<fy=''' 


so  findet  sich  für  die  zweiten  Difierenzialquotienten : 

d^y         __      My  ^^  __Mß_ 

dx^    ~  ß-^qy'    ,dx^    ~"    ß-{-qy' 
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Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen: 
J^2  ^  dy^  4-  dz'^  _  (ß  4-'  qyy  4-  («  4-  j>y)2  -f  Q, ß  —  ggy 

dx^  (ß  +  qyy 

wobei  sich  der  Zähler  mit  Bücksicht  auf  y  r=2  pa  -^  qß  auf  die 
Form  bringen  lässt: 

«ni  +  5^)  +  l8Kl+P^)  +  2(ap4-/5g)y4-0>24-(?2)y2_2«/3p^ 
=  (a24-^24-r2)  (14-^24.^2)  _  a^p2  —  ß2q2_2aßpq  4-  y^ 

=  («^4-18^+yO  (i+jp^4-<?'); 

demnach  ist  also: 

dx^-\-dy^-j-dz^  _  («8  4-/3g+yg)iVrg 
^  dw^  ~         (ß-\-yqy         ' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 
10)  N^=l  -]-p^^qK 

Man  hat  nun  weiter 
dydH—did'^y  _  —ß(a-j-yp)-\-y{pß  —  qcc)       _  aM 

dx^  -  (ß+yqy  ~        ß-{-yq 

und  mit  Bücksicht  auf  die  oben  bestimmten  zweiten  DifFerenzial- 
quotienten  von  y  und  x : 

(dyd^x  —  dzd^yY    ,    /^y  V  M  (^^\  _  («^4-/^^  +  y^)  M'^ 
\  dx^  )   '^\d^)    '^\dxy    —  0-i-yqy        ' 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Sub- 
stitution erhält  man  fiir  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 

-.,  1      _        M(ß  +  yqy 

^^^  Q   ~  mia^-\-ß^-\-y^) 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -[-  yq  aus  9)  und  11): 

_! Mdx^ 

^^^  Q   ~  Nidx^-j-dy^-^dz^y 

dy 
Bezeichnet  man  -~  kurz  mit  y',    setzt  für    dz   seinen    Werth 

4  CLX 

pdx  4"  <ldy  =  (p-^-qy^^dx^  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r4-25y'-j-iy2,  so  hat  man  noch 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differenzialquotienten  jp ,  g,  r,  a,  t  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,   unabhängig  dagegen  von 
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it,  ^,  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y'  enthält  er,  j3,  y;  denn  es  ist 

ß 

ond  es  hängt  demnach  ^,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal* 

Schnittes,  von  dem  Verhältnisse  -^  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male ,  zugleich  erhalten  y*  und  —   andere  Werthe  und  man  kann 

Q 
demnach  die  Krümmung  als  Funktion  von  y*  ansehen.     Nach  dem 

Theoreme  I.  des  §.  16.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differenzial- 

quotient    d  ( —  j  :  dy^  positiv  bleibt,  und  sie  nimmt  ab,  so  lange 

er  negativ  ist:  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  ddm 
Falle  statt,  wo 


<t) 


=  0 


wird ;  durch  Äusf  iihrang  dieser  Differenziation  erhält  man  als  Be- 
dingung dafür 

14)  Qis-^tyO  =  N  [y'  -f  (p  +  gyO  «]• 

EUminirt  man  q  ans  dieser  nnd  der  Krümmnngsgleichung,  so 
folgt 

r-\-2sy'-\-ty'^  l-|-y"  +  (P+gyO» 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y* : 

15)  ia  +  q')s-pqf]y'^  +  [(l  +  g^)r-(l+l>2)0y' 

-l^^^r  — (l+l>2)«    =    0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

ß 

von  y',  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  -^— ,    für    welche 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
m]mg  stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Differen- 
zialquotienten  p^  q^  r,  s,  t  in  dem  Punkte  xy  z  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.     Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
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stenz  von  zwei  Hauptnormalsclinitteii,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebctoe  xy  nimmt.  Es  idt  in 
diesem  Falle  x  =z  y  z=.  z  =•  0^  ferner  constant  5  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  i?|  -f-  ^ij  =  0  und  diese  kann  für 
alle  1}  und  ^  nur  bestehen,  wenn  p  ==  g  =  0  ist.  Die  Gleichung^ 
15)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y  =  J?  ton  ai 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

y  =  ^  =  toncD, 

mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

y«   f 

tan^o  -| tan(0  —  1  =  0, 

s 

deren  Wurzeln  tan  (Di  und  tano^  heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 

beiden  Beziehungen 

I                      t  —  r 
tan(Di  -j-  tanco^  = ?     tan(X>itan02  =  —  1? 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos(cDi  —  CD2)  =  0  ist. 
Daraus  folgt  CDi — »2  =  i  5^9  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,' wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  9,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 

N 
gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

A  (r  -j-  2»y  +  «y«)  =  1  4-  y'»  -f  (p  +  gyO* 

und  wenn  man  y*  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst : 

A  [r  (1  +  ^2  _  A  «)2 -j- 2  5  (1  +  ^2_  AQ  (A 5— ;?  5)  4- «(A  5— ;?  ^)2] 
=  a+p')il  +  q^  —  Uy-j-2pqil  +  q^—U)ßs—pq) 
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oder  durch  Bedoktidli  auf  Null : 

il  +  q^-Xt)lil-}-p^—Xr)il-{^q^—Xt)-:^ipq—Xsy2  =  0. 
Hier  kann  nun  der  erste  Faktor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y',  nämlich 

Xa—pq 

y  —  i_^g2_A( 

unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  ve^rschwände) 

-werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.     Es 

muss  daher  der  zweite  Faktor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 

bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  X : 

Crt—8^X^-lril+q^)-2pq8  +  til+p^y]X^l^p^+q^=0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  X  und  der  Bedeutung  von  N:  i 

16)     (rt_32)^3_[(i^^2)r_2jp5«  +  (l+jp3)f]i\rp-|-i\r4==0. 

Nennen  wir  Qi  und  Q^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  diesen  grössten  und  kleinsten  Ejrümmungshalbmessern  im 
Punkte  ayz6ie  Beziehungen  statt: 


.7)  ^+,.  =  "+''"-^^»:.+t'+'">'Ar. 


18)  ^9, 


rt  —  «« 


Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht ;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  dOi  und  O3  die  Werthe 
Ol  =  0  und  03  =  l^r  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

wird  jetzt  oo  =  und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  *  =  0  sein 

muss ,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 
Formel  18)  inrd  jetzt 

oder  wenn  y^  z=z  ianv  gesetzt  wird,  wo  v  Üe  l^^^g^^g  ^®^  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  ^K^^^e  ^^^  ersten  Haupt- 
schnittes (jfi)  bezeichüet: 
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Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =±  Jar,  also 
J. \l 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

9  Qi      '      92 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor*- 
malschnittM ,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  idt  noch  der  spezielle  Fall,  in  welchem  man 
den  a^  y^  z  solche  Werthe  ertheilt,  dass 

20)  i±Pl^M=l±£ 

r  8  t 

wird;  es  wird  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

(i+pg)(i+gg)  _  p^     (i+;>^)(i+g^)  _  11 

rt  «2    '  p2q2  ^2' 

woraus  man  leicht  findet: 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
,_2pqN 

^  8 

welche  die  gleichen  Wurzeln 


9._l£l^^+£i^=.o, 


besitzt.     Ans  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 
schnitt durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  t=  —   besitzt; 

9         9i 
der  fragliche  Punk^  heisst  dann   ein  Nabelpunkt   oder  Kreis* 
punkt  der  Fläche.     Durch  Verbindung  "der  zwei  in  Nro.  20)  auf- 
gestellten Gleichungen  mit  der  Gleichung  der  Fläche   erhält  man 
drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  «,  y,  z. 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 
anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wi^ 
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man  aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche 
Normalschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend 
des  Baumes  zu  und  die  Berührungaebene  liegt  gänzlich  auf  der  ei- 
nen Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  Qi  und  Q2  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Baumes  hin) 
der  eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Derartige  Flächen  entste- 
hen z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Namen  der  concav-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  füh- 
ren, giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der 
einen  zur  anderen  Gattung  bilden ;  es  sind  dies  die  Flächen ,  an  de- 
nen der  eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  be- 
sitzt, d.  h.  eine  gerade  Linie  bildet.  Da  in  jedem  Falle  die  Tan- 
gentialebene die  Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tan- 
gente des  geradlinigen  Normalschniites  enthält,  so  ist  unmittelbar 
klar,  dass  den  genannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von.  ei- 
ner Ebene  nicht  nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden 

berührt  zu  werden.     Nennen  wir  — —     die    Krümmung    einer 

Q1Q2 
Fläche,  so  ist  für  diese  Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als 
analytisches  Kennzeichen  dafür  ergiebt  sich  aus  Nro.  18)  rt  —  s^ 
=  0,  oder: 

^ .  ^  _  (jiiy  —  0 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  hierin  unterscheiden  sie  sich 
geometrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinander- 
setzungen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


SchlAmilcb,  Analyiit. 
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§.  24. 
Brüche    von    der    Form    g. 

Wenn  die  Funktionen  fpQxf)  und  ^(o?)  für  einen  Spezialwerth 
von  0?,  etwa  fiir  a?  =  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt  der 

Quotient  ,  ^  ^  in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  ,\  :  =  —  an, 
welche  bekanntlich  vieldeutig  ist.  Um  aber  den  wahren  Werth  die- 
ses  Ausdruckes   zu    finden,   betrachten   wir  den    Quotienten     .  ^  ^ 


als  die  Grenze,    welcher  sich  der  Quotient 


fiir  verschwin- 


dende  d  nähert.  Nun  ist  wegen  der  Voraussetzung,  dass  ip(a)  =  0 
und  ^(a)  =  0  sei, 

y(q4-g)  — y(a) 
y(a+a)  _  y(q+3)  — y(a) 8 

t^(a+d)  ~  ^(g  +  d)  — ^(g)  —  ^(g-f  ff)  — y(a)        :. 

d 

und  hieraus* folgt,  indem  man  d  zu  Null  werden  lässt: 
y(g)  _  (p'(ä) 
^  tda)  t'da)' 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  a?  =  a,  für  welchen  q>{a)  und  ^(a?) 
verschwinden ,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen  Quotienten 

einander  gleich.  —  Dieser  Satz  kann  unjpittelbar  dienen,  um  den 
wahren  Werth  der  Brüche  von  der  Form  §  zu  bestimmen,  wie  die 
folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 
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Aus  §.  6.  ist  folgende  Formel  bekannt: 

—  (1— a?)2 

Für  a?  =  1  verwandelt  sich  der  rechter  Hand  befindliche  Bruch 
in  §;  differenzirt  man  Zähler  und  Nenner  für  sich,  so  ist  der 
Quotient: 

«(«+1X>— ^^^+^  _  n(n+l)         1 
2—^    —(!-«)    —        2        *       ' 
welcher  für  «  =:  1  nicht  mehr  jene  unbestimmte  Form  annimmt; 
man  findet  so  für  x  =  1: 

1 +  2  +  3  +  4+.. ..+  «=ii^2±l>, 

was  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 

Es  konunt  bei  diesem   Verfahren   nicht   selten  vor,    dass  der 

neue  Bruch    ,,^  ^  für  x  =  a  gleichfalls  verschwindet;   dann  muss 

man  auf  ihn  wiederum  dieselbe  Methode  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B. 
y(a?) a  —  sino! 

so  ist  der  Reihe  nach 

tp'(jB)         1  —  C08X      fp**(x)         sinx      q>***{x)         cosx 
^'(^)  ~  ~3^     '    iP^  ~    %x   '    ^'"(a?)~     6    ' 
Für  X  =  0  verschwinden   g>(ar),  9'(ay),  <p"(x)^  ♦C^)»  i^*(«% 

^''  (x) ,  und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  Zu4f       ^^^  wahren 

Werth  \  des  in  Bede  stehenden  Bruches. 

Eine  allgemeinere  Ausführung  der  Art  ist  folgende.     Der  ge- 
gebene Bruch  sei 

/(o+;^)-/(c)-;^/(c) 

und  man  fragt  nach  dem  Werthe  desselben  für  A  =  0;  durch  Diffe- 
renziation  des  Zählers  und  Nenners  in  Beziehung  auf  h  erhält  man 
^//(c4-;^)_//(o)        ^ 

«  l  ' 

für  Ä  =  0  wird  hieraus  \  f*(c)^  und  findet  also  die  Gleichung  statt: 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  Vera^^^^nden  von  h  bezieht. 
Wäre  femer  der  Bruch  gegeben: 

-'i.K.  ^'-         •      --    :• 

9  '•,       Digiti; 
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/(c+Ä)-/(c)-y/(c)-^/''(c) 

80  gäbe  die  Differenziation  des  Zählers  und  Nenners: 
,  f'(.c-\-h)  —  f>ic)—hf"ic) 

und  nach  Nro.  2)  wird  hieraus  für  ä  =  0 ,  J  •  |/'"  (c),  wie  man  so- 
gleich erkennt,  wenn  man  sich  /'  statt  /  geschrieben  denkt;  es  ist 
demnach : 

/(c+*)-/(c)->«>)-T^r(<>)      ^.„(,) 

8)        Lm ^TTJTJ- 

Man  wird  leicht  übersehen,  wie  man  auf  diesem  Wege  weiter 
gehen  kann;  bezeichnet  überhaupt  n  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl,  so  findet  die  allgemeine  Gleichung  statt: 

A                 A2  Ä**""-!  ■ 

Ac+Ä)-/(c)--/((r)-j^/"(c) ^_-_/(n-l)(e) 

4)  j^^ ^ ^ 

l«2«3«*..n 

Will  man  das  Zeichen  Lim  vermeiden,  so  ist  zu  beachten,  dass 
die  vorstehende  Gleichung  für  kleine  h  näherungsweise  gelten  muss ; 
nennen  wir  Xf  ^^t^  begangenen  Fehler,  so  ist 

/(e+^)-/(c)-Y/(c)-^/-(c) 1.2'^n-l)^^'^^'^ 


1.2..n    '   ""^ 
und  wenn  hier  q  auch  nicht  näher  bekannt  ist,  so  weiss  man  doch, 
dass  es  mit  h  gleichzeitig  verschwindet.     Man  kann  übrigens  dem 
obigen  Theoreme  die  folgende  Form  geben: 

5)  /(*+Ä)  =  /(x)+i-/'(*)+  ^/"(*)  +  .  .  . 

wobei  wir  späterer  Anwendungen  wegen  a  für  c  geschrieben  haben. 
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8.  25. 

Die  Symbole  ^,  0  .  oo ,  0«,   odO  und  1^ . 

I.  Besitzen  die  Funktionen  /(«)  und  F(a!)  die  gemeinsame 
Eigenschaft,   für  4?  =  a  nnendlich  zu  werden,   so  stellt  sich  der 

Bruch    -- -  ■   in  diesem  Falle  unter  die  unbestimmte  Form  ^.  deren 

wahrer  Werth  q  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden  kann. .  Setzen  wir 

fix)        Fix)        y(x) 
Fix)  ~     1  i>(x) '     •' 

8o  erh&lt  der  neoe  Bruch  für  «  =  a  die  Form  J,  iSsst  sich  aUo 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandeln;  es  ist  nnn 
_F>(x) 

y^(x)   _    Fjxy  _  F'Cx)(f(x)\* 

und  für  «  =  o,  wo  nnn  '„,  \  den  Werth  9  annimmt: 
F{a)  ^ 

Man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Regel  zur  Bestimmung  des  wah- 
ren Werthes  eines  vieldeutigen  Bruches  dieselbe  bleibt  für  die  Form 
^,  wie  fdr  %.     So  wird  z.  B.  der  Bruch 


/(*) 


--(i) 


F(jß)  cotx 

für  d?  =  0  von  der  Form  ^  sein  Werth  ist  dann  einerlei  mit  dem 
Werthe  von 

M 
fCäi)  _     jg     _  Mstn^x  _  j^  sinx  ^^ 
F*Ca)  I  s  s  ' 

welcher  fiir«  =  0  in  jlf.  1.0  =  0  übergeht. 

n.  Sind  zwei  Funktionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  q>(a) 
für  JJ  =  a  verschwindet,  während  die  andere  /(a)  für  a?  =  a  un- 
endlich wird,  so  nimmt  das- Produkt  q)ix)  .  f(ß)  für  «  =  a  die  un- 
bestimmte Form  0  .  CO  an;  den  wahren  B^tX^g  desselben  kann  man 
auf  zwnerlei  Weise  finden.     Entweder  Uiatv  get^ 

% 


1 

d      < 

'•i   . 

.1'^ 
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und  schreibt  statt  des  Produktes  (p  (x)  .  f(x)  den  Quotienten 

1^(0?)  ' 

so  besitzt  dieser  die  Eigenschaft,  für  a  =  a  die  Form  ^  anzunehmen, 
deren  wahrer  Werth  nach  dem  Früheren  leicht  zu  ermitteln  ist. 
Man  kann  aber  auch  setzen: 

und  substituirt  nun  für  <p  (a)  .  /(or)  den  Quotienten  i 

Fix)' 
welcher  die  Form  ~-  annimmt,  und  sich  auf  gleiche  Weise  weiter 
behandeln  lässt. 

So  z.  B.  wird  man  an  die  Stelle  des  Produktes 
,     /^         a\       ^       nx 

welches  fiir  or  =  a  in  0  .  oo  übergeht,  den  Quotienten 


%(2-f) 


y(j?) 


na  ^M 

cot-r — 
2a 


setzen,  welcher  §  wird;  es  ist  dann 


1  .  «  3K^ 


9'(a?)    'jia  —  X     2  a  2  a 

iif*ix)  Ä      1  n     2a  —  X 

2a  .  jix 
2a 

2 

und  hieraus  ergiebt  sich  —  als  wahrer  Werth  des  obigen  Produktes 

för  a?  =  o. 

Handelte  es  sich  um  das  Produkt 

tanx  .  l  { —  j  fiir  ;i?  =  0, 

so  würde  es  vortheilhaft  sein,  demselben  die  Form 

cotx 
zu  geben,  welche  in ^  übergeht,  deren  wahrer  Werth  aber  schon 
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bekannt,  nämlich  =  0  ist;  es  verschwindet  demnach  jenes  Produkt 
mit  X  gleichzeitig. 

in.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  fix)^^  für  a?  =  (i 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0^,  oo®,  1^  annimmt,  so  beachte 
man  zunächst  die,  identische  Gleichung 

und  untersuche  nun'  das  Produkt  Ifijß) .  9>  (^) ;  ist  w  der  Werth  dessel- 
ben iiir  07  =  o,  so  geht  die  gegebene  Potenz  in  ^  über. 
So  wird  z.  B.  für  o?  =  0 

1  \tanx 

beachtet  man  aber,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  und  dass  nach  dem  Vorigen  ly  —  \  tono:  fiir  «  =  0  ver- 
schwindet, so  ergiebt  sich  e^  =.  \  als  wahrer  Werth  der  in  Rede 
stehenden  Potenz. 

Für  o:  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

)^     fix 
tan--— 
2a 

in  1*^  ;  giebt  man  ihm  vorher  die  Form 

ei^  -  T)  ""•  2l 

2 
un4   beachtet,    dass    der   Exponent   für   ä  =  a  in  —    übergeht 

2_ 
(Nro.  II.),  so  erkennt  man  e^  als  wahren  Werth  jener  Potenz  für 
den  angegebenen  speziellen  Fall. 


0 
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Maxima  und  Minima. 

§.  26. 
Maxima  und  Minima  der  Funktionen  einer  Yariabelen. 

Wenn  eine  Funktion  /(ar)  von  x  bald  steigt  bald  fällt ,  so  muss 
es  in  ikrem  Verlaufe,  vorausgesetzt,  dass  er  stetig  ist,  gewisse  Stel- 
len geben,  wo  die  Uebergänge  von  Wachsthum  zu  Abnahme  oder 
umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum  stattfinden.  Tritt  nun  f  tir 
a  =  a  ein  Uebergang  der  ersten  Art  ein ,  so  ist  /(a)  grösser  als 
seine  Nachbarwerthe  /(a  —  h)  und  /(«-(-A),  sobald  nur  h  hinreichend 
klein  genommen  wird,  und  dann  heisst  /(a)  ein  Maximum  der 
Funktion;  geschieht  dagegen  an  der  Stelle  x  =  a  ein  Uebergang 
von  Abnahme  zu  Wachsthum ,  so  ist  f(a)  kleiner  als  seine  Nachbar- 
werthe /(a — K)  und  f(a-\-K)^  und  heisst  in  diesem  Falle  ein  Mini- 
mum. Es  versteht  sich  nach  dieser  Erklärung  von  selbst,  dass  der- 
artige Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht  immer  den 
absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Funktion  bedeuten. 

Für  welche  Werthe  von  a  dergleichen  Maxima  oder  Minima 
eintreten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  16.), 
demzufolge  die  Funktion  f(x)  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  die  Deri- 
virte  /'  (a?)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  /'  (x)  stetig, 
so  kann  der  Uebergang  von  negativen  Werthen  des  /'  (x)  zu  positi- 
ven Werthen  dieser  Funktion,  oder  der  umgekehrte  Uebergang,  nur 
stattfinden,  wenn  dazwischen  /'  (x)  =  0  ist ;  die  Werthe  von  a?,  wel- 
che /(a?)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur- 
zeln der  Gleichung  /'  (x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass  bei 
einem  stetigen  Wechsel  von  Steigen  und  Fallen  einer  Curve  die 
Tangente  an  jeder  solchen  Wechselstelle  parallel  zur  Abscissen- 
achse  liegt. 
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Hat  man  die  Gleiehung  /'  (a)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  einem  Maximum 
oder  Minimum  entsprechen.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  den 
Ausdruck 

/(a  +  A)-/(a)- V^(a) 

■;  Äi  ' 

dessen  Grenzwerth  (für  verschwindende  ä)  =  |  /"  (a)  ist  (Formel  2, 
§.  24.))  so  ist  in  uBserem  Falle,  wenn  x  =  a  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung /'  (a)  =  0  bedeutet,  /'  (a)  =  0,  mithin 

und  ebenso  wäre  auch  bei  negativen  h 

Ist  nun  /"(a)  positiv,  so  muss  /(a-f-Ä)  >  /(a)  und  ebenso 
/(a  —  Ä)  >/(a)  sein,  wenigstens  bei  hinreichend  kleinen  ä,  weil 
sonst  der  Grenzwerth  nicht  positiv  ausfallen  könnte;  aus  diesen  Un- 
gleichungen folgt: 

/(a-Ä)>/(a)</(a+Ä) 

und  es  ist  mithin  /(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen  f**(a)  nega- 
tiv ausfällt,  jio  muss  gleichzeitig /(a-f-Ä)  <C/(«)  'i- /(« — ä)<C/(<») 
oder 

/(a_Ä)</(a)>/(a  +  Ä) 

sein,  woraus  man  erkennt,  dass  f(a)  ein  Maximum  ist.  Die  Ent- 
scheidung besteht  also  sehr  einfach  darin ,  dass  f(a)  ein  Minimum 
oder  Maximum  ist,  je  nachdem /"(a)  positiv  oder  negativ  ausfällt; 
geometrisch  heisst  dies:  ein  Minimum  kann  nur  auf  einem  gegen  die 
Abscissenachse  convexen  Bogen,  das  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  vorkommen. 

Es  wäre  aber,  möglich,  dass  /"  (a)  weder  positiv  noch  negativ, 
sondern  selbst  der  Null  gleich  würde  (wie  z.  B.  wenn  an  einem  In- 
flexionspunkte  eine  horizontale  Tangente  vorkommt),  und  dann  giebt 
der  zweite  Differenzialquotient  keine  Entscheidung;  man  muss  in 
diesem  Falle  die  höheren  l^iflTerenzialquotienten  zu  Bathe  ziehen,  und 
zwar  auf  folgende  Weise.  Es  mögen  für  a  =  a  ausser  f  (x)  auch 
noch/"(Ä),/'"(a:).../('»-"^)(x)  verschwinden  und  f^^^OO  sei  der 
erste  nicht  verschwindende  DiflTerenzialquotient;  benutzen  wir  jetzt 
das  Theorem  4)  in  §.  24.: 
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1.2..(n— ly 


/(^+A)_/(^)_A//(*)_il/"(«)_„J._^l__./<»-l)(*) 

Lim 


1  .2  ...  n 
für  a?  =  a,  so  wird  sehr  einfach 

^,.^/(^  +  ^)-/(^)  ;^      /^^(«) 
Ä^  1.2...n 

und  hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.    Im  ersten  Falle  ist 

Ä"  "^  1  .  2  .  .  m 

Lim  /(^--^)-/(^)  ^  _      /^^^(«) 

Ä"  1  .  2  . . .  n  ' 

mithin  für  ein  positives  /W  (a) 

/(«  +  Ä)  >  /(a)  und  /(a)  >  /(a— Ä), 
dagegen  bei  negativen  / W  (a) 

/(a  +  A)<  /(a)  und  /(a)  <  /(a  —  Ä). 
Beide   Ungleichungen  stimmen   darin  überein,  dass  f(a)  weder  ein 
Minimum  noch  ein  Maximum  ist.    Wenn  dagegen  die  Zahl  n  gerade 
ist,  so  hat  man  gleichzeitig 

Lim  /(«  +  ^)  -  /(")  ^    .       /"^(«)  • 
A»  "^    1.2...n 

Lm  /(«  -  JQ  -  /(«)   ^  _L      /^"^(«) 

A«  "*"    1  .  2  . .  .  n' 

folglich  bei  positiven  /(")  (a) 

/(«  +  K)  >  /(a)  und  /(a)  <  /(a  —  A), 

d.  h.  /(a)  ein  Minimum,  und  bei  negativen  /(")  (a) 

/(a  +  A)  <  /(«)  und  /(a)  >  /(a— A), 

mithin  /(a)  ein  Maximum.  Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir 
sagen,  dass  für  einen  aus  der  Gleichung  /'(^)  =  0  bestimmten 
Werth  von  a;  nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  von  f(ai)  ein- 
treten kann,  wenn  in  der  Reihe  der  Differenzialquotienten  von  fQe) 
der  erste  für  jenen  Werth  nicht  verschwindende  DiJSTerenzialquotient 
von  getader  Ordnung  ist ;  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum statt,  je  nachdem  dieser  Differenzialquotient  positiv  oder  nega- 
tiv ausfällt. 
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Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  folgende  Beispiele 
zeigen. 

I.  Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funk- 
tion f(je)  =  a?^  «~  ^,  so  ist 

/"(^)  =  [a(a—  l)  —  2ax-j-  a?«]  j?«-2^— x 

Hier  wird  /'(o:)  =  0  für  a?  =  a;  dieser  Werth  giebt  f"(a) 
=  —  a^c""^,   also   ein  negatives   Resultat;    es  ist  mithin  f(a)  = 


(tT 


das  Maximum   der  Funktion  a^e' 


(1  —  Ix) 

(1  — /a?)2  —  x^ 


n.    Für  /(x)  =  x^  findet  man 

fix)  =  x^ 

/"(a?)=a?^  (^l  —  lay  —  x^^  (3  — 2Zjf); 

f'(x)  verschwindet,  wenn  Z«  =  1,  also  a?  =  «  ist;  zugleich  wird 

/''(.)  =  — e^ 

und  mithin  ist  e^    das  Maximum  von  x^ .    ' 

Fig.  25. 

m.  Sind  über  einer  Gera- 
den MN  (Fig.  25)  zwei  Punkte 
A  und  B  gegeben,  welche  mit 
einem  Punkte  P  der  Geraden  zu 
der  gebrochenen  Linie  AP -{-BP 
verbunden  werden  sollen,  so 
kann  man  nach  dem  Minimum 
dieses  Weges  AP  -{-  BP  fra- 
gen. Für  MN  =  c,  MA  =;  a, 
NB  =  t,  MP  =  X  ist  derselbe 


fix)  =  \/a2  +  x^  +  \/b^-j-Cc—xy. 
Man  findet  daraus 

X  C X 


a2  .  62 


V/oHT^  Y/62_|_(c_-p)2 
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AuB  f*(jß)  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  a  die  Glei- 
chung 


c — a 


Der  aus  ihr  folgende  Werth  von  a:  gehört  zu  einem  Minimum,  weil 
/"  (a?)  immer  positiv  bleibt.  Geonietrisch  bedeutet  übrigens  die  vor- 
stehende Gleichung  soviel  wie 

008  MPÄ  =  cos  NPB  d.  i.  L  ^P^  =  L  NPB 
und  hiemach  ist  die  Construktion  leicht,  indem  man  MA*  =  MÄ 
nimmt  und  A*B  zieht,  welche  Gerade  MN  in  P  schneidet  (Spiege- 
lungsgesetz). 

IV.  um  ein  cylindrisches  Hohlmaass  von  gegebenem  cubi- 
schen  Inhalte  A  mit  dem  geringsten  Materialaufv^ande  herzustellen, 
muss  die  Oberfläche  desselben  ein  Minimum  werden;  nennen  wir  x 
den  Halbmesser  der  Grundfläche  und  y  die  Höhe,  so  ist 

A  •==  a^ny^  f(A  =  2any  -f-  x^n 
oder,  indem  man  den  Werth  von  y  aus  der  ersten  Gleichung  in  die 
zweite  setzt: 

/"(*)=  + ^  + 2a; 

aus  /'  (x)  =  0  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

8 


=  v/^- 


für  welchen  /"  (x)  positiv,  mithin  f(x)  ein  Minimum  wird.  Zu  beach- 

Ax 
ten  ist  noch,  dass  jetzt  y  =  -1 —  =  x.  mithin  der  Halbmesser  der 

Grundfläche  gleich  )ier  Höhe  des  Maasses  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchungen 
über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall ,  wenn  /'  (x)  sein 
Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  die  Null,  son- 
dern sprungweise  ändert,  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel 
können  Maxima  und  Minima  anzeigen,  die  man  durch  das  vorige 
Verfahren  nicht  finden  würde.    Ist  z.  B. 

/(x)  =  1  —  v'Ci-*)*,  »l«o  /'(«)=!         ^ 


^ 
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so  bleibt  /'  (a?)  positiv  für  alle  a  <^  1^  und  negativ  für  alle  a?  >  1 ; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

und  mithin  erleidet  /'  (ai)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  ^  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
/'(a?)  mit  Sicherheit  hervor,  dass/(a?)  wächst  von  a?  =  —  oo  bis 
a  =  1  und  abnimmt  von  ä  =  1  bis  «  =  -}-<»,  dass  also  /(ai)  für 
a?  =  1  sein  Maximum  /(l)  ==  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  t  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tarn  =  f'(ai)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  x  <^  1,  wächst 
mit  a  gleichzeitig,  wird  =  |  ar  für  ^  =  1  und  nachher  stumpf  für 
a?  >  g  ar;  an  der  Stelle  o?  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  ge- 
krümmt sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen 
Ausnahmefälle,  und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Funktion  an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  da- 
durch, dass  man  den  Lauf  der  Funktion  in  der  Nachbarschaft  jener 
Stellen  vorzugsweise  genauer  bßrücksichtigt. 

§.  27. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer 
Variabelen. 

Ist  F(x^  y^  t^  .  ,  .)  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen 
07,  ^,  z,  .  .,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  spezieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  jp  =  a,  y  =  i,  ;?  =  c  u.  s.  w., 
wodurch  F(a^  b^  e^  .  . .)  grosser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Funktion,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  a;  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  h  bis 
a-(-Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  k  bis  b-^k  u.s.w. 
nimmt,  wobei  A,  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  i^(a,  5,  c,  . . .)  der  Funktion  2^(^,  y^  z^,  .  .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachde^m  er  grösser  oder 
kleiner  als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  wäre  jetzt,  das  System 
der  speziellen  Werthe  a?  =.a,  y  ==  i,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  nun  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  ä?,  y,  ä,  . . . 
vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkür- 
liche Funktionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken, 
denn  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  für 
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X  =  9(0,  y  =  t(t\  z  =  x(t)y .  .  . 
sich  alle  möglichen  vorgeschriebenen  Werthe  von  a?,  y,  a:,  .  ,  .  her- 
ausbringen lassen,  wenn  man  nur  t  und  die  Natur  der  Funktionen 
9?,  ^,  X  etc.  danach  wählt ;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  An- 
nahme a?  =  ai,  y  =  /S«,  z  =  y«, ...  wo  a,  /S,  y  völlig  willkürliche 
Faktoren  sind,  zu  diesem  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemer- 
kung reduzirt  sich  die  Aufgabe,  F(a^  y,  :;,...)  zu  einem  Maximum 
od^r  Minimum  zu  machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Funktion  von 
nur  einer  unabhängigen  Yariabelen  die  grössten  und  kleinsten 
Werthe  aufzusuchen.    Soll  nun 

FQü,  y,  ^,  .  . .)  =  F[<3P(0,  ^(t),  %(t\  .  .  .] 
oder  kurz  i^ seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dt 
sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  x,  y^  z^  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen: 

^  T^a    '    dt    '^    T^y    '    dt    '^   ^z    '    dt    '^ 

Bei  der  gänzlichen  Willkürlichkeit  der  Funktionen  ^(O,  ^('(O»  xCO'i 
also  auch  ihrer  Differenzialquotienten 

(wie  z.  B.  im  obigen  speziellen  Falle  der  Faktoren  a,  /S,  y  .  .  .) 
kann  aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coeffizi^nten 
der  unbestimmten  Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Glei- 
chungen stattfinden: 

2)     i^  =  o,H:  =  o,M:  =  o,.... 

Tia;  ^y  oz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  a?,,y,  z^  ...  aufzulösen  und  30  die  Werthesysteme  a?  =  a, 
y  =  b^  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen ,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  /^bildet.     Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbei- 

d^F 
geführt,  dass  man  den  zweiten  Differenzialquotienten  -r-j-  entwickelt 

und  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  a?,.y,  z^  ...  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfällt.     Wir  wollen  diese  ün- 
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tersnchnng  unter  der  Voraussetzung ,  dass  F  eine  Funktion  von  nur 
zwei  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 
Man  hat  zunächst  mit  Bucksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

dt^  ~   Sa?2   \dt/      '  ^x  Sy     d«    d«     '     ^y2    V^^/  ' 

cZd?        dy 
oder  wenn   der    Quotient   -r—  :  — p-  mit  g  bezeichnet  wird: 

dt         dt 


3 


^  df2  L2)a:2    ^    ^"^     ö^;^y     ^^     2>y2j    \dtj 

Soll  dieser  zweite   Differenzialquotient  zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nichj;  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

^  Ix^   ~    '    7ix  ^y   ~     '    2)y2  — 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

dy 
Ausdruck,  worin  noch  die  ganz  unbestimmten  Grössen  q  und  —r^ 

vorkommen,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nach- 
her noch  zu  entscheiden  ist,  ob  es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist. 

d^F 
Das  Vorzeichen  von  -— -  hängt  nun  einzig   allein   von   dem  Aus- 
drucke 

^  Sa?2   ^     '         S'^  3y  ^  "•"   ^y^ 

ab,  welcher  unter  der  Form  cc q^  -\-  2 ß q  -{-  y  enthalten  ist.  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  a^2-f-2j3g-(-y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  ccq^^- 2  ßq -^  y  sein  Vorzei- 
chen Wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  Ä  bis  gi  -f-  Ä  durch- 
laufen liesse,  wo  8  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^ —  ay  <  0  sein.  Die  Bedin- 
gung für  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht 
also  in  der  Ungleichung 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,  dem/''  ^^ 
wenn  sie  erfüllt  ist,  können   die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich 
stattfinden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  femer,  dass  // 


t  : 


JC! 


"7h 


tp(  /*- 


U* 


(^;^/^     1''"^^^^-    -    --.^   \g^dbvGöogIe 


J   k  rJ.  .i- 
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und  — 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gejfundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grossen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
femer  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  ^  =  0  setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  -— r-  oder 

oX* 

T— T-;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

2>y2 

IF  T^F 

"  Die  aus  den  Gleichungen  -r —  =  0  und  -r —  =  0  abgeleite- 
ten Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der  Bedingung 
/    l^F  y        l^F      l^F 
Xlx'by)  Ix^  '  ^^  ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion 
jF*(^,y),  je  nachdem  sie  die  Differenzialquotiente|i 

bx^  Sy« 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

cPF 

-----  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweite 

Differenzialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differenzialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Funktion  von  drei  oder  mehr  Vari^belen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  dargestellten  speziellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt 
ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Aufgabe,  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Greraden  zu  finden,  deren  Gleichungen 

l  Z   =  (\X  -f-  Ci)  IZ   =    C2X  -f-  C3  ) 

gegeben  sind.  Nehmen  wir  auf  der  ersten  Greraden  einen  Punkt  Xiyi  Zi^ 
auf  der  zweiten  einen  Punkt  ^2^2  ^2  ^^^  ^^  ^^  ^^  Länge  der  ver- 
bindenden Geraden 
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and  wenn  diese  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  so  erhält  offen- 
bar auch  ihr  Quadrat  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth;  wir  ha- 
ben uns  daher  nur  mit  dem  Ausdrucke 

.       (ori— fl?2)2  +  (yi_y2)2  +  (zi  — za)« 
zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 

+  (^*i  —  ^2^2  +  öl  —  ^2)^ 
annimmt  und  eine   Funktion  der   beiden   unabhängigen  Yariabelen 

Xi  und  x^  darstellt.    Man  hat  nun 


"bXi 


2 


+  (^i-^2)5i+(Ci-c,)Q 

—  (^— *2)  ^2 — (Ci  —Ca)  Q 


\ 


Tixi^ 
l^F 

Ti^F 


=  2(1  +  5x^  +  ^2) 

=  — 2(l'+5i^2  +  QQ) 


hiet  erfüllt  und    ^     ,,    sowie   -77^  positiv  ist.    Aus  «1  und  «g  er- 


^^^^  =2(l  +  5,»+C^»). 

Setzt  man  die  ersten  Differenzialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
und  ^2  9  ^^  ^^  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 
einerseits  die  Bedingung  6),  d.  h. 

4(l+5i5a  +  Ci<^)2  — (l+J?i2  +  Ci*)(l  +  52^+Q»)<0 
}^2F         .       b^F 

rr r-     SOWie     "T T 

bXi^  7iX2^ 

hält  man  mittelst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werfhe  von  yj, 
Zi  und  y2t  ^'i  nach  Substitution  der  Werthe  von  a?i,  Xg,  yi,  ya?  ^i 
und  i^a  giebt  nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die 
kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden,  üebrigens  liegt  es  hier 
in  der  Natur  der  Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und 
man  hätte  sich  daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differenzialquo- 
tiönten  von  .Fnebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 

§.  28. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Funktion  mehrerer 
Variabelsn  zu   einem  Maximum  oder    Minimum  werden  soll,  sind 

Sohl Omi Ich,  Analysiik  8 
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häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Suchte  man  z.  B.  die  kürzeste 
Entfernung  eines  Punktes  aßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx  -\-  By-i-  Cz  -j~  D  =  0 
sein  möge,  so  wäre  der  Ausdruck 

y/(^  _  «)2  ^  Q^  _  ^)2  ^  (^  _  y)2, 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  ccßy  und  at/z  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  a?,  y  und  z  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müs- 
sen. Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  HerausschaflRmg 
der  abhängigen  Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung 
q>  (o?,  y^z)  =  0  gegeben,  so  könnte  man  sie  nach  z  auflösen  und  den 
so  gefundenen  Werth  von  z  in  die  Funktion  F^x^  y,  z),  deren  Maxi- 
mum oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer 
Funktion  von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Funktion  zweier 
unabhängiger  Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Vorschriften  des 
vorigen  Paragraphen,  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedin- 
gungsgleichungen q)  (a?,  y,  z)  =  0  und  ^  (j?,  y^  z)  =  0  gegeben,  so 
kann  man  mittelst  derselben  y  und  z  durch  a;  ausdrücken  und  wenn 
man  diese  Werthe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Funktion  F^x^  y,  z) 
nur  noch  eine  unabhängige  Variabele.  Diese  Eliminationen  sind 
aber  nicht  selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in 
solchen  Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  be- 
steht, dass  man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Be- 
dingungsgleichungen, sondern  die  Differenzialquotienten  der  abhän- 
gigen Variabelen  aus  den  Differenzialgleichungen  der  gegebenen 
Bedingungen  eliminirt.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  fol* 
gende. 

Wenn  i^(a?,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  9?(^,  ?/)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 
unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -z —  =;:  0 

da 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle ,  wo  F  ausser  a  noch  die  abhän- 
gige Variabele  y  enthält, 

'bx  Tiy        dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  ss 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 

^x  'by        dx  ' 


Digitized  by  VjOOQ iC 


Cap.  VI.    §.  28.    Mnxima  und  Minima  mit  NebenbediDgnngen.      115 

die  Elimination  von  -^  aus  beiden  Differenzialgleichongen  giebt 

TiF       lq>         IF      2(p         . 

"ba         "by  "by        ba 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  q)  (a?,  y)  =  0  ver- 
bindet, so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  a  und  y. 

Bei  drei  Yariabelen  ^,  y,  z  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x^  y^  z)  gesucht 
wird,  während  zugleich 

9(0?,  y,  £;)  =  0  und  ^(o?,  y,  z)  ^=  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  a  vorhanden,  von  wel- 

dF 
eher  y  und  z  abhängen.    Die  Gleichung  —  =  0  lautet  dann 

IF     ■      bF       dy      .      bF       dz    

2)ä       '       Sy         dx    '^    bz         da 
und  die  Differenzialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 

bx      '      ^y         dx    ^    bz         dx 

'^t      I      ^^    ^    dy^    ,      bt    ^  ^^_  Q 

bx  by         dx    ^    bz         dx 

dy  dz 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  -rr—  und  — =—  elimini- 
°  dx  dx 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 

den  beiden  Bedingungen    q>  (je^  y,  ^)  =  0  und  ^  (x,  y,  ;?)  =  0  zur 

Bestimmung  von  ^,  y,  z  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingnngsglei- 
chung,  so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  z  als  ab- 
hängige Yeränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

bx  by 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Funktion  von  x  und  y 
vorkommt, 

bF     ,      bF        bz 

bx        '        bz  bx 

■    JÜ  +  J^.^f-^o. 

Sy      '      ^x:  Sy 

Andererseits  ist  aber  durch  partie^^  Differenziation  der  Glei- 
chung 97(x,  y,  jt)  3=  0 

8» 
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^y      i_    ^^  ^^     f\ 

Tix    ^^    Tiz  "ba 

iT-^ll ^  =  0- 

\  7iz 

durch  Elimination  von  -r —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 
da 

-T —  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

7>x  "hz  "hz  "ha 

'hF        lg)    ^    IF        Tiq) 

'dy  "bz  "hz  ly 

und  diese  Gleichungen  bestimmen  mit  9?(^,  y,  z)  =  0  vereinigt  die 
Unbekannten  a?,  y,  z.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.    Wir  geben  noch  einige  spezielle  Beispiele  dazu. 

I.  Aus  den  vier  Seiten  «,  /3,  y,  Ä  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
/3,  y  den  von  y  und  Ä  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -\-\y8  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F=  aß  sinx  -\-  yS  siny 
zu  setzen.     Berechnet  man  femer  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

«^  +  i32  —  2a/3  cosx  =;  y»  +  «2  _  2yÄ  co8y\ 
mithin  als  Bedingungsgleichung 

9  =  a2_^^2_y2_  J2_  2a/3  co8x-\-  2yÄ  cosy  =  0. 
Die  Differenzialgleichungen  werden  nun 

^P  a  X       ^  äy 

-rr^  =  aß  COSX  +  vo  cosy  •  -7^ 

dx  '^  '    '  ^      dx 

--^  =  2a/3  sinx  —  2y8  siny  •  --5L  =  0. 
dx  '^  ^  ^      dx 

Setzt  man  -= —  =  0  und  eliminirt  — ^^ ,  so  folfft : 
dx  dx  ^  ^    ' 

2  aß 01  (co8x  siny  -f-  sinx  cosy)  =  0, 
d.  h.  8in(x  -j-  y)  =  0  oder  a?  -}-  y  =  0»,  oder  ISO«,  860«  u.  s.  w. 
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Da  aber  x  und^  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  «  +  y 
=  1800  oder  y  =  ISO»— ä?  sein. 

Hieraus  folgt  weiter  —-  =  —  1,  mithin 
da 

dF 

-- —  z=  aß  008 X  —  yS  cosy 

dx 

--—-  =  —  aß  sinx  +  yo  siny  —*- 

=  —  («/3  sinx  -f-  y8  siny) 
und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <;  180® 
und  y  <;  180®),  so  entspricht  die  Bedingung  x  -\-  y  =  180®  einem 
Maximum.     Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
Sehnenviereck  ist 

U.    Um  auch  die  im  Eingange   erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
setzen  wir 

F=Cx^ay  +  (y  —  ßy  +  iz—yy 
q)  z=  Äx  -j-  By  -{-  Ce  -^  D  =  0 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differenzialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
zimächst 

*-«  +  («-y)  ^7  =  0 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  Differenziation  der  Gleichung 
<p  =  0: 

^        ^x  ^y 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten:    - 
ÄCz—y)  —  C(x  —  a)  =  0 
B(z  —  y)  —  C(y  —  ß)  =  0. 
Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Äx-j-By 
-\-  Cz  -^  D  =  0^  so  findet  man  der  Reihe  nach  z^  y  und  a?,  nämlich 

X  =  a  —  ÄK,  yz=ß  —  BK,  z=.y  —  CK^ 
wobei  zur  Abkürzung 

Aa  +  Bß  +  Cy  +  D 

.12  4-  B2  _j«  C2 

gesetzt  worden  ist.     Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
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F  entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unse- 
rer Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  ar,  y,  z  identisch 
mit  den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des 
Fusspunktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Äx  -\-  By  -f-  Cz 
-|-  2)  =  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

in.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projektionen  von 
9  auf  die  Coordinatenebenen  xy^  xz^  yz  der  Reihe  nach 

a  :=  s  .  cosy^  ^  =  5  .  cosj3,  c  =  s  ,  cosa. 

Denken  wir  uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  9 
den  Winkel  %'  bildet,  so  ist  die  Projektion  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  =z  s  ,  cosd' 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  s(cosa  cosu  -}-  cosß  cosv  -}-  cosy  cosw) 
d.  i. 

jp  =  a  cosw  -[-  ^  C05V  -|-  c  cosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projektion  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projektionen  von  s  auf  die  Coor- 
dinatenebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  meh- 
rere beliebig  liegende  Figuren  5i,  ^2  ß*c-  hat  man  entsprechend 

P  z^  Ä  cosu -\- B cosv -^  C cos w^ 

wo  P  die  Projektionssumme  i?i  -f-  P2  "h  ®*^'  bedeutet,  und  ebenso 
Ä^  J5,  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projektionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos^u  -j-  cos^v  -f-  cos'^w  —  1  =  0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Funktion  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differenziation  von  P 
hat  man,  die  Differenzialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

A  sinu  -\-  Csinw  -r —  =  0 
'         -  0« 

Bsinv  A-  Csinw  -r —  =  0. 

'  2^v 

Die  partiellen  Differenzialquotienten  der  Bedingungsgleichting  sind 
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cosw  sinw  -r —  =  0 
du 

I  •  ^"^  A 

C08V  8inV  +  cosw  einW  -:r —  =  0. 
'  ÖV 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Ccosu^  Bcosw=.  Ccoavy 

welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u,  t;,  w  führen;  man  erhält  nämlich  , 

cosu  C08V         cosw 1 

Ä     ~     B    ~     C     ~  V^^  +  -^^  +  ^ 
und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projektionen  von  allen  Polygonen  ihren  gröss- 
ten  Werth  erreicht. 
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Die    Potenzenreihen. 

S.  29. 

Beziehungen  zwischen  einer  Funktion  und  ihrer 
Derivirten. 

I.  Wir  haben  bisher  immer  vorausgesetzt,  das»  die  Funktionen 
und  ihre  Differenzialquotienten  stetig  verlaufen,  wenigstens  haben 
wir  gerade  den  Stellen,  wo  eine  Discontinuität  eintritt,  noch  keine 
besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt ;  dies  soll  jetzt  geschehen.  Be- 
trachten wir  die  Definition  des  Differenzialquotienten 

/(.r  +  g)  —  fCaQ 


/'(.«') 


Lim 


etwas  genauer,  so  finden  wir  im  Zähler  die  Differenz  zweier  Nach- 
barwerthe  f(ß  -|-  d)  und  f(x)  der  Funktion ;  eine  solche  Differenz 
verschwindet  im  Allgemeinen  mit  d  zugleich,  ausgenommen,  wenn 
man  dem  a  einen  solchen  Spezialwerth  |  ertheilt,  für  welchen  f(x) 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet.  Ist  dies  der  Fall,  so 
nähert  sich  /(a?  -\-  S)  —  f(a)  irgend  einer  endlichen  Grenze  c  und 
es  wird 


f(^)  =  Lim^  =  ^, 


Fiff.  2(5. 


Um  dies  an  einem  ganz  einfachen 
Beispiele  nachzuweisen,  denken  wir 
uns  eine  Funktion,  welche  von  x 
z=  —  QO  bisa?  =  |  —  0  den  con- 
stanten  Werth  k  und  von  a?  =  |  -|-  0 
bis  Ä=-f-QO  den  ebenfalls  constan- 
ten  Werth  K^k besitzt,  deren  geo- 
metrisches Bild  also  aus  zwei  Geraden 
parallel  zur  Abscissenachse  (Fig.  26) 
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bestehen  würde.  Für  a?  <  I  ist  immer  /'  (a)  z=  0,  f  ür  ^  =  |  —  0 
hat  man 

endlich  für  «  ^  |  -|-  0  wiederum  /'  (x)  =  0.  Eine  ganz  ähnliche 
Betrachtung  gilt  für  jeden  anderen  Fall;  man  wird  sich  dadurch 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differenzialquotient  endlich  ist  für  ar^l, 
unendlich  für  a?=  | — 0  und  dann  wieder  endlich  für  a?  ^  S  4"  ^> 
hieraus  erkennt  man  zugleich,  die  Discontinuität  des  Differenzialquo- 
tienten,  zusammen  idso  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Der  Differenzialquotient  einer  Funktion  wird  an  allen  den 
Stellen  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  an  welchen 
die  ursprüngliche   Funktion  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit erleidet. 
Setzen  wir  umgekehrt  den  Differenzialquotienten  als  endlich  und 
continuirlich  voraus,  jbo  kann  die  Funktion  nicht  aufhören  stetig  zu 
sein,  weil  ausserdem  der  Differenzialquotient  unendlich  und  discon- 
tinuirlich  würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist;  also: 

So  lange  der  Differenzialquotient  einer  Funktion  endlich  und 
stetig  bleibt,  verläuft  die  Funktion  selbst  continuirlich. 
Auch  hierin  liegt  eine  geometrische  Bedeutung;  denken  wir  uns 
f*(je)  als  Ordinate  zur  Abscisse  o;,  so  ist  f(ai)  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche,  ändern  sich  nun  die  Ordinaten  stetig  und  bleiben 
sie  dabei  unendlich,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  auch  die  Aenderun- 
gen  der  Fläche  stetig  geschehen. 

n.  Bezeichnen  wir  mit  Ä  den  grössten  und  mit  B  den  klein- 
sten Werth,  welchen  die  derivirte  Funktion  P(x)  annimmt,  wenn 
X  das  Intervall  ar  =  abisa?  =  a-j-Ä  durchläuft,  und  setzen  wir  A 
und  B  als  endliche  Grössen  voraus,  so  ist  innerhalb  der  genannten 
Grenzen 

F^ix)  —  Ä  negativ,  P(ß)—  B  positiv 
oder  auch,  wenn  man  x  t=i  a  ■■\-  z  setzt,  wo  nun  z  das  Intervall  0 
bis  h  durchläuft, 

1)  Fi(jciJi^z)  —  Ä<iO 

2)  P(a-\-  z)  —  B>0. 

Die  linker  Hand  stehenden  Ausdrücke  können  als  die  Differen- 
zialquotienten der  Funktionen 

3)  F(a  +  z)  —  F(ä)  ~  Az 
und 

4)  Pia  +  ^)  -  Fia)  ^  ß* 
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angesehen  werden,  und  es  folgt  aus  Nro.  1),  dass  der  Ausdruck  in 
3)  abnimmt  von  z  =  0  his  z  '=  A,  ebenso  aus  Nro.  2),  dass  die 
unter  4)  verzeichnete  Funktion  innerhalb  desselben  Intervalles 
wächst.  Da  ferner  F(a  -{-  z)  —  F(ä)  —  Äz  für  z  =  0  verschwin- 
det, so  kann  jene  Abnahme  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  der 
fragliche  Ausdruck  von  z  =  0  bis  z  =  h  negativ  bleibt,  also 

5)  FCa  +  A)  —  Fid)  —  ^Ä  <  0 

ist;  ebenso  kann  die  Funktion  F(a-\- z)  —  F(ä)  —  Bz^  weil  sie 
für  z  =  0  verschwindet,  nur  auf  der  positiven  Seite  wachsen,  wor^ 
aus  folgt: 

6)  F(a  +  h)  —  Fiä)  —  J5Ä  >  0. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

7)  Fia  +  h)  —  F^ä)  —  F{x)h 

as  von  a  bis  a-\-'h  gehen,  so  erreicht  F  (jb)  einmal  sein  Maximum  Ä 
und  ein  andermal  sein  Minimum  B;  im  ersten  Falle  wird  nach 
Nro.  5)  der  Ausdruck  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv  (nach  Nro.  6). 
Dieser  Uebergang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  steti- 
gen Funktion  nur  möglich ,  wenn  sie  dazwischen  den  Werth  Null 
angenommen  hat ,  setzen  wir  also  F  (x)  als  stetig  von  ar  =  a  bis 
sc  =^  a-\-h  voraus ,  so  muss  es  einen  Spezialwerth  fi  von  x  geben, 
für  welchen 

F(a  +  Ä)  —  F(a)  --  FQi)h  —  0 
oder 

F(a  +  h)  =  Fid)  -f-  h  F  (/i) 
wird ;  dieser  Spezialwerth  ft  liegt  irgendwo  zwischen  a  und  a  -{-  ä, 
man  kann  ihn  daher  mit  a  -\-  %'h  bezeichnen,  wo  '9'  einen  nicht  nä- 
her bekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  demnach  ist  jetzt 

8)  Fia  -\-K)  =  F{d)  -f  h  F  (a  -(-  ^Ä), 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  Fix)  endlich  und  stetig 
bleibt  von  a?  =  a  bis  a?  =  a  -f-  ä.  Denkt  man  sich  F(jc)  [als  die 
über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche,  mithin  F{x)  als  Ordinate  zur 
Abscisse  a?,  so  besitzt  der  obige  Satz  die  sehr  einfache  Bedeutung, 
dass  die  über  der  Strecke  h  der  Abscissenachse  stehende  Fläche  als 
ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches  h  zur  Basis  und  eine 
mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat. 

Für  a  -)-  Ä  =  5,  also  hz=z  b  —  a  geht  |die  Grleichung   8)  in 
die  folgende  über 

9)  F(h)  =  FCä)  -f  (J  —  a)  iF"[a  -f  -9-  (i  —  a)], 

bei  welcher  F'{x)  stetig  und  endlich  bleiben  muss  von  a?  =  a  bis 
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§.  30. 
Die  endlichen  Fotenzenreihen. 

Bereits  in  §.  24.,  Formel  5)  haben  wir  gesehen,  dass  die  geän- 
derte Funktion /(jr-}-Ä)  durch  eine  Reihe  ausgedrückt  werden  kann, 
welche  nach  Potenzen  von  h  fortschreitet  und  die  Funktionen  /(a?), 
f(ß\f'(je)  etc.  als  Coeffizienten  enthält;  jene  Formel  galt  jedoch 
nur  für  solche  ä,  welche  die  Null  zur  Grenze  haben,  und  es  wäre 
daher  die  Frage,  ob  sich  diese  Beschränkung  nicht  wegschaffen 
Hesse.    Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir  die  Summirung  der  Reihe: 

/(x)+|/'(.)+^/"(x)+  . . .  +  ,.2'";'_i)/^"-^>(-)- 

bei  welcher  wir  das  beliebige  ä  =  a  —  x  setzen  können,  ohne  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun.  Sei  F(x)  die  unbekannte  Summe 
dieser  Reihe,  also 

1)        F(^x)  =  f(x)  +  i^/'(x)  +  i^^=^  r  (^)  +  .  .  .  . 

^1.2.3...(n— l)*^  ^  ^' 

so  findet  man  zunächst  durch  beiderseitige  Differenziation  und  nach 
Hebimg  aller  negativen  Glieder 

^  ^^         1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1)  "^      ^  ^ 

Um  hieraus  F(x)  selbst  abzuleiten,  benutzen  wir  das  Theorem  9) 
des  vorigen  Paragraphen,  indem  wir  uns  a  an  die  Stelle  von  b  ge- 
setzt denken;  es  ist  dann 

oder 

wobei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  F  Qc)  stetig  und  endlich  bleibe, 
von  Ä  =  a  bis  a?  =  6  =  0?.  Diese  Bedingung  ist,  wie  man  aus 
Nro.  2)  abnehmen  kann,  erfüllt,  sobald /W(ar)  innerhalb  jenes  In- 
tervalles  stetig  und  endlich  bleibt,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 
/C^"-^)(fl?),  /^""^^Hx),  .  .  .  /'(x),  fix)  von  a?  =  x  hia  x  =  a  end- 
lich und  stetig  sind.  Die  Formel  3)  gäbe  nun  die  gesuchte  Summe 
F(jx\  wenn  der  spezielle  Werth  F(a)  derselben  bekannt  wäre;  dio- 
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ser  findet  sich  aber  unmittelbar  aus  Nro.  1),  nämlich  F(a)  =  /(a), 
und  es  ist  nun  die  gesuchte  Summe: 

fra) ^^    (q— 0?)^      (n) .      ,    ^  r^^a\\ 

•'^^         1.2.3  ...(n—1)"'      ^    ^      ^  ^^ 

Setzen  wir  endlich  noch  a  —  ^  =  ä,  also  a  =  ^  -[-  ä,  und  1  — ^ 
=  ®,  wo  nun  ®  wiederum  einen  positiven  echten  Bruch  bezeich- 
net, so  haben  wir  die  Formeln 

und 

5)    /(^+Ä)=/(a?)+ j/'(^)+^/"(a;)  +  .  .  .  . 

'1.2. .(»—!)•'  A^^   1.2..(n  — 1)  J       ^   ^     "^ 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist ,  dass  /(a?),  /'  (a?), 
/"  (a?)  .  .  .  /(^)  (ay)  endlich  und  stetig  bleiben ,  während  x  das  Inter- 
vall X  hh  X  -\-  h  durchläuft.  Die  Gleichung  5)  heisst  das  Theorem 
von  Taylor,  das  letzte  Glied  rechter  Hand  der  Rest  der  Reihe. 

Nehmen  wir  speziell  a?  =  0  und  setzen  nachträglich  x  an  die 
Stelle  von  ä,  so  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  folgenden  über: 

=,,o,+fi2.+a2..+...+ü?g."-. 

und 

7)  /(.,=/(0,+  /f  .+öf  ..+ 

'^1.2..(n  — 1)  '     1.2...  (n  — l)-^      ^      ^' 

zu  deren  Bestehen  erfordert  wird,  dass  f(x\  /'  (a?),  .  .  .  f^^  (x)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  während  x  von  0  bis  x  geht.  Die  Formel 
7)  heisst  das  Theorem  von  Mac  L aurin  und  kann  dazu  dienen, 
um  eine  gegebene  Funktion  /(a?),  welche  der  eben  ausgesprochenen 
Bedingung  genügt,  in  eine  sogenannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln. 
Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  nehmen  wir 
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es  ist  dann  für  ein  positives  ganzes  k 

(1— ^r 

und  mithin  durch  Substitution  in  Nro.  7): 

\l_^y       1    /^     ^      ^n— 1  ^    (1-0^)« 

Um  Grenzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Formel  zu  ermitteln,  be- 
darf es  nur  der  Erinnerung,  dass  im  vorliegenden  Falle  /(ar),  fix)... 
/W  (je)  stetig  und  endlich  bleiben  einerseits  von  «=0  bis  d?  =  —  oo  , 
andererseits  von  o?  =  0  bis  a?  =  -[-  1 ,  die  Grenzfälle  —  oo  und 
-}- 1  ausgeschlossen;  die  Formel 8)  gilt  demnach  für —  oo  <:^ar<;-)-l. 
Was  den  Best  der  Reihe  betrifft,  so  kann  man  bemerken,  dass  der 
Ausdruck 

(1  _  @)n-~l 

(1  —  0ar)^ 

als  Funktion  von  0  betrachtet  abnimmt,  wenn  &  von  0  bis  1  geht, 
dass  mithin  der  Fall  (9  =  0  das  Maximum,  und  @  =  1  das  Mini- 
mum des  Bestes  giebt;  demzufolge  ist 

^^(l_0)n-l 

-^     (l_0ar)" 
und  man  könnte  daher  den  Best  kurz  mit  ^^a?"  bezeichnen,  wo  @^ 
einen  echten  positiven  Bruch  bedeutet. 

Die  unter  4)  und  6)  verzeichneten  Besultate  sind  noch  einer 
Modification  fähig,  welche  hauptsächlich  die  beliebige  Zahl  n  be- 
trifit.  Lassen  wir  nämlich  n  fortwährend  wachsen,  so  werden  die 
rechter  Hand  befindlichen  aus  n  Gliedern  bestehenden  endlichen  Bei- 
hen  zu  unendlichen  Beihen,  und  ea  würden  die  Formeln  4)  und  6) 
in  die  folgenden  übergehen: 

fix+K)-  lAm  i.2.8...(«-l) 

=  /(*)  + Y/'(*)+i72/"C*)+T3:t"-^'"(*)+ 

(l_®)n-l^/(n)(e^) 
f^"^  -  ^"^ 1.2...(»-1) 

—  /  W  T      i     "^    L-i,         T^   1 .  2  .  3        ^ 

Der  Betrag  eines  jeden  der  linker  Hand  angedeuteten  Grenz- 
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werthe  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  es  ist  aber  denk- 
bar, dass  unter  Umständen 

(l-@)»-U»/")(.;+@A) 

^^  ^"^  1.2.3....(«-1) =® 

und  ebenso 

^^)  ^'"'         1:2. 3. ...(«-1)        -  ^        • 

werden  kann;  in  diesem  Falle  geten  die  vorigen  Formeln  in  die  fol- 
genden über: 

11)  f(x+K)  =  m  +  \f'  (^)  +  o /"(*)  +  ... . 

12)  /(x)=/(0)+-^*  +/^)  ,.  +  .... 

So  z,  B.  war  in  dem  unter  Nro.  8)  behandelten  Beispiele  der 
Rest  von  der  Form  0^a?^  und  0^  ein  echter  Bruch;  für  unendlich 
wachsende  n  ist  der  Grenzwerth  hiervon  im  Allgemeinen  nicht  be- 
stimmt, beschränkt  man  aber  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -j-  1,  setzt 
also  l^x^  —  1  voraus ,  so  ist  Lim  (0„ x^)  entschieden  =  0  und 
man  gelangt  damit  zu  der  Formel: 

13)        i{-^)  =  \^  +  \'>^  +  \^'  + 

die  sich  vor  der  in  8)  verzeichneten  Formel  dadurch  auszeichnet, 
dass  sie  keine  nicht  näher  bekannte  Grösse  S  enthält,  während  sie 
andererseits  spezieller  als  die  Formel  8)  ist ,  insofern  in  ihr  x  einen 
weit  kleineren  Spielraum  hat. 

Jede  solche  Fortsetzung  der  endlichen  Reihen  zu  unendlichen 
Reihen  verlangt,  wie  wir  so  eben  sahen,  eine  besondere  Restunter- 
suchung, die  um  so  weitläufiger  ausfallen  wird,  je  verwickelter  die 
Funktion  f(x)  ist;  es  muss  daher  imsere  Sorge  sein,  diese  Umständ- 
lichkeit so  viel  als  möglich  zu  vermeiden. 


§.  31. 
Die  unendlichen  Potenzenreihen. 

Die  unendliche  Taylor' sehe  Reihe  (Nro.  11.  des  vorigen  Pa- 
ragraphen) erfordert  vermöge  ihrer  Entstehung  aus  der  endlichen 
Taylor'schen  Reihe  (Nro.  5.)  zunächst  die  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit- von  f(jB)  und  allen  Differenzialquotienten  dieser  Funktion.    Um 
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zweitens  die  Grenzen  zu  finden,  innerhalb  deren  sich  h  bewegen  darf, 
ist  nichts  einfacher,  als  die  Gleichung 

/(^+Ä)  =/Cr)  +  — /'(^)  +  i-^/"(^)  + 

einer  Probe  zu  unterwerfen.    Setzen  wir  nämlich  h=a — or,  so  wäre 

1)      /(«)  =  /(*)  +  ^-  /'(*)  +  TTT  f"^"'^  + 

mithin  die  Summe  der  Reihe  eine  Constante,  und  da  der  Differen- 
zialquotient  einer  Constanten  die  Null  ist,  so  müsste  auch  der  Difife- 
renzialquotient  der  unendlichen  Reihe  verschwinden.  Die  obige  un- 
endliche Reihe  geht  nun  aus  der  endlichen  Reihe 

/«  +  °-=J/'(.)  +  ^>(.^H...+g=g^/C"-.)(.) 

dadurch  hervor,  dass  die  Gliederzahl  n  in's  Unendliche  wächst;  auf 
gleiche  Weise  entsteht  der  DifFerenzialquotient  der  unendlichen  Reihe 
aus  dem  DifiTerenzialquotienten  der  endlichen  Reihe ;  letzterer  ist  nach 
Formel  2)  §.  30.: 

1.2  ...  (n-l)-'       ^^' 
mithin  haben  wir  für  unendlich  wachsende  n 

d  [m  4-  ^"  /-(^)  +  "^n--)  + .-] 

dx 

-  ^"^  1.2.3..  .(«-1) 

und  wenn  dieser  Differenzialquotient  die  Null  sein  soll,  so  ist  die 
Bedingung 

1.2.o...(n — 1) 

erforderlich,  aus  welcher  sich  der  für  x  erlaubte  Spielraum  bestim- 
men lässt. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  haben  wir  für  a  =  x-\-h 
folgendes  Theorem: 

A.  Bleiben  die  Funktionen  /(a?),  f'(x)^  /"(f)  etc.  endlich  und 
stetig,  innerhalb  des  Intervalles  x  bis  a?  -|-  ä,  so  gilt  die 
Formel 
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und  zwar  für  alle  x  und  A,  welche  der  Bedingung 

^'^1.2.3...(»-l)  =  ^ 
Genüge  leisten. 

Für  Ä?  =  0,  und  wenn  nachher  x  für  ä  geschrieben  wird,  er- 
giebt  sich  weiter: 

B.  Bleiben  die  Punktionen  f(x) ,  /'  (x) ,  /"  (x)  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  x  (d.  h.  innerhalb  eines 
die  Null  einschliessenden  Intervalles),  so  ist 

/w=/(«,+m.  +  4§-..+.... 

und  zwar  für  alle  x,  welche  der  Bedingung 

^1.2.3...(«-1)  =  ^ 
Grenüge  leisten. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  in  ihm  die  Mit- 
tel enthalten  sind,  um  eine  Funktion  in  eine  Potenzenreihe  zu  ver- 
wandeln; man  kann  ihn  auch  folgendermassen  formuliren:  f 

C.  Wenn  die  Funktion  f(x)  nebst  ihren  sämmtlichen  Differen-  '^ 
zialquotienten  endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  den 
Werth  d?  =  0  einschliessenden  Intervalles,   so  ist  jederzeit 
eine  Reihenverwandlung  von  der  Form 

f(x)  =  Aq  -\^  A^x  -}-  A^x^  -f-  A^x^  ■+•.... 
ausführbar  und  zwar  gilt  dieselbe  für  alle  o?,  welche  der  Be- 
dingung 

Lim  (nA^a?^-^)  =  0 

genügen. 

Der  Sinn  der  beiden  Determinationen,  welche  hier  vorkommen, 

ist  einfach  folgender :  Die  Bedingung  der  Continuität  von  /(o?),  /'  (ä?), 

fCx)  etc.  innerhalb  eines  die  Null  umfassenden  Intervalles  scheidet 

die  Funktionen  aus,  welche  nicht  in  Potenzenreihen  verwandelbar 

sind  (wie  z.  B.  — ,  cotx  etc.),  die  zweite  Bedingung  Lim(nA^a^~~^) 

scheidet  die  Werthe  der  Variabelen  x  aus,  für  die  jene  Ent- 
wickelimg  nicht  mehr  gilt.  Was  endlich  die  Coeffizienten  ^,  ^i, 
Ä2  etc.  betrifit,  so  kann  man  sie  entw/sder  direkt  nach  den  Formeln 

oder   indirekt   dadurch   bestimmen,    dass    man  mit  der  Gleichung 
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fQe)  =  ^  -|-.  ^j  a»  -|-  etc.  weiter  rechnet ,  wie  es  z.  B.  ia  §.  6.  V. 
geschehen  ist;  im  letzteren  Falle  bildet  der  SatzC.  die  wissenschaft- 
liche Grundlage  der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten 
Coeffizienten. 

Für  den  Gebrauch  des  genannten  Theorems  ist  es  übrigens  vor- 
theilhaft,  der  Bedingung  Lim  (n  Ä^^aP'"^)  eine  etwas  andere  Form 
zu  geben,  zu  welcher  man  auf  folgendem  Wege  gelangt.  Wenn  eine 
Funktion  ^(n)  von  n  die  Eigenschaft  besitzt,    dass  für  unendlich 

^  (n+l) 
wachsende  n  der  absolute  Werth  des  Quotienten  .  ,'     ■     sich  ei- 

ner  unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  nähert,  wenn  also  die  Be- 
ziehungen 

ZeV.i^^>  =  AundA<l 
statt  finden ,  so  darf  man  für  irgend  ein  endliches  n 

^  (n)  ' 

setzen,  wo  man  6  zwar  nicht  näher  kennt,  aber  wenigstens  weiss, 
dass  es  bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.  Da 
nun  8  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  sobald  nur  n  hinreichend 
gross  genommen  wird,  so  lässt  sich  letzteres  auch  so  wählen,  dass 
Ä  <^  1  —  A  oder  A  -f-  Ä  <;;  1  wird  und  bleibt,  wenn  n  noch  weiter 
zunimmt.  Nennen  wir  k  den  jedenfalls  bestimmten  endlichen  Werth 
des  n,  von  welchem  ab  A  -j-  d  <^  1  bleibt,  so  haben  wir 


^(ÄJ+1) 


» ^^+^)      <A  + 


und  durch  Multiplikation  dieser  m  Ungleichungen 

Für  Ä;  -f-  m  =  n,  also  m  =i  n  —  fc,  erhält  man  hieraus 

Lassen  wir  jetzt  n  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass 
S  Ohio  milch,  Analytii.  9 
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A  +  d  ein  echter  Bruch,  mithin  Lim  (A  +  ^T  =  ^  ist,  und  dass 
es  sich  immer  nur  um  absolute  Werthe  handelt,  so  folgt  augenblicklich 
Lim  ijf  (n)  =  0. 
Wenn  also  eine  Funktion  t^(n)  für  unendlich  wachsende  n  die 
Null  zur  Grenze  haben  soll,  so  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  der  abso- 
lute Werth  von  Lim /"      weniffer  als  die  Einheit  betrage.  Wen- 

den  wir  dies  auf  den  Fa.ll  i^(w)  =  n-4^5?^"*^    an,    so    folgt,    dass 
Lim  (n  A^  a?"""^)  =  0  wird ,  wenn 

n^„aj^-l  l\      ^     n/      A^        J 

d.  h. 

aLim     ^Z  ■    <"  1    oder    x  <C  Lim 

_  A  ^M-1 

ist.    Dies  giebt  an  die  Stelle  von  C.  folgenden  Satz: 

D.  Wenn  die  Funktion  f(af)  hebst  ihren  sämmtlichen  Diifferen- 
zialquotienten  endlich  und  stetig,  bleibt  innerhalb  eines  die 
Null  umfassenden  Intervalles,  so  ist  jederzeit  eine  Reihen- 
verwandlung von  der  Form 

/(^)  =  ^   +   ^1  ^  +  ^2^^  +  -^3^^  + 

ausführbar  und  zwar  gilt  sie  für  alle  a?,  deren  absoluter  Werth 
weniger  beträgt,  als  der  absolute  Werth  von 

Lim 


In  dieser  Form  werden  wir  das  Theorem  von  Mac  Laurin 
anwenden,  um  sowohl  die  einfachen  als  auch  zusammengesetzte 
Funktionen  in  Reihen  zu  verwandeln.  Diese  Reihen  sind  mei- 
stentheils  unendliche  und  bedürfen  ebendeswegen  einer  kleinen 
Voruntersuchung,  die  wir  sogleich  erledigen  wollen.  Wir  hatten 
nämlich  in  §.  6.  bemerkt,  dass  man  nicht  geradezu  sagen  dürfe,  „der 
Differenzialquotient  einer  Summe  unendlich  vieler  Summanden  ist  die 
Summe  von^  den  DiiOferenzialquotienten  der  einzelnen  Theile",  und  es 
ist  daher  nöthig,  die  Frage  nach  dem  Differenzialquotienten  einer 
unendlichen  Potenzenreihe  zu  diskutiren,  da  die  folgenden  Betrach- 
tungen solche  Differenziationen  erheischei^  werden.  Sind  nun  9>'(a?), 
q>"(jc)  etc.  in  der  Nachbarschaft  der  Null  stetig  und  endlich,  so  kann 
man  /(a?)  =  g)'  (a?)  setzen  und  hat 

4)  <p-(.)  =  ,p-(0)+^.+  ^.3  + 
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und  zwar  unter  der  Bedingung 

^^  1^1  T'     (n+2)y(^l)(0) 

5)  val  num  x  <C  vcU  num  htm  — ' — ;   ,    *  ■« 

9('»+2)(0) 

Aus  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  qp'(^),  9>"(ar)  etc.  folgt 
andererseits  die  von  9(ar),  und  indem  wir  das  Theorem  von  Mac 
L  aurin  auf  den  Fall  fix)  =  g>(x)  anwenden 

6)  ^(.>=^(0)+2:i2).  +  Ö)..4. 

7)  vaX  num  x  <C  val  nwrn  Lm.   — '     ,\.  < • 

•  9('»+l)(0) 

Differenzirt  man  aber  die  Gleichung  6),  so  erhält  man  Nro.  4), 

und  schreibt  man  in  Nro.  5)  m  für  n-|-l,  so  ist  jene  Bedingung  von 

^der  in  7)  verzeichneten  nicht  verschieden;  d.  h.  zusammen:  die  aus 

dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  abgeleiteten  Gleichungen  dürfen 

auf  gewöhnliche  Weise  difierenzirt  werden,  ohne  dass  das  Göltig- 

keitsintervall  der  Variabelen  zu  ändern  wäre. 


S.  32. 

Die  Beihen  für  Potenz,  Logarithmus  und  Exponen- 
zialgrösse. 

L    Da  wir  die  Entwickelung  des  Ausdrucks  (l-(-«)A*  für  den 
Fall  eines  ganzen  positiven  ft  bereits  erledigt  haben,  so  setzen  wir. 
im  Folgenden  immer  voraus,  dass  der  Exponent  keine  ganze  positive 
Zahl  sei.    Es  ist  nun  für  f(x)  =  (l-j-^)^ 

wobei  die  zweite  Form  für  fc  >  ft  dient,  ein  Fall,  der  früher  oder 
später  immer  eintritt.  Sollen  nun  /(^),  /'(^),  /"(«?)  etc.  endlich 
und  stetig  bleiben,  so  muss  x  zwischen  — "1  imd  -|-  QO  liegen,  und 
dies  ist  die  erste  Bedingung  der  Entwickelung.    Femer  haben  wir 

A)  —  1,     ^fc—    i.2...ik    —  1.2.3....fc 

imd  es  lautet  demnach  die  allgemeine  Binomialformel 

Um  noch  die  Grenzen  'zu  bestimmeiv    j|,uf  welche  x  zu  beschrän- 
ken ist,  entwickeln  wir  den  Grenzwerth  >^qxx 

9» 
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dieser  ist  —  1 ;  und  es  gilt  demnach  die  Formel  1)  fUr  alle  «,  deren 
absoluter  Werth  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  d.  h.  kürzer  für 
1  >  «  >  -  1. 

Setzt  man  sc  = und  multiplizirt  beiderseits  mit  a^ ,    so   er- 

a 

hält  man  die  Formel: 

2)  (a^hr 

="'\^+V7+ «fi^'  ey + ''^'rifr^  ©"+-1 

1  >  — >  —  1, 

a 
die  unter  Anderem  zur  Ausziehung  beliebig  hoher  Wurzeln  benutzt 
werden  kann. 

n.     Für  /(a?)  =  Z  (1  -|-a;)  hat  man 

f(Jc)c^>.  =  (~l)^'M.2,3...(fc-l) 

(1  +  ^)^ 
und  man  erkennt  hieraus,   dass  /(a?),  /'(^),  f**(ß)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  für  —  1  <;  a?  <  -f~  °^  •     Femer  ist 


Lim 


H  = 
4 


—  =  Lim      '      =  Z,2OT  (  1  +  —  )  =  1, 
4-1  n  \       '      n  /  ' 


und  mithin  haben  wir  jetzt  die  Heihenentwickelung 

3)  i(i4-a?)  =  i^  — |^2  +  la?8— |ar*  +  .  .  . 

1  >  ^  >  —  1. 
Für  negative  x  gilt  ganz  ähnlich  die  Formel: 

4)  1(1  — äi)  =  —  \ä!-^\x^  —  \x^  _  i-p*  —  .  . 

1  >  ^  >  —  1, 
welche  mit  der  unter  Nro.  13)  des  vorigen  Paragraphen  gewönne-  j 

nen  Formel  übereinstimmt.     Die  Differenz  der  Formeln  3)  und  4)  I 

giebt: 

ö)    ^(i=f)  =  2Q^  +  J^'«  +  i^^  +  -.-0 
1  >  0?  >  —  1. 

z 1 

Für  X  =      ,   ^ ,    wo  nun  z  jede  beliebige  positive  Zahl  sein 

darf,  folgt  weiter  i 
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.)  '.=^[iC-^)+i(^)"+*(f^;)'+--]- 

womit  das  Problem  gelöst  ist,  zu  jeder  positiven  Zahl  den  natürli- 
chen Logarithmus  zu  finden.  Für  z  =  2  erhält  man  z.  B.  eine  zur 
Berechnung  von  12  vortheilhafte  Formel. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  i(a-(-6)  =  Za  -|-  if  1  -| 1  ist, 

zieht  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  8): 

a 
und  diese  Formel  dient  zur  Berechnung  von  Z(a-f-6),  sobald  la  be- 
kannt ist.     Ein  zu  demselben  Zwecke  noch  brauchbareres  Hesultat 
findet  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

'.+  ' 

Z(a+i)  =  Za  +  ZI 


2a-\-h/ 

indem  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  nach  Formel  5)  ent- 
wickelt; es  ist  nämlich 

und  dies  gilt  für  alle  positiven  a  und  6,  weil  .    ■  unter  dieser 

Voraussetzung  immer  ein  echter  Bruch  ist. 

Aus  den  obigen  nur  für  natürliche  Logarithmen  gültigen  For- 
meln kann  man  sehr  leicht  entsprechende  Formeln  für  künstliche 
Logarithmen  ableiten;  es  ist  nämlich  immer 

z  =  e^^     und    z  =  b<^^^9^\ 

folglich,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt, 

Iz  .  le  =  ^logz  ,  Zi  oder  Iz  =  ^logz  .  Ib^ 
woraus  umgekehrt  folgt: 

9)  ^logz  =z  -rr  Iz  =  Mj,  .  Iz. 

Co 

Für  das  Brigg' sehe  System  ist  J  =  10,  und  man  findet  nach 
den  obigen  Formeln: 

Z 10  ==  2,30258509  .  .  .,     Mio  =  0,434294482  .  .  . 
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in.  Nehmen  wir  /(x)  =  e%  so  ist  /(*^)  (a?)  ==  e^  und  es  blei- 
ben /(ar),  /'  (a?),  /"  (a?)  etc.  durchaus  stetig  und  endlich.  Ferner  hat 
man 

Lim  — =  Lim  (n-\- 1)  =  oo  , 

und  so  gelangt  man  augenblicklich  zu  der  für  alle  x  geltenden 
Formel : 

>»)       -='  +  T+6  +  n^  + 

Für  ^  =  1  findet  man  hieraus  den  Werth  von  e,  nämlich 

6  =  2,7182818284590... 

Setzt  man  6*"  =  z   und  nimmt  beiderseits  die  Logarithmen  in 

o  o  t  log  z 

irgend  emem  Systeme,  so  folgt  a  =  -p — ,    mithin : 

»'■    -\+K&:)+Ä)'+' 

und  es  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zahl  z  zu  finden,  wenn  ihr 
Logarithmus  gegeben  ist.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Formel, 
wenn  man  die  Logarithmen  als  natürliche  nimmt. 

Für  ein  negatives  a  geht  die  Gleichung  10)  in  die  folgende 
über : 

'  «.  X       ,       x^  x^  , 

12)  .-.=  i__+____+ , 

die  man  mit  jener  durch  Addition  und  Subtraktion  zu  neuen  Formeln 
verknüpfen  kann. 

§.33. 
Die  trigonometrischen  Reihen. 

I.     Da  sinx  und  cosx  durchaus  stetige  Funktionen  und  ihre 
Differenzialquotienten  wiederum  Cosinus  oder  Sinus  sind,  so  erhellt 
zunächst  die  Möglichkeit  von  Potenzenreihen  für  die  genannten  Funk- 
tionen.    Was  nun  den  Sinus  anbelangt,  so  hat  man 
/(0)=/n(0)=-/iV(0)  ..  .  =  0, 
/i(0)  =  +  1,  /^(Ö)  =  -  1,  r(0)  =  +  1  etc. 
und  mithin  folgende  Reihe 

X              x^        .           x^ 
1)  stn,  =  —  -^-^  +  .^-^-—^- 
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Um  die  Gültigkeitsgrenzen  derselben  zu  bestimmen,  kann  man 

bemerken,  dass  die  Entwickelung  von ^= —   nothwendig  zu  fol- 

gendom  Resultate  geführt  haben  müsste: 

•         yj^      ~  1  ~  1.2.3  "•     1.2..  5  ""  1.2..  7  "•"•'• 
und  hier  wäre,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

Lim  — ^  =  Lim  [2n(2n-f  1)]  =  oo  ; 
^n+1 
die  vorstehende  Reihe  gilt  demnach  für  alle  endlichen  ä,  dies  muss 
nun  auch  bei  der  Formel  1)  der  Fall  sein.     Man  hätte  zu  diesem 
Resultate  unmittelbar  durch  die  Bemerkung  gelangen  können,   dass 
die  Bedingung 

X  <Z  Lim  -. aus  Lim  — -^ <  1 

^  ^n+l  A^d"        ^ 

hergeleitet  worden  ist ,  und   dass  es  in  letzterer  nur  auf  den  Quo- 
tienten zweier  aufeinander  folgender  Glieder  ankommt. 

Behandelt  man  die  Funktion  f(ß)  =  cosx  auf  dieselbe  Weise, 

so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Reihe: 

x^       ,           dJ*                     x^         . 
2)         00«*  =  1  -  ^-^  +  j-^^3-^  -  ^-^-^  + 

welche  ebenfalls  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II.  Was  die  Sekante  anbetrifft,  so  lässt  sich  aus  dem  Umstände, 
dass  secx  und  die  Differen^zialquotienten  davon  innerhalb  des  Inter- 

valles r-  bis  ^ — r-  endlich  und  stetig  bleiben,  die  Möglichkeit 

einer  Reihenverwandlung  schHessen ;  man  erkennt  dieselbe  aber  auch 

aus  der  Gleichung 

1  1 

sec  X  =  = , 

C08X         1  —  (1  —  coax) 

wenn  man  dieselbe  mittelst  des  aus  dem  Binomialtheoreme  folgen- 
den Satzes 

5^=1+«  +  «*  +  ««  +  ....,     !>«>-! 

transformirt.     Man  erhält  nämlich  unter  der  Voraussetzung,    dass 
1  —  cosx  einxechter  Bruch,  mithin  coax  positiv  und  also  x  zunächst 

zwischen r-  und  -| —  enthalten  ist: 
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Äec  a?  =  1  -f-  (1  —  cos  o?)  -|-  (1  —  cos  a?)3  -|-  .  . 


und  wenn  man  sich  statt  cos  x  seinen  Werth  aus  Nro.  2)  gesetzt,  die 
angedeuteten  Potenzirungen  ausgeführt  und  das  Gleichartige  verei- 
nigt denkt,  so  muss  offenbar  dieselbe,  Reihe  zum  Vorschein  kommen, 
wie  bei  der  unmittelbaren  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac 
Laurin.  Zugleich  erhellt,  dass  diese  Reihe  nur  gerade  Potenzen 
von  X  enthalten,  dass  also'  eine  Gleichung  von  der  Form 

^>x >-^ 

resultiren  wird.    Darin  ißt  im  f(x)  =  secx 

T,  =^  /°(0),     2;  =  f^(0),     T,  =  /vi(0), 

Um  eine  Formel  zu  erhalten,  aus  Welcher  sich  diese  Coeffizien- 
ten  berechnen  lassen,  setzen  wir  in  der  Gleichung  8)  des  §.  12. 
X  =  0\  es  ist  dann : 

^)  ^n  =  ^2  ^n— 2  —  ^4  ^n— 4  +  H  ^n— 6  —  •  •  •  • 

und  indem  man  diese  Beziehung  für  n  =  2,  4,  6,  .  .  in  Anspruch 
nimmt,  wobei  To  =  1  zu  setzen  ist,  findet  man  successive: 
Tg,'  T;,  Tß  etc. 
Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  ist  auf  die  Tangente  anwendbar. 
Die  Möglichkeit  der  Entwickelung  erhellt  nämlich  daraus,  dass  tan» 
und  die  Differenzialquotienten  dieser  Funktion  endlich  und  stetig 
bleiben  für  \7C  ^  x  "^  —  |ä;  man  würde  aber  dieselbe  Reihe  fin- 
den müssen,  wenn  man  die  Sekantenreihe  mit  der  Sinusreihe  multi- 
plizirte  und  die  letztere  Bemerkung  zeigt  auf  der  Stelle-  die  Form 
des  Resultates  und  die  Grenzen  seiner  Gültigkeit,  nämlich: 

Dabei  ist,  wenn  tanx  mit  f{x)  bezeichnet  wird, 

Ti=/(0),     r3=/in(0),     T5=/V(0), 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Formel  9)  §.  12.  für  a?  =  0: 

6)  1\  =  sin  ^  +   ^2  2;_2  —  H  '^n-4  +  H  ^n^Q  —  .  • . . 

und  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  die  Coeffizienten  Ti,  T3,  T5, . . . 
berechnen,  indem  man  n  =  1,  3,  5,  .  .  .  setzt. 
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Die  Formeln  4)  und  6)  unterscheiden  sich  nur  insofern,  als  in 
der  ersten  n  immer  gerade,  in  der  zweiten  ungerade  ist;  man  kann 
daher  als  allgemeine  Formel  für  alle  T  die  folgende  aufstellen : 

'^)       ^n-"^2^n— 2  +  ^4  ^n— 4  —  ^*6^71— 6  +  ---  =  *^'"  "g"' 

und  aus  dieser  ergeben  sich  für  n=l,2,3,  4,  ...  wechselweise 
die  Tangenten-  und  Sekantenkoeffizienten,  nämlich : 

Ti  =  1,    Ta  =  1,    Ts  =  2,   ^  =  5,  T5  =  16,  T^  =  61,.... 
Au3  der  Bemerkung,  dass  secx  --f-  tanx  =  ton(jÄ-|-|a:),  zieht 
man  endlich  auch  das  bemerkenswerthe  Hesultat: 

8)       tan(\n  +  \x)  =l+Zlf  +  ^  +  ^  + 

1«  >  Ä?>  —  1», 
worin  die  sämmtlichen  mit  T  bezeichneten  Coeffizienten  vorkommen. 

in.  Die  Cosekante  lässt  sich  unmittelbar  nicht  in  eine  Poten- 
zenreihe der  bisherigen  Form  verwandeln;  man  hat  nämlich  unter 
Benutzung  der  Formel  1): 

11  1 

coseca  =  — ;; =z= •  — = — -—] — = ; , 

8ina!  X  1 — 1^  +T5Ö*  — ••• 

und  wenn  man  sich  die  Division  ausgeführt  denkt,   so  entsteht  eine 

Reihe,  welche  mit  —  anfängt.      Wir  versuchen  daher   die  Entwi- 
X  ♦ 

ckelung  des  Produktes  xcosecx.     Es  ist  zunächst: 

X  1 


xcosecx 


8inx 


^^(^-^) 
=  '  +  ('-^)  +  ('-^)*+' 


Sttl  X 

was  jedoch  voraussetzt ,  dass  1 ein    echter    Bruch ,    also  * 

X 

positiv,    folglich  x  zwischen   —  7t  und  -f-  tc  enthalten  sei. 

X 

Denkt  man  sich  für  sinx  die  gleichgeltende  Beihe  substituirt,  die 
Potenzirungen  von  1 ausgeführt  und  alles  Gleichartige  ver- 

X 

einigt,  so  entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 

xcosecx  =  1  +  ^-^  +  T:T^T^  +  •  •  •  ' 
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3t  >>  a?  >  —  3r, 
wo  es  sich  noch  um  das  Bildungsgesetz  der  mit  ü  bezeichneten 
Coeffizienten  handelt.  Wir  werden  dasselbe  gleich  nachher  erörtern. 
Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  durch  Multiplikation  mit  der  Co- 
sinusreihe die  Cotangentenreihe ;  führt  man  die  kleine  Rechnung  aus, 
80  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

X  1.2         1.2.3.4         1.2. .6 

Ä  ^  ^  >  —  Ä, 
wo  noch  die  mit  V  bezeichneten  Coeffizienten  einer  näheren  Unter- 
suchung bedürfen. 

Die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  vorkommenden  Coeffizien- 
ten Ü  und  V  sind  den  Tangentenkoeffizienten  sehr  nahe  verwandt; 
nach  einer  bekannten  Formel  ist  nämlich 

cotz  —  2  cot2  z  =  tan z^ 
und  hier  lassen  sich  die  drei  vorkommenden  Funktionen  nach  den 
Formeln  10)  und  5)  entwickeln;  vergleicht  man  hierauf  die  Coeffi- 
zienten von  z^^~~^^  so  ist 

^2n-l     ,     ^^"^  ^2n-l  _  ^ 
2^  "1  2^i  —  ^2n-l 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  F2n— 1  ^®  Formel: 

11)  ^2n-l  —  22n_i  ^2n-l' 

Femer  hat  man  den  bekannten  goniometrischen  Satz: 

2  cosec  2  z  —  cotz  =  tan z. 
Entwickelt  man  wiederum  die  drei  vorkommenden  Funktionen 
und  vergleicht  die  Coeffizienten  von  <?  ^  ^  ~'  ^,  so  findet  sich : 

^  ^  ^2n-l     I      ^2n— 1  

2^  ^  ~2^  —  ^2n~l- 

Hier  kann  man  den  Werth  von  V^^^i  aus  der  Formel  einsetzen 
und  nachher  auf  U,^^ i  als  Unbekannte  reduziren;  dies  giebt: 

2n       2^^ —  2 

12)  ^2n-l  =  ^  •   22n_  ^  ^2n-l- 

Da  man  die  Tangentenkoeffizienten  bereits  kennt,  so  hat  es  nach 
den  Formeln  11)  und  12)  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  aus  ih- 
nen die  Cosekanten-  und  Cotangentenkoeffizienten  abzuleiten;  man 
findet  z.  B.  Z7i  =  1,   Z73  =  ^^  etc.,    Vi  =  §,  Fg  =  ^^  etc. 
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§.   34. 
Die  cyklometrischen  Reihen. 

L     Bezeichnen  wir  Aresina  mit  fix)^  so  ist  nach  Formel  11) 
in  §.  12.: 

/(n+2)(^)  ^  (2n+l)  ^  /(^^)(ar)+n«/^)(^) 

und  es  geht  hieraus  hervor,  dass  Z^'*  i  ^^  (a?)  zwischen  den  Grenzen 
—  1  und-|-  1  endKch  und  stetig  bleibt,  wenn /(^+^)(ir)  und /('*)(ip) 
innerhalb  desselben  Intervalles  endlieh  und  stetig  sind.  Da  nun  die 
beiden  ersten  Differenzialquotienten 

/'  (x)  —        ^        und  /''  (a)  = 


^1— «3  (1— ä2)v/1— «* 

zwischen  —  1  und  -)-  1  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kommt  jetzt 
dieselbe  Eigenschaft  dem  nächsten  Differenzialquotienten  /'''  (x)  zu, 
dann  auch,  nach  derselben  Schlussweise,  dem  folgenden  f^(x)  u.  s.  w. 
Was  ferner  die  Coeffizienten  Jo,  Äi  etc.  anbelangt,  so  bestimmen  sie 
sich,  indem  man  in  der  Formel  1)  a?  =  0  und  für  n  die  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  setzt;  man  findet  zunächst: 

2)  /('»+2)  (0)  =  n^  /  W  (0) , 
und  da  unmittelbar  die  Werthe 

/(0)  =  0,     /'(0)  =  0,     /"(0)  =  0 
bekannt  sind,  so  ergiebt  sich  weiter: 

/n  (0)  =  12  .  /i  (X)  /i  (0)  =12  ,        /iv  (0)  =  0 

/v  (0)  =  33  .  /™  W  /™(0)  =  32  .  12      ,        /VI  (0)  =  0 
/vn(0)  =  52  .  /v  (^)  ^v  (0)  =  52 .  32 .  12,        /vin(0)  =  0 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 

und  folglich  mittelst  des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 

.      .  0?       ,      1     Ä?8  1.3    a?» 

3)  Arcstnx  =  —   +    -_+-__+ 

Wie  weit  dieses  Resultat  gilt,    entscheidet  der  Grenz werth  des 
Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder ;  dieser  ist  nämlich 
^.     /2n— 1      2n— 1     A 

und  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
zwischen  —  1  und  -f- 1  enthalten  sein. 

Setzt  man  Aresin  x  =  z^  mithin  umgekehrt  x  =  sinz^  so  nimmt 
die  Gleichung  3)  folgende  Gestalt  an : 
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..  sinz       ,       1   sin^z     ,     1-3  sin^z    , 

Itc^  z>  —  l^.      ' 

Wählt  man  den  Sinus  so,  dass  der  zugehörige  Bogen  einen 
aliquoten  Theil  des  Kreisumfanges  ausmächt,  so  können  diese  For- 
meln zur  Berechnung  der  Zahl  sr  dienen ;  für  sin  2;  =  |  z.  B.  liefert 
die  Gleichung  4)  eine  Formel  zur  Berechnung  von  z  =  \  n. 

Um  eine  Reihenentwickelung  {nrÄrccosa  zu  bekommen,  ist  nur 
die,  Erinnerung  an  die  Formel 

Ärccosa  =  -— Ärcsina 

nöthig;  man  hat  dann  ohne  Weiteres: 

-^         '  ,  a  1    a?8  1.3     Ä» 

5)  Arccos..  =  \^-—   -    j  —  -^-^  —  -.... 

1>^>—  1, 
oder  für  Ärccosa  =  z^  und  umgekehrt  x  =  cosz: 

.  cosz  1  cos^z        1-3   cos^z 

6)  ^  =  5^--^    -    --p_^-^-^_.... 

n.  Nehmen  wir  in  dem  Theoreme  von  Mac  Lanrin  f(af) 
=  Arctana-^  und  erinnern  uns  an  die  Formel  10)  in  §.  12,  so  ist 
zunächst 

7^  Än+ 1)  r.^  -         2nä:  f(rO  (a)  +  n(n-  1)  f(^-^U^) 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  /(^+1)  (a?)  für  alle  x  stetig  und  end- 
lich bleibt,  wenn  f^^^  (je)  und/(^""^)  (a?)  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen.    Da  nun 

von  af=  — Qobis  ä7  =  -|-go  endlich  und  stetig  bleiben,  so  folgt 
hieraus  der  Reihe  nach  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  /"  (a?), 
f^(ß)  u.  s.  w.  innerhalb  desselben  Inte|Talles.  Man  hat  femer  aus 
Nro.  7)  für  a?  =  0 : 

/C'^+l)  (0)  =  -^  n  (»—  1)  /"~^)  (0), 
und  wenn  man  diese  Beziehung  mit  den  Werthen  /'  (0)  =  1  und 
/"  (0)  =  0  verbindet,  so  ergiebt  sich  successive  : 

/ni(0)  = —2.1/(0)    =—2-1  ,    /rv(0)  =  0 

/V(0)  =— 4.3/™(0)=+4.3.2.1,   /vi(0)  =0 
/vn(0)=_6.5/v(0)  =  — 6.5...I  ,   /vni(0)  =  0  ^ 
u.  s.  w.  w.  a.  w. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Cap.  Vn.    §.  34.    Die  cjklomctrisoben  Reihen.  141 

Das  Theorem  von  Mac  Laur in' liefert  nun  nnmittelbar  die 
Formel : 

8)  Ärctanx  =  -j r~'""5 7"+---- 

Der  Grenzwerth  von  dem  Quotienten  zweier  Nachbarglieder 
ist ,  abgesehen  vom  Vorzeichen : 

^.     /2n— 1      \ 
Lvm  \  - — r-—  x^)  =ztt^ 
\2n-j-l      / 

und  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
zwischen  —  1  und  ^  1  enthalten  sein. 

Für  Ärctanx  =  Zy  also  x  =  tanz  nimmt  die  Gleichung  8)  fol- 
gende Gestalt  an : 

tanz  tan^z     ,     tan^z 

9)  z  =  — _  +  _^_.... 

Für  Ä?  ;>  1  ist  die  Formel  8)  nicht  brauchbar ;  man  hilft  sich 
dann  auf  folgende  Weise.  Wenn  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadran- 
ten bezeichnet,  und  x  seine  Cotangente,  so  hat  man  gleichzeitig 

1 
cotu  =  X  und  tanu  =  — 

X 

oder  umgekehrt 

u  =  Arccotx  und  u  =  Arctan — . 

X 

Es    ergiebt   sich  hieraus,    dass   die   Funktionen   Arccotx   imd 

an —  i 

X 

Gleichung 

auch  die  folgende  setzen  kann': 


Arctan —  identisch  sind,  und  dass  man  demnach  an  die  Stelle  der 

X 


71 

Ärctanx  --f-  Arccotx  =  — 


Ärctanx  4-  Arctan —  =  -r-. 
'  X  2 

Für  a?  >  1  ist  nun  —  <^  1 ,  und  man  wird  in  diesem  Falle 

X 

die  Entwickelung  nach  der  Formel  8)  auf  Arctan  —  anwenden ;  dies 

X 

giebt  för  ip  ]>  1 : 

10)         Jrcian.=.^-l{±)  +  \{±y-l(-^y  +  ...^ 
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und  fiir  Arctanx  =  z^  woraus  — '-  =  cotz  folgt: 

it  cotz      .     cot^z  cot^z     , 

11)      ,_____+_-_-^  +  ... 

Die  Formel  8),  von  welcher  die  übrigen  nur  Folgerungen  sind, 
liefert  Mittel  zur  Berechnung  der  Ludolph' sehen  Zahl.  Zunächst 
kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichung  8),  obwohl  sie  nur  fiir 
^  <^  1  bewiesen  worden  ist,  doch  noch  für  *  =  1  gelten  muss. 
Vereinigt  man  nämlich  die  Glieder  der  Reihe 

12)  \  —  s  H"  5  —  f  +  •  •  •  '9 
so  erhält  man  die  folgende  Reihe : 

1-3^  b'7^  911^  "  " 
und  es  ist  unmittelbar  klar,  dass  man  immer  grössere  Summen  be- 
kommt, wenn  man  successiv  zwei,  drei  u.  s.  f.  Glieder  dieser  neuen 

2  2,2 

Reihe  addirt.     Diese  Zunahme  der  Summen  - — r ,    •- — ^  -f-  t— ^  etc. 

kann  aber  nicht  in's  Unendliche  fortgehen,  weil  man  der  Reihe  12), 
sobald  man  ihr  die  Form  giebt: 

2^ 2  2 

3.5        7-9         11.13 
sogleich  ansieht,  dass  ihre  Summe  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 
Es  muss  also  die  Summe  der  Reihe  12)  eine  endliche  Grösse  sein, 
und  wir  können  diese  Summe  als  den  Grenzwerth  betrachten,  den 
die  Summe  von 

1  """F"^  5  ~  7  +••• 

erreicht,  sobald  ^  in  1  übergeht,  woraus  weiter  folgt,  dass  dieser 

Grenzwerth  =  Ärctan  1  =  -^  sein   muss.      Wir  haben  daher  die 

4 

merkwürdige  Formel: 

13)  ^  =  l_i4.i_i  +  ... 

Dagegen  darf  man  in  Nro.  11)  a  nicht  grösser  als  die  Einheit 
nehmen,  weil  sonst  die  Reihe  keine  bestimmte  Summe  mehr  besitzt. 

Die  Formel  13)  ist  zur  numerischen  Berechnung  von  7C  nicht 
brauchbar,  weil  man  eine  sehr  grosse  Menge  von  Gliedern  vereinigen 
müsste ,  um  eine  nur  massige  Genauigkeit  zu  erzielen ;  bessere  For- 
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Ä    .  . 

mein  erhält  man  dadurch,  daas  man  -7-  in  zwei  oder  mehrere  Theile 

4 

(Bögen)  zerlegt  und  diese  einzeln  berechnet.     So  hat  man  z.  B.: 

—  =  Arctan  \  -f-  Arctan  \ 

—  =  Arctan  \  -\-  Arctan  \  -)-  Arctan  |, 

wie  man  mittelst  der  Formeln  fiir'  tan  (u  -|-  v)  und  tan(u  -\-v-\-w) 
leicht  prüfen  wird,  und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  in  rasch 
abnehmende  Reihen  verwandeln. 

in.  Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zurEntwickelung  yonArcainx 
imd  Arctan  X  bedient  haben,  ist  fast  wörtlich  auf  die  Funktionen 
sin  (^  Aresin  x)  und  cos  (fi  Aresin  x")  anwendbar.  Aus  den  Formeln 
12)  und  13)  des  §.  12.  erkennt  man  nämlich,  dass  jene  Funktionen 
nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  endlich  und  stetig  bleiben 
fiir  alle  zwischen  —  1  und  -f- 1  enthaltene  x ;  bestimmt  man  ferner, 
von/(0),  /(O)  und/'(0)  ausgehend,  /"(O),  f^(0)  etc.  nach  den 
genannten  Formeln,  so  findet  man  für /(a?)  =  sinCfiAvcsinx)  mittelst 
des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 

a  a  (ix?  —  1«) 

14)  sin  OiArcsinx)  =  -^  x  —  — ^  x^ 

1  1   •   /   •   u 

'^1.2.3.4.5 

und  zwar  gültig  fiir  1  >  a?  >  —  1 ,  weil  der  Grenzwerth  zweier 
auf  einander  folgender  Coeffizienten  die  Einheit  ist.  Gewöhnlich 
stellt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form  dar: 

a  ßW — 1^) 

15)  siniiz  =  -^  sinz  — ^  ^    — -^  sin^z 

1  1  .  iS  .  o 

+     1.2.3.4.5      '''''  -  •  •  • 
\n:>z  >—  \jc. 

Durch  Differenziation  in  Beziehung  auf  z  erhält  man  noch : 

(  1x2 — 12 

16)  cos  IL  z  =  cosz  \1  —  ^j — -- 

(ft2-12)(^2_32) 

+       1.2.3.4        '*"'-• 

Ist  f*  eine  ungerade  Zahl,  so  brechen  die  Reihen  ab  und  gelten 
für  j  e  d  e  8  z  der  linken  Seite  gleich ,  wie  man  leicht  aus  der  Bemer- 


12 
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kung  schlieasen  wird,  dass  beiderseits  die  Periodizität  der  Funktio- 
nen dieselbe  ist. 

Nimmt  man  f(je)  =  oo8(fiArosina)^  so  findet  sich: 

u2  ß^Cß^ — 22) 

cos QiÄrcaina!)  =  1  — ^-r  «^  -j-  r^  -c*  —  ... 

und  zwar  unter  der  Bedingung  1  >  a?  ^  —  1.     Man  schreibt  da- 
für gewöhnlich: 

17)  co8(iz  =  1  —f^  gm^^4-^    2.3.4     """^^  ~  */  ' 

ijr  >;?  >—  1». 
Durch  Differenziation  erhält  man  daraus: 

(  u  u(tt2  —  22)  , 

18)  siniiz  =  coÄ-g  J~-  sinz  —  —  «m^^;  -)- . 

(1  1 .  /  .  o 

^tjr  >  £f  >  —  l^r. 

Ist  II  eine  gerade  Zahl,  so  werden  die  Reihen  in  17)  und  18) 
endliche  und  gelten  für  jedes  z  der  linken  Seiten  gleich. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  auf  verschiedene  Weise  spe- 
zialisiren,  namentlich  dadurch,  dass  man  fi  in  Null  übergehen 
lässt.  Dividirt  man  z.  B.  beide  Seiten  der  Gleichung  15)  durch  ft 
und  setzt  dann  ^  =  0,  so  kommt  man  auf  die  Formel  4)  zurück; 
die  Gleichung  16)  giebt  für  fi  =  0: 

1  =  C08Z  1 1  +  2  sin^z  -f-  T— 7  sin^z  -f-  .  .  .  .  |, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  der  Beziehung 

1  =  C08Z  {1  —  sin^z) — 5 
durch  Anwendung  des  binomischen  Satzes  finden  kann. 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  17)  von  der  Ein- 
heit, dividirt  darauf  mit  (i^  und  lässt  nachher  (i  zu  Null  werden,  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerthe  Hesultat: 
im  1    2        g»»^^    I    2  8in^z    ,    2*4:8in^z    , 

19)  1  ,2  =  -_+--_  +  __.+...  . 

Jä>  -?  >  —  |i;r. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  fi  in  die  Gleichung  18)  und 
nachher^e  Nullifizirung  von  ft  findet  sich  endlich  noch : 

z  =  C08Z  {8tn  <8^  +  T"  stn^z  -f-  T~r  ^^^^  -|-  . . . . 


3  '3.5 

oder  auch,  wenn  man  co8Z  und  sinz  durch  tanz  ausdrückt: 
9A^     _      tanz       j,     ,     2       tan^z        ,    2  »4/^     tanH    V,         ) 
^^^  '—l  +  tan^zT  +Tl  +  ton2^+3r5  Vl+ton2j^"---i 

woraus  sich  wiederum  verschiedene  Reihen  für  X  ableiten  Hessen. 
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J.  35. 

Beihenentwickelungen  für  Funktionen  mehrerer 
Variabelen. 

Wenn  in  der  Funktion  /(4f ,  y)  zweier  Yariabelen  jb  und  y  die, 
Zunahmen  h  und  k  erhalten,  so  kann  /(j;-f-A,  y-^k)  nach  Potenzen 
von  h  und  k  entwickelt  werden ;  es  genügt  hierzu  der  einfache  Kmist* 
griff,  dass  man  h=ti  und  k=tri  setzt,  nunmehr /(4?-|-^|,  y-^tti) 
als  Funktion  von  t  betrachtet,  und  auf  diese  neue  Funktion  das 
Theorem  von  Mac  Laurin  anwendet.    Aus 

folgt  nun  durch  successive  Differenziation : 

u.  s.  C, 

wie  man  leicht  finden  wird,  indem  man  provisorisch  je-^^t  mit  u, 
y-f-i/t  mit  i;  bezeichnet  und  dabei  u  und  v  als  Funktionen  von  t 
betrachtet.     Für  t  =  0  erhält  man : 

FiO)    =/(*,y) 

•^   ^"^         2)^3  *   ^     T^x  ^y  ^^  ^    ^y2    '^ 
u.  s.  w. 
Das  Theorem  von  Mac  Laurin  giebt  jetzt: 

y(0=/(.,,)  +  (|f  8  +  If  <i)t 

oder  vermöge  der  Werthe  | <  =  Ä  und  y^t  •=zk\ 

SchlOjnilch",  Analjsis.  10 
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2)    /(;r+A,y+fc)=/(«,  y) 

'     1-2.3  \ix^  1^      dur-^öy  '       ä«3y»  ^   dy*      / 

*         Das  Bildungagesetz  dieses  Ausdruckes  ist  sehr  leicht  zu  über- 
sehen; der  CoefiSzient  von  - — r ist  nämlich  das  vollständige 

1  .  ^  •  •  •  u 

Differenzial  der  nten  Ordnung,  wenn  man  sich  in  demselben  h  statt 
dx  und  k  ftir  dy  gesetzt  denkt ;  man  könnte  demgemäss  auch  schreiben : 

S)        /(«4-A,  y+fc)  =  /(*,  y)  +(^  Ä  +-^  *)  -^ 


3y 
j_ 

öy 


+fe'+^0'i^ 


+  ••     •; 

was  wenigstens  sehr  übersichtlich  ist.    Aehnliche  Formeln  gelten  für 

Funktionen  mehrerer  Yariabelen  und  sind  leicht  genug  zu  entwickeln. 

Um  die  Gültigkeitsbedingungen  zu  finden  ^  muss  man  auf  den  Satz 

von  Mac  Laurin  zurückgehen,  indem  man  sich  JF*{^t  f  und  t  für  4? 

geschrieben  denkt;  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  erstens  die  Funktion 

/(^,  y)  nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  steitig  und  endlich 

bleiben  muss,    während  x  bis  x-\-h  und  y  bis  y -f"  ^  zunehmen; 

zweitens  muss  die  Determination 

Lim     ""J^      <  1    oder  Lm ^ <  1 

erfüllt  sein;  aus  dieser  folgt,  indem  man  für  jp(")(0)  und  F^^+^\0^ 
ihre  Werthe  substituirt,  eine  Bedingung,  welcher  die  |  und  1}  genü- 
gen müssen;  und  wenn  man  in  dieser  |£  ;==  ^  und  r^t  =z  k  setzt ,  so 
erhält  man  die  Bedingung  für  k  und  Jb. 

Für  a?  =  0 ,  y  =  0 ,  und  wenn  man  nachher  a  f^r  h  sowie  y 
für  jfe  schreibt,  geht  die  Formel  3)  in  die  folgende  über: 

4,         /(.,j„=/(0,0)+[(^»+it)^]^^^ 
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worin  die  angehangenen  Nullen  bezeichnen  sollen,  dass  nach  Aus- 
führung der  angedeuteten  Differenziationen  x  =  0  und  y  =  0  za 
setzen  ist.  Die  nöthigen  Determinationen  folgen  aus  den  bei  Nr.  8) 
gemachten  Bemerkungen. 

Bricht  man  die  Reihen  ab,  so  müssen  die  nöthigen  Reste  hin- 
zugefügt werden;  ihren  Betrag  findet  man  aus  den  früheren  For- 
meln, indem  man  wiederum  von  F(f)  ausgeht. 

§.  36. 
t>a,B  Unendlich-Kleine. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differenzialquotienten  einer  Funktion  eine  Reihe  für  öm 
Funktion  zu  bilden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  das  Theorem  von 
Taylor  zur  Entwickelung  der  Differenzialquotienten  dienen,  wenn 
die  Reihe  im  Voraus  bekannt  ist.  Wäre  z*  B. 
1)  /(,4-Ä)  =  ^4.jr,Ä-f.jr,Ä«  +  Z,A«  +  ..., 

^o  Zo  9  Zi )  Xa )  *  *  *  bekannte ,  von  a  abhängige  CoeflSzienten  bedeu- 
ten mögen,  so  würde  die  Vergleichung  mit  dem  Taylor 'sehen  Satze 

2)     /oc+K)  =m  +  ^  Ä+^&«+{;^  A»  -f. .  .  . 

sogleich  zu  erkennen  geben,  dass 

3)  /(^)  =  Zo,/'(^)  =  lZi,/"W=l-2Z2i/'"W=l-2-3z8,  ... 
wäre,  und  man  erhielte  so  die  Differenzialquotienten  von  f(ß).  Es 
Hesse  sich  übrigen»  selbst  die  Kenntniss  des  Taylor 'sehen  Satzes  un- 
terdrücken und  man  könnte  zu  <len  Gleichungen  3)  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  das  frühere  Theorem 

4)  L/tm  — — — ^ 

1.2.3... n 
in  Anwendung  brächte.     Aus  der   Gleichung  1)  folgt  nämlich  für 
Ä  =  0: 

5)  ,  /W  =  Xo 

und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  yon  Nro.  1)  und  Division 
mit  h: 

ß)  j^ =  X*  +  x«'^  +  x«**  -+-.••? 

10* 
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woraus  sich  für  verschwindende  h  auf  der  Stelle  ergiebt : 

7)  /(^)=l.Xi. 

Setzt  man  für  %q  und  %i  ihre  Werthe  in  Nro.  1),  so  folgt  weiter : 

/(*+A)-/(^)  — -^/'W 

8)  . =  j;,   _|_  j^A  -I , 

mithin  für  verschwindende  h  imter  Anwendung  der  Gleichung  4) : 

Wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt,  übersieht  man  so- 
'gleich,  und  es  bedarf  dasselbe  keiner  besonderen  Auseinandersetzung, 
wohl  aber  ist  eine  solche  hinsichtlich  der  Gleichungen  6)  und  8) 
nicht  überflüssig.  Vergleicht  man  nämlich  Formel  6)  mit  dem  aus 
ihr  abgeleiteten  Resultate  in  7),  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass 
in  Nro.  6)  das  Hinschreiben  der  Glieder  x^h^  %^h^  etc.  eine  über- 
flüssige Mühe  war,  da  sie  für  A  =  0  verschwinden;  ebenso  war  es 
in  Nro,  8)  unnöthig,  die  Glieder  %^h^  %^h^  etc.  hinzusetzen,  weil 
sie  fiir  Ä  =  0  aus  der  Rechnung  herausfallen. 

Diese  für  die  Praxis  wichtigen  Bemerkungen  kann  man  leicht 
zu  einer  Regel  zusammenfassen,  indem  man  bemerkt,  dass  h  der 
Zuwachs  des  o?,  also  =  ^ ic  ist;  man  wird  nämlich  sagen: 

Bei  der  Entwiekelung  eines  DifTerenzialquotienten  oder  einer 
Differenzialgleichung  hat  man    die    Glieder    wegzulassen, 
welche  höhere  Potenzen  von  jdx  enthalten,  als  die  Ordnung 
der  Differenzialgleichung  beträgt. 
Kennt  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten, der  in  der  That  auch  ohne  Difi^erenzialrechnung  beweisbar 
ist,  so  hat  man  zur  Entwickelimg  des  ersten  Differenzialquotienten : 

10)  {x-]-^xf  =  ar"»  +  -y  Ä?'»-^  Jx  -f  etc. 

oder 

i— H ^ =  m j?*^—  ^  -f  etc., 

und  hieraus  sogleich  für  ^x=0  den  Difibrenzialquotienten  ma^'^^; 
will  man  die  Differenzialgleichung,  so  gebe  man  der  Gleichung  10) 
die  Form 

ix-\-^a!)^  —  a^  =  ma?^— ^  ^ar-f-etc. 
oder  ^(^a^)  =  mx^—^  ^a?-f-etc., 
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schreibe  d  statt  ^  und  lasse  „etc."  weg,  dann  wird  richtig 
d(ar^)  =ma^-'^  da;. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.     Be- 
Fig.  27.  deutet  /(ar)  die  über  der  Abscisse  x  stehende 

Fläche  BOMP^  z  die  Ordinate  3fP,  r  den 
Berührungswinkel  TJP  T,  und  /ix  die  Zu- 
nahme MMf  der  Abscisse  OM=^x  (Fig.  27), 
so  ist 


Fläche  BOMP  =  Fläche  BOMP 

4-  Rechteck  MM  ÜP 
4-  I>reieck     ÜPT 
'-\-  Abschnitt  fpP 

oder  in  den  obigen  Zeichen  ausgedrückt  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  der  Abschnitt  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  Z7PT bildet: 

fix-^-^x)  =  fix)  -f-  zdx  -f-  \tanx  .  dx^ 

-f-  /5  •  j  tarn .  z/««, 
wo  1  >  /J0>  0  ist;  hieraus  folgt: 

/(.  +  ^j)  -  /(^)  ^ ,  +  ^^,  (14.^)  ^,,    . 

mithin  für  ^o;  =  0,  fix)  =  z;  hier  sieht  man  gleich,  dass  die 
Genauigkeit,  welche  das  Dreieck  ÜPT  und  den  Abschnitt  TPP  in 
Rechnung  zog,  am  unrechten  Platze  angebracht  war;  man  hätte 
kürzer  sagen  können:  je  kleiner  ^«  ist,  destQ  eher  darf  man  den 
Zuwachs  MPPW  der  Fläche,  also  df{x)^  fiir  ein  Rechteck  an- 
sehen; man  hat  also  näherungsweise  d fix)  =  z  /ix^  und  genau 
dfijß)  =  z  dx. 

Ganz  dieselben  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  das  Taylor 'sehe 
Theorem  för  zwei  oder  mehrere  Variabele;  so  kann  man  z.  B.  bei 
der  Entwickelung  von  d^f(x^  y)  alle  die  Grössen  weglassen,  welche 
von  höherer  Dimension  als  der  zweiten  sind,  also  z.  B.  jdx^udy^ 
^«^y^,  ^d?*,  z/y*  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
haben,  unendlich  klein  werdende,  oder  kürzer,  unendlich  kleine 
Grössen;  in  diesem  Sinne  sind  die  Differenziale  dx^  dy  etc.  unend- 
lich kleine  Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Produkte  von 
je  zwei  solchen  Differenzialen ,  wie  z.  B.  c?a?2,  dx  dy^  dy^^  heissen 
entsprechend  ünendlichkleine  der  zweiten  Ordnung,  und  man  kann 
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in  dieser   Weise  fortgehend  Unendlichkleine  beliebiger  Ordnungen^ 
bilden.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differenzialgleichung  sind  alle  un^ 
endlich  kleinen  Grössen  wogzulassen,  deren  Ordnungen  die 
Ordnung  der  gesuchten  Differenzialgleichung  übersteigen, 
und  man  vergegenwärtige  sich,  dass  eine  Ungenauigkeit  hierbei  des- 
wegen nicht  entstehen  kann,  weil  es  sich  immer  nur  um  Grenz- 
werthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzübergange  die 
Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus  weggelassen 
worden  sind,  auch  in  der  That  verschwinden. 
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Die  Convergenz  und  Divergenz  der  unendlichen  Reilien. 

§.  37. 
Einfachste   Fälle    der    Convergenz    und   Divergenz. 

Dem  Probleme  der  Beihenentwickelung  gegebener  Funk- 
tionen, womit  wir  uns  im  vorigen  Capitel  beschäftigten,  steht  das 
umgekehrte  Problem  der  Beihensummirung  gegenüber ;  dort  war 
die  Funktion  gegeben  und  es  wurde  die  Reihe  gesucht,  hier  ist  umge- 
kehrt die  Reihe  vorgelegt  und  man  sucht  die  Funktion,  von  der  sie 
die  Entwickelung  bildet,  oder  kurzer  ihre  Summe.  Im  Allgemeinen 
gehört  dieses  Problem  der  Integralrechnung  an ,  aber  schon  die 
blosse  Kenntniss  derartiger  Aufgaben  nöthigt  zu  einer  Voruntersu- 
chung, welche  hier  erledigt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  die  erste 
Frage,  ob  eine  solche  Summe  überhaupt  existirt  oder  nicht,  und  ea 
versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Frage  beantwortet  sein  muss,  be- 
vor man  einen  Versuch  zur  wirklichen  Summirung  macht;  so  wird 
man  sich  z.  B.  sehr  leicht  überzeugen,  dass  die  Summe  der  Reihe 

■*  +  7  +  *'  +  i-  +  *'  +  >  +  '--- 

unter  allen  Umständen  unendlich  gross  ist,  womit  zugleich  alle  et- 
waigen Summirungsversuche  abgewiesen  sind. 

Denken  wir  uns  unter  t^ ,  ui ,  t^ ,  .  . .  .  beliebige ,  nach  irgend 
einem  bestimmten    Gesetze  gebildete  Grössen   und  nennen  S^  die 
Summe  der  n  ersten  unter  ihnen,  also 
1)  Ä^  =  M^  -|-  „1  4-  W2  +  .  .  .  .  +  «n— 1  ^ 

so  wird  die  rechter  Hand  stehende  ngliedrige  Reihe  unendlich,  wenn 
n  in's  Unendliche  zunimmt,  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  ist 
dann  =  Lim  S^  und  hier  sind  zwei  Fälle  denkbar;  entweder  ist 
Lim  S^  eine  bestimmte  angebbare  endliche  Grösse  aS  oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  heisst  die  endliche  Reihe  «o -j-  m,  ~|-  etc.  conver- 
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\g  e  n  t  und  S  ihre  Summe,  im  zweiten  Falle  nennt  man  die  Reihe 
divergent  und  sie  besitzt  dann  keine  Summe. 

Nehmen  wir  sämmtliche  Keihenglieder  als  positiv  an,  so  wird 
zur  Convergenz  vor  allen  Dingen  erfordert,  dass  die  Grössen  Mo,  «i', 
W2  ..  fortwährend,  und  zwar  in's  Unendliche  abnehmen  [d.  h.  Umu^ 
=  0  für  n  =  QO  ] ;  denn  betrüge  jedes  Beihenglied  mehr  als  irgend 
eine  Zahl  €,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  mehr  als 
6  -|-  ß  -j-  . . .  in  inf,  ausmachen,  d.  h.  in's  Unendliche  wachsen.  Die- 
ses Kennzeichen  der  Convergenz  ist  aber  nicht  ausreichend,  wie  man 
z.  B.  an  der  Reihe 

Ijr^  y/2'^  yß  ^""^  yjn 
sehen  kann,  deren  Summe  mehr'  als 

^n  y/n  \Jn  '  \Jn 

—  ^  — r=*  =  V» 

beträgt,  und  al^o  mit  n  gleichzeitig  unendlich  wird,  obschon  die 
Reihenglieder  die  Null  zur  Grenze  haben;  man  muss  daher  eine  ge- 
nauere Untersuchung  vornehmen,  deren  Prinzip  darin  besteht,  dass 
man  zwei  Reihen  vergleicht,  von  deren  einer  die  Convergenz  oder 
Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 

Es  seien  zwei  unendliche'  Reihen  mit  positiven  Gliedern  vor- 
haoiden 

und  Mo  +  %  +  «2  +  "3  H~  •  •  •  • 

und  es  möge  darin  auf  folgende  Weise  bezeichnet  werden  r 

#  1  '   *  ^21^  ^8  1 


"m 


*m-fl  *m+2 


so  findet  man  sehr  leicht 

2)  «w  +  «m+1  +  *m+2  +  *m+3  +  •  •  • 

=  «^  (1  +  ^  +  ^1  ^2  +  ^  ^2  ^8  + ). 

Bezeichnet  man  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  folgt: 


^m+1  _  "m+2  __  "m+3 


w. 


m 


so  ist  analog 

8)  ^m  +  ^m+1   +  «m+2   +  «m+-3  + 
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Finden  nnn  zwischen  den  mit  A  und  ft  bezeichneten  Quotienten  fol- 
gende Beziehungen  statt: 

Ih  <  ^i>  W<  A«,  Ps  <  As, 

so  ist  auch  lhih<^^^'ilhf^^<i^i^^  etc*,  ebenso 

<  1  +  Ai  4-  Ai  A,  +  A,  A,  Aa  +  .  .  . 
d.  i.  vermöge  der  Gleichungeü  2)  und  3) 

<7-   Om  +  *m+l  +  ^m+2  +  'm+8  + )• 

m 

Vorausgesetzt,  dass  die  Reihe  <b  -f"  *i  "f"  ^  -f"  ®tc.  convergirt, 
also  eine  endliche  Summe  hat,  ist  auch  die  Summe  von  t^^  ^m+V  ®^' 
eine  endliche  (und  zwar  kleinere)  Grösse;  der  blosse  Anblick  der 
vorstehenden  Ungleichung  lehrt  aber,  dass  die  linke  Seite  eine  end- 
liche Grösse  ist,  es  muss  folglich  die  Reihe  «m  "h  ^m+1  "4"  ®^' 
convergiren,  und  wenn  man  ihre  Summe  mit  der  jedenfalls  endlichen 
Summe  Uq  -f-  «i  -}-•••  +  «m  vereinigt,  so  kommt  nothwendig  wie- 
der eine  endliche  Grösse  als  Summe  von  «o  4"  "x  -f-  etc.  zum  Vor- 
schein; die  letztere  Reihe  «convergirt  also  unter  den  gemachten 
Bedingungen.  Diese  bestanden  in  den  Ungleichungen  fh  <C  A^, 
f*2  <  A3  etc.,  d.  h. 


^m+1  ,  ^  *m+l    ^m+2   ^  ^m+2 

*^r  ' .  ^^  •  •  •  .  . 

«m  «m       «m+1         *«+l 

und  wir  können  demnach  folgendes  Theorem  aufstellen: 

Die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  ^)  -f"  '1  ~h  ®*^*  bedingt 
die  Convergenz  der  anderweiten  Reihe  t^-}~^i  ^^^*9  sobald  der 

"n+1 
Quotient   ■    ' '•'  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  (n  =  m) 

'  .         'n+l 
an  kleiner  bleibt  als  der  entsprechende  Quotient  — -*— - 


Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  die  auf  einer  blossen  Vertau- 
schung der  Zeichen  <^  und  "^  beruhen ,  ergiebt  sich  das  analoge 
Theorem : 

Aus  der  Divergenz  der  unendlichen.  Reihe  ^  -f*  ^  H~  ®^« 
folgt  die  Divergenz  der  anderweiten  Reihe  «o  +  %  H~  ®*^'» 
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sobald  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  an ' —    grösser 

n 

bleibt  als        '     . 

Die  Anwendungen    dieses   Theoremes  giebt  der  folgende  Pa- 
ragraph. 

§.   38. 

Conyergenzbedingungen   bei   positiven   Beihen- 
gliedern. 

I.    Wenn  wir  an  der  Stelle  der  Reihe  to  ~f"  *i  "4"  ^^'  ^®^  ^^" 
rigen  Paragraphen  eine  geometrische  Progression  setzen  wollen 

1  4-  a  -f  a2  +  a3  -f  a*  4- , 

so  ist  zunächst  die  Frage,  unter  welchen  Umständen  diese  conver- 
girt ;  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Summe  der  n  ersten  Progressions- 
glieder  durch 

1  —  g^ 

1  —  a 

ausgedrückt  wird,  erkennt  man  aber  leicht  die  Convergenz  für  den 

Fall  a  <^  1  und  die  Divergenz  für  a  ^  1.   Demnach  convergirt  die 

Beihe  Wq  -f"  ^i  ^"  *^  "F"  ®*^'^  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  an 

• —  <; und  a  <r  1 

ist ;  sie  divergirt  dagegen,  wenn  die  umgekehrten  Bedingungen  statt- 
finden; statt  dessen  kann  man  auch  sagen: 

Die  unendliche  Beihe  t^  -f-  Wi  +  ^'a  H"  ^*^*  convergirt  oder 

divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  — -^— -  für  unend- 

lieh  wachsende  n  weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 

denn  wenn  sich  — -^—  einer  Grenze  g  <Z  l  nähert,  so  ist  für  hin- 

**n 
reichend  grosse  n  dieser  Quotient  nur  wenig  von  g  verschieden,  also 
gewiss  kleiner  als  eine  beliebige  zwischen  g  und  1   eingeschaltete 

Zahl  a;  ebenso  würde  für  g  '^  l  früher  oder  später  — ^^—  nahe   an 

g  bleiben  und  mithin  immer  mehr  betragen,  als  eine  zwischen  1  und 
g  eingelegte  Zahl  a. 
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Mittelst  des  oben  ausgesprochenen  Theoremes  ist  meistentheils 
die  Entscheidung  über  die  Convepgenz  nicht  schwer;  für  die  Reihe 

^  l"'2      3'+"2.4     5+2.4.6     7"^ 

wäre  z.  B.  für  Wq  =  0,  «i  =  —  u.  s.  w. 

u^  \     2n  (2n  + 1)  / 

und  mithin  convergirt  die  Beihe  für  a<^l  und  divergirt  für  « ]>  1. 
Wenden  wir  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  Potenzen- 
reihe an 

Jo  "-|-  -^l  *  -f"  -^  Ä*  +  -^8  *'  "-f"  •  •  •  » 

80  ergiebt  sich,  das  letztere  convergirt  oder  diyergirt,  je  nachdem 

kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  und  beachten  wir  die  früher 
für  das  Theorem  von  Mac  Laurin  aufgestellte  ganz  gleiche  Be- 
dingung, so  folgt,  dass  dieses  Theorem,  richtig  angewandt,  immer 
convergirende  Reihen  liefert,  wie  sich  yon  selbst  versteht. 

n.  So  sicher  die  vorige  Entscheidung  ist,  wenn  der  Grenz- 
werth  von  — -2—  mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  un- 
sicher wird  sie  in  dem  Falle,  wo  jene  Grenze  der  Einheit  gleich  ist; 
der  gegebene  Beweis  hört  dann  auf  anwendbar  zu  sein,  und  man 
muss  sich  folglich  nach  einem  anderweiten  Kennzeichen  der  Conver- 
genz  umsehen.  Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einer  anderen 
Reihe  aus. 

Durch  gewöhnliche  Subtraktion  überzeugt  man  sicti  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  Gleichung 

1  .  2  .  3  . .  .  m 1.2.3 m  (m  4-  1) 

a(a+l)(a-f  2)..(a+?n— 1)       a(a-f  l)(a  +  2)..(a+w— l)(a4-m) 

_  g  — 1      1.2.8 m 

~"~^  '  (a+1)  (a  +  2)(a+3)...  (a-fm)* 

Setzt  man  in  derselben  m  =  1,  2,  8,  .  .  .  n  und  addirt  alle  so  ent- 
stehenden neuen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  He- 
bung: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


156    Cap.  VIII.  §.  88.  Convergenzbedingungen  bei  positfren  Relhengliedcrn. 

2-,    1 1.2.3...  .»(»+!) 

^     a         a(a+l)(a  +  2) (a+w— 1)  (a-|-n) 

_a— ir     1  1.2  .  1.2.3 

■~     a     La+l"r'(a-f-l)(a4-2)"'~(a+l)(a4-2)(a4-3)+ 

, 1.2.3 n  1 

■  (a4-l)(a4-2)(a+3)...(a+n)J" 

Für  unendlich  wachsende  n  wird  die  eingeklammerte  Beihe  unend- 
lich und  sie  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  die  linke  Seite 
eine  endliche  Grenze  hat  oder  nicht,  wobei  es  nur  auf  den  Ausdruck 

g.  1  .  _J 3 n__     n+1 

a      a-[-l      a-f-2  a-\-n — 1      a-\-n 

ankommt,  weil  er  allein  n  enthält.  Ist  nun  a  positiv  und  >  1,  so 
ist  a  -|~  1  >  2,  a  -[-  2  >  3  etc.,  d.  h.  alle  vorhandenen  Faktoren 
sind  positive  echte  Brüche;  je  mehr  solcher  Brüche  multiplizirt  wer- 
den, desto  kleiner  wird  das  Produkt,  es  nimmt  also  der  Werth  des 
Ausdruckes  3)  fortwährend  ab,  wenn  n  wächst.  Andererseits  kann 
aber  das  Produkt  nicht  negativ  werden  und  es  bleibt  daher  nichts 
Anderes  übrig ,  als  dass  sich  jenes  Produkt  einer  festen  Grenze  nä- 
hert, die  entweder  die  Null  oder  zwischen  0  und  —   enthalten,    je- 

denfklls  aber  eine  bestimmte  Grösse  ist.  Hieraus,  folgt  naqh  dem 
Früheren,  dass  die  unendliche  Beihe 

_1 .  1.2  ■  1.2.8 

a+1  +  (a+l)(a+2)  +  (a+1)  (a-f  2)(a+3)  "^  "  * 
für  a  ;>•  1   convergirt.     Vergleichen  wir    dieselbe    mit   der  Beihe 
«0 -|- Ml -{-%-(- «8  +  6tc.,  so  ergiebt  sich  die  Convergenz  der  letz- 
teren, sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

■ —  <C  — j-^  lind  a  >  1 

ist;  diese  beidei^  Ungleichungen  lassen  sich  in  folgende  Beziehung 
zusanunenfassen : 

und  aus  dieser  entspringt  nach  ähnlichen  Schlüssen  wie  in  L  das 

Theorem : 

Die  unendliche  Beihe*  Wo  -|-  «i  -|~  t^  -|-  etc.  convergirt,  wenn 
für  unendlich  werdende  n  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes 


\Wn+l 


mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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In  der  Anwendung  auf  die  Beihe  3)  ist  z.  B.  für  «  =  1 


6-1 


w(6n —  1)  .  n      6  ^ 


i\3—  22  —  5-^  ^' 


mithin  convergirt  nach  allem  Bisherigen  die  Reihe  3)  für  x  <^  1 
sowie  für  x  =  1,  sie  divergirt  dagegen  für  a?  ^  1,  womit  die  Ent- 
scheidung vollständig  gegeben  ist, 

§.  39. 

Convergenzbedingungen  für  Reihen  mit  positiven 
und  negativen  Gliedern. 

Wenn  in  einer  unendlichen  Reihe  die  Vorzeichen  auf  irgend  eine 
Weise  wechseln,  so  kann  man  zunächst  eine  neue  Reihe  bilden,  wel- 
che dieselben  Glieder  mit  durchaus  positiven  Zeichen  enthält;  con- 
vergirt nun  die  letztere,  so  convergirt  ganz  sicher  auch  die  erste, 
und  zwar  ist  ihre  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  Hülfsreihe,  wie 
man  durch  äusserst  einfache  Schlüsse  leicht  finden  wird. 

Wechselt  das  Vorzeichen  von  Glied  zu  Glied,  wie  z.  B.  in 

1)  «0  —  «i-f"^  —  «s-f-...., 

so  convergirt  diese  Reihe,  wenn  dies  mit  der  folgenden  der  Fall  ist 

2)  Wo  +  wi  +  wa  +  Ws  +  •  •  .1 
also  z.  B.  unter  der  Bedingung 

3)  Lim  ^^^^  <  1. 

Will  man  dieses  Kennzeichen  auf  die  Reihe  1)  immittelbar  an- 
wenden ,  so  hat  man  zu  beachten ,  dass  der  Quotient  zweier  benach- 
barten gleichstelligen  Glieder  in  1)  und  2)  der  Grösse  nach  der- 
selbe und  nur  dem   Vorzeichen  nach  verschieden  ist;  man  braucht 

dann  nur  den  absoluten  Werth  von  — -^— -,   aus  Nro.    1)  genommen, 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Meistentheils  kann  man  sich  diese  Untersuchung  ersparen  und 
viel  rascher  unmittelbar  über  die  Convergenz  entscheiden.  Ist  näm- 
lich wie  immer  «o  !>  «i  >  «2  etc.,  endlich  Lm  w^  =  0 ,  und  be- 
zeichnen wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  1)  mit  aS«  , 
ao  gelten  folgende  Schlüsse.    Es  ist 
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/Sg  =  Mo  —  («1  —  «3) 

aSj   =  Wo  —  (Wi  «2)  —   («3  —  M4) 

U.   8.  W-, 

und  da  die  Differenzen  Wi  —  t^ ,  tig  —  W4  etc.  sämmtlich  positiv  sind, 
so  folgt  aas  den  vorstehenden  Gleichungen:  aSi  >  Äg  >  S^   ete*, 
also  eine  fortwährende  Abnahme  der  Summen  von  ungeraden  Glie- 
dermengen.   Andererseits  hat  man 
^2  =  tio  —  Wl    ' 

;S4    =    «b    —   Ml    +    (««    —  ««) 

iS«  =  t<o  —  tfi   -f  (M3  —  Mg)  +  (M4  —  Mß) 

u.  s.  w. 
und  dies  lässt  erkennen,  dass  die  Summen  S^^  S^^  S^  etc.  fortwäh- 
rend wachsen.     Endlich  hat  man  für  ein  beliebiges  positives  unend- 
lich werdendes  k 

Lim  (S^jc-^i  —  ^2k-\-2)  =  ^*^  ^2k+l  =  ^« 
mithin  nähern  sich  'S2i:+1  ^^^  '^2k+2  ^^^^^  und  derselben 
Grenze;  diese  kann  aber  nur  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  sonst 
durch  die  Abnahme  der  immer  positiven  Summen  ^1 ,  ^g ,  etc.  eine 
unendliche  positive  Zahl  herauskommen  müsste.  Es  folgt  hieraus 
der  wichtige  Satz: 

Eine  unendliche  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  conver- 
girt  immer,  sobald  ihre  Glieder  die  Null  zur  Grenze  haben. 
Mittelst  dieses  Kennzeichens  'ergiebt  sich  z.  B.,  dass  die  Beihe 

JL  _  ^  I  J_  _  _L- 4.  1 

v/i       v/2  "^  Vs       v/I  *^  v/F 

convergirt  und  dass  ihre  Summen  zwischen 
J_  ^^^  _1 1_ 

v/T        v/i^      v/^ 

y/T         \/^         n/3*  ^^    V^        V^        V  3         \ß 
u.  s.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  diese  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ge- 
nommen, divergiren. 

§.  40. 
Grenzenübergänge  an  unendlichen  Reihen. 

I.    Es  kommt  sehr  häufig  bei  Reihenentwickelungen  der  Fall 
vor,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(a)  =  ^  -f-  -^1  ^  "t"  -^2^*  -}"•••• 
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für  alle  a  bewiesen  wird,  die  zwischen  —  aund  -(-  a  enthalten 
sind,  ohne  dass  man  erfährt,  ob  sie  auch  für  j?  =  a  noch  gilt  oder 
nicht.  Man  hilft  sich  dann  mittelst  eines  sehr  einfachen  Satzes,  wel- 
cher folgendermassen  lautet:  sind  zwei  continuirliche  Funktionen 
f(je)  und  q>(x)  identisch  für  alle  4;  <^  a  und  bleiben  beide  Funktio- 
nen für  «  =  <t  noch  stetig,  so  muss  nothwendig  auch  /(a)  =  9>(a) 
sein ;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müssten  die  beiden  Funktio- 
nen entweder  schon  vor  der  Stelle  «  =  a  aufgehört  haben  gleich 
zu  sein,  was  der  ersten  Voraussetzung  f(ß)  =  ^>(ß)^  für  alle 
d?  <^  o,  widerspräche,  oder  es  müssten  die  Funktionen  an  der  Stelle 
X  '=i  a  plötzlich  verschiedene  Werthe  annehmen,  was  nur  mittelst 
einer  Discontinuität  möglich  wäre  und  wiederum  gegen  die  Voraus- 
setzimgen  streiten  würde.  Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  ma- 
chen, muss  man  bemerken,  dass  die  Summe  einer  convergenten  Po- 
tenzenreihe eine  Funktion  q)  (a)  von  a  ist,  in  welcher  zu  jedem  x 
ein  ganz  bestimmter  endlicher  Werth  von  q(ai)  gehört,  dass  folg- 
lich eine  solche  Summe  jederzeit  eine  stetige  Funktion  von  x  ist 
und  es  bleibt  so  'lange  die  Convergenz  dauert.  Wir  können  dem- 
nach den  Satz  aufstellen: 

Findet  eine    Gleichung  zwischen   einer  Funktion  und  einer 
Reihe  für  alle  x  <^  a  statt,  so  gilt  diese  Gleichung  noch  für 
d?  ==  a,  wenn  in  diesem  Spezialfälle  die  Reihe  ihre  Conver- 
genz und  die  Funktion  ihre  Continuität  behält. 
So  gilt  z.  B.  für  alle  a?  <  1  die  Formel 

a     .    1  x^     ,    1  .d   x^     , 
Arcstnx  =  j+-^  T  +  iTTi  T  + ' 

für  ^  ==  1  convergirt  die  Reihe  noch,  also  ist 


2~l'^2    3"^2.4ö"^ 


für  «  }>  1  divergirt  die  Reihe,  mithin  kann  nunmehr  keine  Glei- 
chung zwischen  ihr  und  Arcainx  bestehen,  in  der  That  entspricht 
auch  einem  Sinus  >  1  kein  reeller  Bogen.  —  Ein  anderes  bemer- 
kenswerthes  Beispiel  bietet  die  binomische  Reihe  dar;  dieselbe  gilt 
für  alle  ft,  wenn  x  zwischen  —  1  und  -(-  1  Hegt,  sie  bleibt  richtig 
für  «  =  -f-  1,  liefert  also  die  Formel 

^     ^^+^1  "+"1.2       "^  1.2.3  ^•••' 

wenn  die  Reihe  convergirt,  und  man  wird  nach  den  Entwickelungen 
der  vorigen  Paragraphen  finden,  dass  dies  für  00  ]>>[*>  —  1  der 
Jall  ist;  sie  gilt  femer  f ür  ä  =  —  1,  giebt.also  . 
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ft_i         H    ,    ftpt— 1)        ftQt— 1)0»— 2)    , 

und  zwar  für  oo  ]>  fi  >>  0;  sie  hört  dagegen  auf  zu  convergiren, 
wenn  die  genannten  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  oder  iß  die  £in^ 
heit  übersteigt)  und  es  gilt  dann  auch  das  Binomialtheorem  nicht 
mehr. 

IX.  Eine  zweite  wichtige  Frage,  die  ^ich  mittelst  der  Unter- 
suchung über  die  Convergenz  der  Reihen  beantworten  lässt,  ist  die 
nach  dem  Differenzialquotienten  einer  unendlichen  Reihe«  Für  den 
Fall  einer  Fotenzenreihe  haben  wir  dieselbel  bereits  erledigt,  es  bleibt 
nun  noch  die  allgemeinere  Untersuchung  übrig,  wenn  nämlieh 

1)  /O'?)  =  9i(*)  +  9>2(*)  +  9^8  W  + 

gesetzt  wird,  wo  ^i,  tp^^  tp^  etc.  ganz  beliebige  Funktionen  be- 
zeichnen. Zunächst  müssen  wir  die  Convergenz  der  Reihe  fp\(x) 
+  92(*)  "4"  ^*^-  annehmen,  "v^eil  es  keinen  Sinn  haben  würde,  eine 
divergente  Reihe  einer  bestimmten  Grösse  /(«)  gleich  zu  setzen. 
Lassen  wir  x  um  jdx  wachsen ,  ohne  dass  dadurch  das  Intervall  der 
Convergenz  überschritten  wird,  so  findet  sich  leicht 

^f{x)  _^q>^{x)    .    ^q)2{x)        J^>^(je)    . 

-Ja?  jdx        '"      ^x        '        ^x       I    '  •  •  • 

und  hier  convergirt  die  Reihe  rechter  Hand  wiederum.  Man  kann 
aber  überhaupt 

Jtpjx)  ^  dfp(x)    . 
dx  dx      '^  ^ 

setzen,  wo  Q  eine  nicht  naher  bekannte  Grösse  bezeichnet,  von  der 
wir  jedoch  wissen,  dass  sie  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindet;  dem- 
gemäss  wird 

jdfjx)  _  d(piix)        dq)2 jx)        d(ps(x)    , 
^  ^x    ~      dx      ^      d^      '^  '  dx      '^  '  ••• 

4-  (>l  +  Q2  +  93  +  •  •  • 
und  hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  Reihe  der 
Differenzialquotienten  divergirt  oder  convergirt.  Fände  das  Erste 
statt,  so  muss  die  Reihe  ^i  +  ^2  -f~  ^^'  gleichfalls  divergiren,  denn 
im  Gegenfalle  würde  der  Widerspruch  zum  Vorschein  kommen,  dass 
eine  divergente  Reihe  mit  einer  convergenten  Reihe  vereinigt  eine 
bestimmte  Summe  gäbe.  Sobald  aber  die  Reihe  9i  -f"  <>«  "f~  ®*<5» 
divergirt,  lässt  sich  schlechterdings  nicht  angeben,  was  aus  ihr 
wird,  wenn  z/«  und  alle  q  kleiner  und  kleii^er  werden. 

Convergirt  dagegen  die  Reihe  der  DifferenzialquotieDten ,  so 
jnuss  auch  die  Reihe  der  Q  convergiren  und  hier  lässt  sich  leicht 
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zeigen,  dass  für  verschwindende  /Ix  auch  Zrtm  (pi  -f*-  p»  -f- <»8  ~f- •  •) 
=  0  wird. 

Wären  nämlich  alle  ^  positiv  und  r  ihre  Summe,  also 

WO  nun  r  jedenfalls  endlich  ist,  so  lasse  man  /ix  kleiner  werden; 
es  vermindern  sich  alle  p  und  erhalten  etwa  die  geringeren  Werthe 
p'i,  9 '3  etc.,  wobei 

P'i  +  p'j  +  p'a  4-  .  •  .  •  =  »•' 
sein  möge  und  r'  <  r  ist.    Da  nun  sämmtliche,  ^  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden  können,  so  ist  es  auch  möglich,  sie  beliebig 
vielmal  kleiner  als  ihre  ursprünglichen  Werthe  zu  machen;  es  kann 
also,  unter  m  eine  willkürliche  positive  Zahl  verstanden, 

9'i  <  ~  Pi'  P'2  <  —  P21  P's  <  —  p8>  .  .  .  . 

m  771  971 

werden,  woraus  auf  der  Stelle  folgt 

W  <  —  r. 
m 

Lassen  wir  m  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass  r  eine 
endliche  Grösse  ist,  so  folgt  hieraus  die  unbegrenzte  Abnahme  des 
r*,  d.  h.  Lim  W  =  0 ;  entspricht  also  dem  ursprünglichen  Werthe 
von  ^«  die  Summe  r,  so  entspricht  dem  Werthe  /Ix  :=i  0  der 
Werth  r*  =  0.  Diese  Schlüsse  bleiben  im  Wesentlichen  dieselben, 
wenn  auch  die  Grössen  Qi ,  ^2  ^^'  theils  positiv  theils  negativ  sein 
sollten;  man  kann  in  diesem  Falle  jedes  positive  Glied  der  Beihe 
Pi  ~|-  p2  "h  öfcc«  roit  einem  negativen  Gliede  vereinigen  und  da- 
durch eine  Beihe  von  Differenzen  bilden,  welche  durchaus  gleiche 
Vorzeichen  besitzen;  nennen  wir  d^,  £3,  etc.  diese  Differenzen, 
so  ist 

Pi  +  92  + =  +  (*i  +  *2  + ) 

und  jetzt  gilt  von  den  8  wörtlich  dasselbe  was  früher  von  den  (f 
bemerkt  wurde.    Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir  sagen: 

Der  Differenzialquotient  von  der   Summe  einer  unendlichen 
Beihe  ist  die  Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  ein- 
zelnen Glieder,  jedoch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüng- 
liche als  die  abgeleitete  Beihe  convergirt. 
Dass  in  der  That  dieses  Theorem  zu  gelten  aufhört,  wenn  die 
Beihe  der  Differenzialquotienten  divergirt,  kann  man  u.  A.  an  fol- 
gendem Beispiele  sehen.     £s  sei 

..  .         C08X    ,    cos2x    ,    co«3«    ,    co«4«    , 

/(*>  =  T"  +  "T"+ ^f- +  ""!"  +  •••' 

SclLlömiloh,  Analyilf.  11 
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80  convergirt  die  Reihe  z,  B.  für  a?  =  ^  ä  und  giebt  /( "TT )  =  —  3 

-f:  1  —  8  "f"  •  •  =?  "^  |'2;  wollte  man  nun 

f'ijß)  =  —  sinx  —  8in2x  —  sinZx  —  ain^tx  —  .  .  .  . 

setzen,  so  würde  für  «  =  Ja  folgen /' (—J  = — 1+1  — 1+1  ^^' 

und  diese  Beihe  hat  keine  bestimmte  Summe,  divergirt  also.  Dem- 
nach hätte  die  Tangente  an  dem  Punkte  der  Curve,  dessen  Abscisse 

X  =  \n  und  dessen  Ordinate  y  z=  /(-r-)  üt,  keine  bestimmte  Lage 

gegen  die  Abscissenachse ,  was  offenbar  keinen  Sinn  hat.  Der  rich- 
tige Werth  von  /'  (x)  findet  sich  hier  nicht  durch  Differenziation  der 
Beihe,  sondern  dadurch,  dass  man  erst  die  ursprüngliche  Beihe  sum- 
mirt  und  die  so  erhaltene  Sunune  /(x)  direkt  differenzirt. 
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Cap.  IX. 
Die  imaginären  Funktionen. 

§.  41. 
Die  algebraischen  Funktionen  complexer  Zahlen. 

Man  hat  sich  aus  Gründen,  die  im  Verlaufe  dieses  Capitels 
von  selbst  hervortreten  werden,  genöthigt  gesehen,  die  Betrachtung 
der  Funktionen  auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Yariabele 
eine  Zahl  von  der  Form  ^-|-^y/ZIi  ist;  man  nennt  solche  Zahlen, 
die  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Theile  bestehen,  com* 
plexe  Zahlen  und  bezeichnet  zur  Abkürzung  ^^^  gewöhnlich  mit 
i,  so  dass  die  Gleichungen  ^ 

1)    )•'  =  -!' 
<«•»  =  -  »■, 

stattfinden. 

Was  nun  die  Rechnung  mit  derartigen  Zahlen  betrifft,  so  heis- 
sen  zwei  complexe  Zahlen  gleich,  wenn  die  reellen  und  imaginären 
Theile,  einzeln  verglichen,  gleich  sind;  also  a?-j-yi=|-(-«j», 
wenn  «  =  |  und  y  =  i}.  Man  versteht  ferner  unter  der  Summe 
(*+yO  "f*  (^"f"*?*)  ^®^  Ausdruck  (^-l-l)  +  (y-f-i/)«,  so  dass 
die  Addition  complexer  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  geschieht,  als 
wenn  t  ein  reeller  Faktor  wäre.  Da  die  Subtraktion  das  Umgekehrte 
der  Addition  ist,  so  folgt  leicht,  dass  auch  für  die  Subtraktion  com- 
plexer  Zahlen  das  Verfahren  dasselbe  bleibt,  wie  bei  reellen  Zahlen, 
aUo  (-r+  Yi)  —  (x^yi)  =  CX—a)  +  (Y— y)t. 

Unter  dem  Produkte  der  complexen  Faktoren  a-\-yi  und|-4*i}t 
versteht  man  den  Ausdruck 

welcher  auf  dieselbe  Weise  gebildet  i^t    aIb  wenn  man  jene  Faktoren 
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nach  gewöhnlicher  Art  multiplizirt  und  i^  =  —  1  setzt.  Zur  Aus- 
führung der  Division  sei: 

i^y^  =  «+"•' 

so  folgt,  vermöge  des  hier  beibehaltenen  Begriffes  der  Division: 

mithin 

a  =  Xu  —  Tv  und  y  =  Xv  -\-  Yu, 

Bestimmt  man  die  Werthe  von  u  und  v  aus  diesen  Gleichun- 
gen, so  ist: 

a?4-y»  _  ^ä!-\-Yy    ,    Xy  —  Yx  . 
X+Y'i  ~  JS:2  _j_  Y2  "T  X2  +  72  ^' 

Dasselbe  würde  man  auch  erhalten,  wenn  man  Zähler  und  Nen- 
ner linker  Hand  mit  X —  Yi  multiplizirte  und  beachtete,  dass 
iX-lr  Yi)  (X—  Yi)  =  X2  +  r2  ist. 

.  Eine  andere  Art,  die  Multiplikation  und  Division  auszuführen, 
beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl  x-\-yi  auf  die 
Form  r(co8u-\'i8inu)  gebracht  werden  kann.     Aus 

2)  Ä-f-y «  =  r  (co*M  -|-  i  sinu)  =  r  coau-^irainu 

folgen  nämlich  die  Gleichungen  x  =z  rcoau  und  y  =1:1  rsinu^  und 

diese  geben: 

8)  «*+y^  =  **^  *^^  *•  =  V^*+y^ 

4)  -^  =  tanu.  mithin  u  =  Arctan  -^  +  äjä, 

a  sß 

wo  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  von  den  so  be- 
stimmten Grössen  r  und  u  nennt  man  die  erste  den  Modulus,  die 
zweite  das  Argument  der  complexen  Zahl x -|- yi.  Man  kann  jetzt 
die  Betrachtung  der  Zahlen  von  der  Form  x-^-yi  verlassen  und  statt 
deren  immer  Ausdi'ücke  von  der  Form  r  (coa  u  -|-  t  sin  u)  behandeln. 

Bei  der  Multiplikation  findet  man  leicht 
r(co5W-}-t«mu)  .  r'Ccoau'-^isinu') 

=  rr*  l(coa  u  coa  u*  —  ain  u  ain  u')  -\-  (coa  u  ain  u*  +  ain  u  coa  u')  i  ] 

=  rr'  [^coa  (u  -)-  «')  -)-  i  ain  (u  -|-  u')] . 
Durch  mehrmalige  Anwendung  desselben   Theoremes   gelangt 
man  leicht  zu  der  allgemeineren  Formel: 

ö)     ri(coÄ«i-|-t«nwi)  .  rz(^coati2-\-iainu2)'''r^(coau^'^tainu^ 
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Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division;  wenn  man  näm- 
lich Zähler  und  Nenner  des  Quotienten 

rjeosu  -[-  iainu) 
.    r*  (co8u*  -(-  i  sinu*) 

mit  ——  (coau'-Jf-isinu*)  multiplizirt,  so  geht  der  Nenner  in  die  Ein- 
r  '  , 

heit  über  und  man  erhält 

— -  [(coÄtt  C08U*  -f-  ainu  sinu')  -j-  («nu  coau*  —  coau  ainu')  i  ], 

d.  i.  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln: 

So  wie  man  bei  ganzem  positiven  m  unter  g^  das  Produkt  ver-' 
steht,  welches  aus  dem  Produkte  ZiZ^., .  z^  für  Zi  =  z^  .  .  .  =  z^g^ 
hervorgeht,  so  möge 

[r  (co3u  -j-  «  «n  «)]*'* 
dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Produkte  in  Nro.  5)  wird,  sobald 
sämmtliche  r  und  u  gleich  werden;  man  hat  dann: 

7)  [r  (coau  -|-  iainu)Y^  =  r*"  (co^mu  4"  t««f»tt). 

Diese  Formel  führt  den  Namen  desMoivre'schen  Theoremes; 
sie  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Exponenten  m  aus- 
dehnen, was  jedoch  für  unsere  Zwecke  nicht  nöthig  ist. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  Formel  7)  ist  folgende.  Man 
setze  r  =  1,  wende  auf  die  linke  Seite  das  Binomialtheorem  an  und 
vergleiche  die  reellen  und  imaginären  Theile;  man  findet  dann 

8)  coamu  =1  niQ  coa^ u  —  m^ coa"^"^^  u  ain^  u 

-j-  m^  coi'^''^'^  u  ain^  u  —  •  .  .  .  . 

9)  «n  m  M  =  %  co/'*^^  uainu  —  m^  coa^"^^  u  ärfi  u 

+  m^coa^^^uairfiu  — 

ein  paar  sehr  brauchbare  goniometrische  Formeln. 

§.  42. 
Die  binomischen  Gleichungen. 

I.  Dem  Mo i vre' sehen  Satze  zufolge  ist  für  ein  ganzes  posi- 
tives k: 

(      2kit  ,    .    .    2kn:Y  c.7     j_      •  oi  i    . 
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und  hierin  liegt  unmittelbar  die  Auflösong  der  Gleichung  d^  =  1, 
denn  man  braucht  nur 

2k7C   ,    .    .     2k:c 

X  =  cos r  t  sin . 

n  n 

zu  setzen  und  dem  k  irgend  einen  positiven  ganzen  Werth  zu  geben, 
um  sogleich  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  zu  haben. 

Für  ein  gerades  n  findet  sich  nun ,  indem  man  jb  =  0,  1,  2, 
8,  •  .  .  |n  setzt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?^  =  -(-  1  fol- 
gende sind: 

+  1,  -1, 

2  2  2  2 

cos  —  n  -\r  i  sin  ■ —  jr ,        cos  —  ä  —  t  sin  —  jr , 
n  '  n  n  n 

4  ...      4  4  .    .     4 

cos  —  je  -A-  t  stn  —  jr ,        cos  —  n  —  t  stn  —  « , 

n  ^  n  ^n  n 

6  ...      6  6  .    .      6 

cos  —  ^  -f-  t  sin  —  X ,        cos  —  TT  —  t  sin  —  n , 

n  ^  n  n  n 


1 


n—2        ,     .    .    n--2  n— 2  .    .    n— 2 

cos n  -4-  t  sin Ä,        cos sr  —  t  sin ä. 

n  ^  n  n  n 

Wollte  man  dem  k  grössere  Werthe  ertheilen,  so  würde  man 
keine  neuen  Wurzeln  erhalten. 

Für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich,  indem  man  n  =  0,  1,  2,  3, 
.  .  .  |(n  —  1)  setzt,  dass  die  Gleichung  «**  =  -(-  1  folgende  Wur- 
zeln besitzt: 

-        +1 

2  ...      2  2  .    .      2 

cos  —  jr  +  t  52n  —  7t ,  cos  —  tc  —  i  sm  —  jr , 

n  '  n  n  n 

4  ...      4  4  .    .      4 

cos  —  Ä  +  t  5m  —  jr ,  cos  —  x  ^—  t  sin  —  Jt , 

n  n  n  n 

6  ...      6  6  .    .      6 

cos  —  7t  -4-  i  sm  —  7t ,  cos  —  7t  —  i  sin  —  7t , 

n  ^  n  n  n 


n — 1         ,     .    .    n — 1  n — 1  .    .    n — 1 

cos 7t  -4-  i  sm sr,         cos 7t  —  i  sin 7t. 

n  *  n  n  n 

n.    Zufolge  des  Mo i vre' sehen  Theoremes  hat  man  auch 

und  darin  liegt,  indem  man 

(2k-\-l)7t   ,    .    .    (2ifc+l)Ä 

X  =  cos   ■ — ^—  X  I  sm ^  ■   ■ 
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setzt,  die  Auflösung  der  Gleichung  a^  r=  —  1.  Hier  sind  wiederum 
die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu  unterscheiden. 

Für  ein  gerades  n  ergeben  sich  f  ür  jfe  =  0,  1,  2, ....  |  n  —  1 
folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

1  ...      1 

cos  —  Jt  -f-  t  8in  —  jr, 

n  n 

3  3 

008  —  Ä  +  i  sin  —  Ä, 
n  n 

5  5  5  5 

cos  —  jr  +  I  sin  —  Ä,  cos  —  Ä  —  i  sin  —  «, 

n  n  n  n 


1 

1 

cos 

n 
3 

TT 

i  sm 

n 
3 

Ä, 

cos 

n 

9r 

~~~ 

t  stn 

n 

ar, 

n — 1        I   ..    .    n — 1  n — 1  .    .    n — 1 

cos TC  -{-  i  sm jr,         cos  n  —  i  stn jr, 

n  '  n  n  n 

welche  sämmtlich  imaginär  sind ,  wie  sich  erwarten  liess ,  da  jede 
gerade  Potenz  einer  reellen  Zahl  positiv  sein  muss. 

Bei  ungeradem  n  setze  man  jb  =  0,  1,  2,  .  •  .|(n  —  1)  und 
man  bekommt  folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

-  1, 

1  ...      1 

cos  —  jr  +  I  5m  —  TT, 

n  '  n 

3  ...      3 

cos  —  7t  -4-  t  stn  —  jr, 

n         '  n 

5  5 

cos  —  X  '\-  i  sin  —  ä, 


COS 

1 

n 

jr  — 

t  dm 

n 

;r. 

cos 

3 
n 

TT  — 

t  sin 

3 
n 

7t, 

cos 

5 
n 

Ä  — 

i  sin 

5 
n 

7t 

n— 2        ,     .    .    n— 2  n— 2  .    .    n— 2 

CO«  ' Ä  +  1  «n 7C ,        CO«  7t  —  t  stn  «. 

n  ^  n  n  n 

In  allen  Fällen,  wo.  sich  die  Theilung  der  Kreisperipherie  in 
2n  Theile  ausführen  lässt,  kann  man  die  Werthe  der  einzelnen  Co- 
sinus und  Sinus  näher  angeben ;  so  sind  z.  B.  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung Ä^  =  —  1 : 

—  ^i5T^2'         2  —     2 
ebenso  findet  man,  dass  die  Ausdrücke 

14-2      1— j      — l-ft      —1—i 

VF'    V^'     Vi    '     \/T 

die  Wurzeln  der  Gleichung  «*  =  —  1  darstellen. 
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§.  43. 
Die  Exponenzialgrössen  mit  complexen  Variabelen. 

Unter   der   Zahl    e   wurde    der    Grenzwerth    des    Ausdruckes 

/  1  \^ 

(  1  ~) j    für  unendlich  wachsende  ©verstanden;  demgemäss  ist 

1  z 

oder,  wenn  (az  mit  m  bezeichnet  wird,  woraus  -r-  =  —  folsd;: 

1)  ^  =  i,«[(i  +  ^)'»], 

imd  hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum  von  m.  Behalten  wir  die  vorstehende  Gleichung  als  Definition 
von  ^  für  alle  Fälle  bei,  so  ist  auch: 

2)  ^  =  i^[(.+l±li)"]. 

Der  angedeutete  Grenzwerth  lässt  sich  näher  angeben;  setzen 
wir  nämlich 

so  folgt:      ' 

-['+¥+^]^ 

4)  ton  '9'  =   , 

1  +  -^ 

'      m. 
und  die  Gleichung  2)  geht  unter  Anwendung  des  Moi  vre 'sehen 
,Theoremes  in  die  folgende  über: 

5)  c^+y«  =  Lim  Iq^  (cosm^-^  iain  m'6')]. , 
Darin  ist  für  q^  zu  setzen : 


wobei  man  beachten  mag,  dass  der  Ausdruck  —  -L -L-^ —   die 

m     '  7»2 
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Null  zur  Grenze  hat.    Bezeichnen  wir  denselben  mit  — ,    so  ist   u 
eine  unendlich  wachsende  Zahl  und  man  kann  jetzt 


~     2»» 


'•=('+i)'"=[('+i)r^ 

=[('+tTI 


setzen,  woraus  hervorgeht,  dass  Q^  für  unendlich  wachsende  m 
und  ft  gegen  die  Grenze  c^  convergirt.  —  Was  ferner  md'  anbe- 
langt, so  ist  offenbar 

mu  =  - — T  mton-O- 


tan  d"  tan  d"     -i     \_    ^  ^ 

■"    m 

bei  unendlich  wachsenden  m  hat  d"  die  Null  und r-    die    Einheit 

tan  d" 

zur  Grenze,  mithin  geht  md'  in  y  über;  statt  der  Gleichung  5)  kommt 

nunmehr  die  folgende 

6)  «*+y*  =  6«  (co«y 4-1  «ny), 

und  sie  enthält  die  Definition  der  Exponenzialgrösse  mit  complexer 
Variabelen. 

Für  ^  =  0  verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  einfachere 

7)  ey*  =  cosy  -[-  t  siny^ 

welche  man  leicht  mittelst  der  Reihen  für  e^,  cosz  und  sinz  prüfen 
kann. 

Setzt  man  in  Nro.  6)  a?  =  fc|  und  y  =  ä;ij,  so  ist 

^fcö  +  ijt)  _  ^fcl  (^^^jfe^  ^  ,.  ,,.,^15.^) 

=  [e^  (cosfj  -(-  I  sinrfyf^ 
und  man  erkennt  daraus,  dass  die  bekannte  Eigenschaft  (e^^  =  e^ 
auch  für  complexe  z  gilt.     Nimmt  man  k  =  la^  so  folgt  einerseits 

g/a  .  (l  +  '/O  =  («^0)5  +  »?»  — .ai  +  »?t, 
andererseits 

g/a  .  (l  +  i?t)  =  ß/a  .  I  (co«(Za.ij)-f  MinGa.ij)) 
'=  a^  [co«(ijZa)  -|-  »«n(ijZa)], 

und  wenn  man  dies  mit  dem  Ersten  vergleicht,  so  hat  man  als  De- 
finition der  Exponenzialgrösse  mit  beliebiger  Basis: 

8)  a^  +  '»*  =  a^  [co«(ijZa)  +  t«m(ijZa)]. 
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Eine  brauchbare  Anwendung  dieser  Theoreme  ist  folgende. 
Die  Gleichung  7)  giebt,  wenn  man  einmal  y  =  m,  das  andere  Mal 
ij  =  —  u  setzt: 

e^^  =  cosu  -f-  i  sinu^       e~~^^  =  co8u  —  isinu^ 
mithin  durch  Addition  und  Subtraktion 

.    2co«w  =  (e«**  +  e-«*Ö 
2isinu  =  (e^*^  —  ß— «*»). 

Durch  beiderseitige  Erhebung  auf  die  mte  Potenz  unter  Anwen- 
dung des  binomischen  Satzes  folgt  hieraus: 
9)  2»^  cos'^u  =  wioe'««^*  +  wii6C'^'-2)«z  ^  ^^(m-4)«t  _^  .  .  .  . 

10)  V^{^sirPu=i  m^e'^'*'  —  7nie(^-2)ui  ^  ^  ^(m-4)w  _  .  .  _ 

Hier  kann  man  jede  Exponenzialgrösse  wieder  in  Cosinus  und 
Sinus  mnsetzen,  und  nachher  die  reellen,  sowie  die  imaginären  Theile 
beiderseits  vergleichen.    Aus  Nro.  9)  erhält  man  auf  diese  Weise : 

2^  cos^u  =  m^coamu  -|-  miCOs(m — 2)w  -)-  rru^cosim — ^u-\-.,.. 

Dabei  lassen  sich  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  m 

unterscheiden.     Für  m  -=  2n   giebt  es  einen   mittelsten  Binomial- 

coeffizienten  (2  n)^  und  jeder  andere  Coeffizient  kommt  zweimal  vor, 

weil  immer  m^=  ''^m^h  ^^*»    vereinigt  man  daher  die  Glieder  mit 

/  gleichen  Coeffizienten  und  dividirt  nachher  durch  2,  so  findet  sich 

11)  22^-1  cob'^'^'u 

=  (2  n)o  C05  2  n  w-|-(2n)i  cos  (2n— 2)  w-j-(2n)2  005  (2» — 4)  m -(-.... 
..  .  +  (2<    iCos2w  +  i(2«)„. 

Für  ein  ungerades  m  dagegen  erhält  man: 

12)  22^»  005^^+1  M 

=  (2n  +  l)ocos(2w4-l)w  -f  (2n-fl)i  cos(2n—l)u 

+  (2n4-l)2  co5(2n— 3)m  +  ... 
...-(-  (2n-(-l)^_i  cosSu  -)-  (2n-|-l)yj  cosu. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  Nro.  10)  die  Fälle  eines  ge- 
raden imd  ungeraden  m  unterscheiden  und  gelangt  dadurch  zu  fol- 
genden zwei  Formeln:  .,; 

13)  (_i)n22n-l 


„2n 


II 


=  (2  n)o  C05  2  n  M  —  (2  n)i  cos  (2» — 2)  u  -f-  (2  n)2  cos  (2« — 4)  u  - 
...  +  (- 1)^-1  (2n)^_l  cos2u  +  (-1)^  li2n)^', 
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14)  (—1)^  2^«  «n2«+l  «• 

=  (2n-f-l)o  5m(2n+l)M  —  (2»+l)i  5m(2n— 1)m 

+  (2n-f  1)3  «w(2n— 3)m— ... 
...  + (-1)^-1  (2n  +  l)^^l««3t/+(—ir(2n+l)^«n,z. 

Die  hier  entwickelten  Gleichangen  bilden  gewissermassen  die 
Umkehrongen  der  unter  Nro.  8)  und  9)  in  §.  41.  gewonnenen  Be- 
ziehungen. 

§.  44. 
Complexe  Logarithmen. 

Behalten  wir  die  Definition  der  Logarithmen,  defzufolge  i  =  lz 
ist,  wenn  e^  =z  z  war,  unverändert  bei,  so  zieht  die  Gleichung 

e^+y*  =  eF  (cosy  -)-  iainy) 
die  folgende  nach  sich: 

a-^yi  =  l  [f  (coay  +  «  «»y)]. 

Hier  kann  man  «^  =  r,  also  a  =  Ir  setzen  und  y  durch  u  er- 
setzen; es  ist  dann  bei  umgekehrter  Anordnung: 

1)  Z  [r  (co8U  -|-  t  «nu)]  =  Ir  -^  ui. 

Da  sich  jede  Zahl  auf  die  Form  r  (cosu  -f-  t  Ämu)  bringen 
lässt ,  so  kann  man  mittelst  dieser  Formel  auch  den  Logarithmus  je- 
der reellen  oder  complexen  Zahl  finden.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
r  =  -f-  1  und  m  =  ±:2ä;ä,  wojfe  eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  bedeutet: 

2)  K+l)  =  ±  2fcÄi, 
und  für  r  =  1 ,  w  ==  +  (2 ib+  1)  7t: 

3)  Z(— l)  =  ±(2ib+l)Äi. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  auch  für  complexe  Logarithmen  die 
Formel  log  z  -^  logz'  =  log{zz*)  richtig  bleiben  muss;  denn  es  ist 
diese  Eigenschaft  der  Logarithmen  eine  Folge  der  Gleichung  0? .  c^ 
=  a^~l"^';  letztere  bleibt,  wie  man  leicht  finden  wird,  bei  complexen 
z  ungestört  und  also  muss  es  auch  die  Folgerung  von  ihr  bleiben. 

Verbindet  man  nach  dieser  Bemerkung  die  Gleichung  2)  mit 
der  folgenden 

/  [r  (co8u  —  i  sinu)"]  =z  Ir  —  ui 
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durch  Subtraktion,  so  erhält  man 

,  /co8  M  4-  2  sin  u\        ^     , 

l  I ! --_ — )  =  2  u  I, 

\co8u  —  t  sinu/ 

oder 

1        /"  1  +  I  tanu  \ 

/l  +  «\ 
Dies  kann  man  auch  durch  die  für  l  ( -j — = )  und    Ärctan  x 

gefundenen  Reihen  verifiziren,  jedoch  nur  unter  der  besonderen  Vpr- 
audsetzung-,  dass  tan  u  ein  echter  Bruch  ist. 


§.  45. 

Goniometrische  und  cyklometrische  Funktionen 
mit  complexen  Yariabelen. 


I.    Die  in  §.  43.  entwickelten  Gleichungen 


6«*  +  e 


, —  Ul  Ml  -— ttt 


1)  COS  u  = 1 :- ,     sinu  = --: 

können  wir  als  die  allgemeinen  Definitionen  von  cosu  und  sinu  an- 
sehen, weil  sie  in  der  That  zu  denselben  Reihen  führen,  wie  das 
Theorem  von  Mac  Laurin  bei  seiner  unmittelbaren  Anwendung 
auf  cosu  und  sinu.  Behalten  wir  diese  Definitionen  auch  für  den 
Fall  eines  complexen  u  bei,  so  ist  z.  B.: 


e 
2)  cos  (v  i)  =  — 


2 


3)  sin(vi)=  ^.  _  ^ 

und  überhaupt  allgemein: 

cosia+yi)  =  ^ : = L , 

^(x+yi)i  _  ^-^(x+yi)i         ^^y  _  ^-xi+y 
«m(a?4-yO  = ^, = r— . 

Mittelst  einer  kleinen  Reduktion  und  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  kann  man  diesen  Formeln  die  folgenden  Gestalten  ver- 
leihen: 
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4)  «n(a?-Hyt)  = stn  a  -f- 1  5 eosx^ 

5)  co«(a?-|-yt)  = ^- co«  «  —  t «n*. 

Behält  man  für  die   übrigen    goniometrischen  Funktionen  die 

gewöhnlichen  Definitionen  bei  (z.  B.  tan  ;p  = u.  s.  w.),  so  lassen 

sich  nunmehr  alle  goniometrischen  Funktionen  des  complexen  Bo- 
gens  X'\-y%  auf  die  Form  'ü-\-  Vi  bringen. 

IL  Für  die  cyklometrischen, Funktionen  benutzen  wir  ebenfalls 
die  gewöhnlichen  Definitionen  ungeändert ;  so  verstehen  wir  z.  B. 
unter  Aresin  (yi)  den  mit  y  gleichzeitig  verschwindenden  reellen 
oder  complexen  Bogen,  dessen  Sinus  =  yi  ist.     Setzen  wir 

6)  Ärcsin  (yi)  =27+  Vi, 
so  folgt  nach  dieser  Erklärung: 

yi  =  sin  {Ü'\-Vi) 

= ^-^ sinU  -4-  t : cos  U. 

Diese  Gleichung  kann  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dass«in27=0, 
mithin  coaü  =  1  und  zugleich 


ist ;  aus  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  erstens ,  dass  27  =  +  X;  sr 
sein  muss,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  dass  zwei- 
tens 

•     «^=y±\/i+F.    F=Ky±\/i+?) 

ist.    Durch  Substitution  in  Nro.  6)  hat  man  nun  weiter 

Arcain  (yi)  =  ±  2hn  -f-  il  (y  ±  v/T+y); 
wenn  aber  Ärcsin  (y  i)  mit  y  gleichzeitig  verschwinden  soll,  so  muss 
k  =  0  sein  und  es  darf  nur  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  ge- 
braucht werden;  demnach  ist: 

7)  Ärcsin  (yi)  =  t  Z  (y  +  \/l  +  y2). 

'  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  allgemeineren 
Ausdrücke  Ärcsin  (a-j-yi),  Ärctan  (x-^-yi)  etc.,  nur  fallen  die 
Werthe  von  U  und  V  etwas  verwickelter  aus. 
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§.  46. 
Beihen  mit  imaginären  Yariabelen 

Einer  der  grossen  Vortheile,  den  die  Benutzung  complexer 
Zahlen  bietet ,  liegt  darin ,  dass  man  aus  jed^r  Beihenentwickelung 
eine  neue  ableiten  kann,  indem  man  die  Yariabele  imaginär  werden 
lässt.     Gehen  wir  z.  B.  von  den  beiden  Formeln  aus: 

1)  coss=l-  —  -j-r;-^—^-j-^-^+... 

2)  «««  =  -1  1.2.3"'"  1.2. .5  ~  1.2,.7  +  ***' 

80  bemerken  wir  znnäcfast,  dass  dieselben  nicht  nur  ffir  reelle,  son- 
dern auch  ffir  imaginäre  x  gelten;   denn  man  erhält  für  x  =  vi: 

coKro  =  1  +  Y72  "^- r:2::4  "^- OTTTe  +  •  •  • 

«„  (.0  =  [^  +  HTTs  +  r^  + ]  '■' 

und  wenn  man  sich  an  die  für  e"  und  e  ^  geltenden  Beihenentwi- 
ckelungen  erinnert,  so  wird  man  bald  finden,  dass  die  erste  Beihe 
i (e^  -|-  «—*')  und  die  zweite  \  (e^  —  e^^ )  zur  Summe  hat ;  hier- 
mit gelangt  man  zu  den  in  §.  45.  unter  2).  und  3)  verzeichneten 
Formeln.  Wenn  nun  aber  die  Formeln  1)  und  2)  für  reelle  und 
imaginäre  a  gleichförmig  gelten,  so  müssen  auch  die  aus  ihnen  ab- 
geleiteten Gleichungen  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.'  Die  Sekanten- 
reihe z.  B.  ist  nichts  Anderes  als  das  Besultat  einer  Division  piit  der 
Cosinusreihe  in  die  Einheit,  welche  Division  für  imaginäre  Zahlen 
auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  reellen  Zahlen  geschieht ;  es  muss  daher 
auch  die  Formel 

8)  secx  =  -^=  l+iL^2_^,^L^-^-f  .... 

^  cosa  '    1.2         '     1.2. .4         ' 

f  ür  Ä  =  1?  i  gültig  bleiben ;  man  erhält  so  auf  sehr  kurzem  Wege 
das  Besultat: 

^        e^_^e-*'~  1.2   "^1.2.3.4        1.2...6"^'" 

Dasselbe  bleibt  offenbar  so  lange  richtig,  als  die  Beihe  ein^ 
bestimmte  Summe  besitzt,  d.  h.  convergirt;  da  nun  die  Beihe  nur  in  den 
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Vorzeichen  von  der  Reihe  3)  differirt  und  diese  fürjÄ>>Ä>  —  ja 
gilt,  so  kann  die  Richtigkeit  der  Formel  4)  ebenfalls  nur  unter  der 
Bedingung 

verbürgt  werden. 

Dieselbe  Substitution  x  =  vi  giebt,  auf  die  Tangentenreihe 
angewendet: 


6) 

«"  —  e- 

-V              1 

Tgv» 
1.2,8 

+ 

Tio* 

«"-!-«- 

1.2. .5 

2    >"> 

2 

» 

statt  der  linken  Seite  liesse  sich  auch 

«2f  _  1 

e^f  +  l 

=  1  — 

2 

*2' 

'+1 

schreiben ;  setzt  man  nachher  2  v  =  u  und  dividirt  beiderseits  mit  2, 
so  findet  sich  leicht: 

7^  1     .  _  1  _  iiü    ,         ^8^^ T,u^ 

gti^l         2         1.22"^  1.2.3. 2*        1.2..5.28  "^•" 

Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  nach  derselben  Methode: 

e^  —  t-""         '^         1 .  2  "^  1 .  2  .  3  .  4 
«  >  V  ^  —  ar, 
endlich  aus  der  Cotangentenreihe : 


9) 


il+Jl!  _  1  _i- lii  _  _^ü!_4_ 

«f  _  e-f  ~  i>  "^  1 . 2        1.2.3.4"^ 
Die  linke  Seite  lässt  sich  hier  in  folgender  Form  darstellen: 


e2.>_i      ^«2"  — r 

und  wenn  man  darin  2v  =  u  setzt,  so  wird: 

^^  e«_l—  M         2+1.2.22        1. 2.3.4. 2^  +  ---- 

23r>M>— 2ä. 
Die  Coeffizienten  i  1^,  \^V^  etc.  führen  den  Naimen  der  Ber- 
no Ulli' sehen  Zahlen,  indem  man  bezeichnet: 
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in  F2^^i_  2n  _ 

^^^  22n      —  22n(22n_i)  «^an- 1  — -^2n--l . 

Die  Formel  10)  nimmt  dann,  j;  für  u  geschrieben,  die  folgende 
Form  an: 

^^^  TITI  =^~7  +  ']r7~i.2.3.4  +  ---- 

Ganz  ähnliche  Ableitungen  neuer  Formeln  aus  früheren  gestat- 
ten unter  Anderm  die  Resultate  des  §.  34.  IH.,  indem  man  die  dort 
vorkommende  willkürliche  Grösse  ft  imaginär  werden  und  zugleich 
an  die  Stellen  von  simiz  und  cos(iz  ihre  neuen  Bedeutungen  treten 
lässt. 
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Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetzter 
Funktionen. 

I.    Allgemeine  Formeln. 

Die  Lehren  des  §.  12.  enhalten  insofern  eine  Lücke,  als  nicht 
nachgewiesen  wurde,  auf  welche  Weise  die  höheren  Differenzialquo- 
tienten einer  zusammengesetzten  Funktion  von  der  Form  z  =  /(y), 
wo  y  =  (p  (x)  ist,  entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  die 
Differenzialquotienten  von  f(j/)  in  Beziehung  auf  y  und  die  von  (p  (x) 
in  Beziehung  auf  x  genommen ,  bekannt  sind.  Wir  tragen  nun  das 
in  neuerer  Zeit  über  dieses  wichtige  aber^  nicht  leichte  Problem  Ge- 
leistete nach,  und  zwar  erst  an  dieser  Stelle,  weil' einerseits  die  ge- 
gebenen Entwickelungen  für  die  gewöhnlichen  Fälle  ausreichen,  an- 
dererseits weil  die  folgenden  Untersuchungen  erst  dann  fruchtbar  wer- 
den, wenn  man  die  Theorie  der  complexen  Beziehungen  damit  ver- 
knüpft 

Wir  gehen  von  der  Gleichung 

dx  •'  ^^^  dx 

aus,  in  welcher /' (y)  den  Differenzialquotienten  bedeutet,  der  da- 
durch entsteht ,  dass  man  f(y)  so  diff^erenzirt ,  als  wenn  y  unabhän- 
gige Yariabele  wäre.  Wendet  man  dieselbe  Regel  mehrmals  nach 
einander  an  und  berücksichtigt  dabei  die  Formel  zur  Differenziation 
der  Produkte,  so  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  folgenden  Gleichungen 

u.  s.  w. 
BehlOmiloli,  Analyili.  12 
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Aus  ihnen  geht  hervor,  dass  man  überhaupt  setzen  darf 

^M  =  //(y)  Fl  +  /"(y)  r,  + . . .  +  /»)(y)  r„ 

wo  li,  1^,  •  •  1^  gewisse,  noch  nicht  näher  bekannte  variabele 
Goeifizienten  bezeichnen ,  die  von  der  Natur  der  Funktion  /  unab- 
hängig sind.    Nehmen  wir  überhaupt 

Y  ^ 

wo  nun  Pj.  eben  so  unbekannt  wie  Yj^  ist,  so  stellt  sich  die  obige 
Gleichung  in  die  für  das  Folgende  bequemere  Form 

1)     ^  =  Ä /,(,)  + _^/.(,)  +  ,..  +  ^/n)(^). 
dar  1  ,1.2  1.2..n 

Da  Yj^  mithin  auch  Pj.  nicht  von  der  Natur  der  Funktion  /  ab- 
hängt ,  so  kann  man  für  f(y)  irgend  eine  speziellere  Funktion  wäh- 
len, wenn  man  auf  eine  Bestimmung  jener  Unbekannten  ausgeht. 
Nehmen  wir  /(y)  =  y*,  so  "wird  aus  Nro.  1)  unter  Benutzung  der 
bekannten  Symbole  für  die  BinomialcoefBzienten 

^  =  fhi'iy''-^  +  thP.y^-''  +  ....  +  ^n^nJ^-" 

oder  durch  Division  mit  y" ; 

yf      da^  y      "^     y2      "^---"^     yn     • 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  <lie  linker  Hand  angedeutete  Differenzia- 
tion  ausführen  lasse,  was  in  vielen  Fällen  (wie  z.  B.  y  =  «^)  sehr 
leicht  ist,. so  haben  wir  linker  Hand  eine  bekannte  Grösse,  die  wir 

P     P 

mit  Ä,,  bezeichnen  wollen;  rechter  Hand  können  wir  — i,  — |-  etc.  als  | 

^  y    y^  \ 

neue  Unbekannte  ansehen  und  dafür  die  Buchstaben  Qi ,  Qq  etc. 
brauchen;  für 

yf     dt^  ^     /         ^ 

ist  denmach 

^^  =  fh  Qi  +  /^  Q2  + +  f*n  ^-  I 

Um  die  mit  Q  bezeichneten  n  Unbekannten  zu  finden,  setzen  wir 
für  \u  der  Reihe  nach  1 ,  2,  3 ,  .  .  .  n  utid  haben  so  die  n  Glei- 
chungen 
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A  =  li  Qi 

^8  =  3i  Qi  +  32  Q2  4-  3«  Q» 


^n  =  '^i  Qi  +  »»a  Qa  +  "3  Qs  +  •  •  +  «n  Qn-  ■ 
Aus  diesen  könnte  man  der  Reihe  nach  Qi,  Q21  •  •  •  entwickeln, 
indem  man  den  Werth  jeder  Unbekannten  in  alle  folgenden  Glei- 
chungen einsetzte;  kürzer  ist  folgendes  Verfahren.  Man  denke  sich 
die  ersten  k  Gleichungen  von  den  obigen  n  hingeschrieben,  wobei 
jfe  <  n  ist,  multiplizire  sie  der  Reihe  nach  mit  äji,  —  ^1  -|-  A^  etc. 
und  vereinige  darauf  Alles,  so  wird 

4)  hÄi  —  hA-\-hÄs  —  ...-\-(,-lf+%Ak 

=  (ii  h  —  ^ih  +  hh-^ )  Qi 

—  (28  fc,  —  3j  Ä%  -I-  4,  ^4  — )  Qj 

+  (3«  *8  —  48*4-1-58^  —  .  .  •  0  Qa 


+  (-  D*  (a-l);fc_ifcjk_i    -  fcfc.l  fcfc)  Qfc_i 

Die  allgemeine  Form  der  in  Parenthesen^  stehenden  Reihen  ist 

Ä**»  -  (A+1)ä  *A+l  +  (ä  +  2)a  *A+2  - 

=  hoh  —  (*+l)i  *Ä+1  +  (Ä+2).  fcA  +  2  - 

oder  wenn  man  äj^J-i?  ^ä+2'  ^ä  +  8  •  •  •  ^i'irch  äj^  ausdrückt  und 
statt  Äo,  (Ä-)-lX>  (Ä-|-l)2  etc.  ihre  Werthe  setzt 

%[i  -  "T"  + rT2 

(fe— A)  (fc— ^-~i)(jb— ;^— -2)  ,      1 
1.2.3  +••••]• 

Für  fc  >  Ä  ist  dies  so  viel  wie 

h  (1  - 1)*'"''^  =  0. 
In  der  Gleichung  4)  verschwinden  demnach  alle  Reihen,  für 
welche  h  <^  k  ist,  d.  h.  die  Coeffizienten  von  Qi,  Q29  •••  Qfc— i  ^"^^ 
demnach  bleibt  rechter  Hand  nur  (—if+^Qk  übrig;  man  findet 
hieraus  sogleich 

Qj^  =  (—  1)«^+1  lk,A^-k,A,+hÄs  —  ...'] 
oder  vermöge  der  Werthe  von  Q  und  ^  aus  Nro.  3): 
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L  dar  dar* 

« 

Elann  man  also  überhaupt  den  DiflTerenzialquotienten 

dx^ 
für  ein  ganzes  positives  ft  entwickeln,  so  ist  jetzt  P^  vollständig  be- 
stimmt und  nach  Formel  1)  lässt  sich  nunmehr  auch  der   nte  Diffe^ 
renzialquotient  von  f(y)  ableiten.     Spezielle  Anwendungen   hiervon 
geben  die  nächsten  Abschnitte. 

n.     Entwickelung  von   — . 

dx"" 

Nehmen  wir  in  dem  allgemeinen  durch  die  Gleichungen  1)  und 

6)  ausgedrückten  Theoreme  y  =:i  ar^  so  ist 

dx^  da^ 

=  1  .  2  .  3  .  .  .  n  .  ((il\  0?."*^^ 
und  folglich  wird 

Bezeichnen  wir   den  von  x  unabhängigen  Theil  dieses  Ausdruckes 
mit  Ej^^  setzen  also 

6)    £;fc=(-l)*+ll.2...n[fciA„-*,(2A)„+ii(8A)„-....], 
80  haben  wir  die  sehr  elegante  Formel: 

Auf  die  speziellen  Fälle  /(y)  =  (a-|-y)"  und  f(y)  ==  l(a-j-y) 
angewendet,  liefert  sie  z.  B.  die  Differenzialformeln 
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So  lange  der  völlig  willkürliche  Exponent  A  nicht  besondere 
Werthe  erhält,  besteht  der  für  E]^  gegebene  Ausdruck  immer  au3  k 
Gliedern  und  lässt  sich  nicht  kürzer  zusammenziehen.  Es  giebt  je- 
doch drei  Spezial werthe  von  A,  bei  welchen  eine  Reduktion  jenes 
Ausdruckes  durch  Summirung  der  Reihe  ki  X^  —  fcj  (^^)n  ~l~  ^*^* 
eintreten  kann.  Das  hierzu  nöthige  Verfahren  beruht  indessen  auf 
fern  liegenden  Eigenschaften  der  Binominalcoefßzienten  und  ist  über- 
dies 80  umständlich,  dass  wir  uns  mit  einer  Angabe  der  gefundenen 
Resultate  und  mit  einem  Fingerzeige  zur  Prüfung  ihrer  Richtigkeit 
begnügen  müssen. 

A.  Für  X  =  —  1  lässt  sich  der  in  6)  verzeichnete  Coeffizient 
auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

^      '    ^ifc  =  (-l)'*(n— l)(n-2)...(fc+l)fc.n„_^ 


1.2.3..k 

und  die  Formel  7)  nimmt  jetzt  bei  umgekehrter  Anordnung  ihrer 
Glieder  die  folgende  Gestalt  an: 

_i_  (»-l)(n-2)...S.2.1n„_i     /j_\ 

Sieht  man  dieselbe  als  ein  vorgelegtes  Theorem  an,  so  kann 
man  sich  leicht  dadurch  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugen,  dass  man 
beiderseits  noch  einmal  differenzirt;  man  erhält  dann  nach  Vereini- 
gung aller  gleichartigen  Glieder  ein  Resultat,  welches  sich  von  dem 
obigen  dadurch  unterscheidet,  dass  n-f-l  an  der  Stelle  von  n  steht. 

B.  Für  A  =  2  lässt  sich  die  Formel  7)  bei  umgekehrter  An- 
ordnung folgendermassen  darstellen: 

11)     ^^=(2^)»/")(^3)+^(^(2^)n-2/«-lV)        , 
+  »(»-l)(«-2)  («-3)  ^^^^„_4^(„_2)^^^^ 

1    •    / 
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und  eine  ganz  ähnliche  Probe  wie  vorhin  zeigt  auch  hier  die  Rich- 
tigkeit des  Resultates. 

Nimmt  man  beispielweise  n=m —  1  und  f(y)  =  (1 — y)^'~'\^ 
so  ergiebt  sich  eine  sehr  bemerkenswerthe  Formel,  nämlich: 
,p--l(l— ^2)m~I 

+ ^5  a'^-^y/l—x^^—. . . .]. 

Für  a;  =  C08U  verwandelt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  in 
die  unter  Nro.  9)  §.  41.  summirte  Reihe;  es  lässt  sich  daher  statt 
der  vorigen  Reihe  die  Summe  sinnt u  =  sin (mÄrccos x)  substituiren 
und  dies  giebt 

1 2) = sin  (m  Ärccosx), 

C.    Für  A  =  5  geht  die  Gleichung  7)  in  die  folgende  über: 
13)    .n^/(\/^)^  /^W^3         njn-l)  /^~^)(v/;) 
dx""  (v/.r)^  2         (v/^)^+l 

.  (n+l)n(n-l)(n^2)/(^-^)(V^) 

2.4  (v/^)^+2 

(n+ 2) (n  -  3)/(^-_^)(v/^) 

2.4.6  (yJxY+^    "*""" 

die  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  Nro.  10)  und  Nro.  11)  prüfen  lässt. 
Für  f(y)  =  (1  +  «y)^**""^  findet  man  z.  B. 

(f>(l+ttV/^)^^-^^_1.3.5..(2n— 1)  a    /  l^-^ 

^  dx^  ~  2"  v/^V         T/        • 

Die  hier  mitgetheilten  Sätze  sind  von  der  mannichfaltigsten 
Anwendung,  theils  beim  Gebrauche  der  Theoreme  von  Taylor  und 
Mac  Laurin,  theils  in  der  Integralrechnung;  sie  sind  zugleich 
die  Mittel,  um  zahlreiche  algebraische  Sätze  zu  entdecken.  Sobald 
es  nämlich  glückt,  eine  und  dieselbe  Funktion  auf  zwei  verschiedene 

Weisen  zu  diflerenziren     z.  B. nach  Formel  3)  in  §.  12.  und 

nach  Formel  11)  f  ür /(y)  =  - 1,   so   giebt    die    Gleichstellung 

der  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Differenzialquotienten  au- 
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genblicklich  ein  algebraisches  Theorem ,  welches  meistentheils  mit 
dem  binomischen  Satze  einige  Aehnlichkeit  besitzt 

m.    Entwickelung  von  — . 

Die  in  Nro.  I.  verzeichneten  Formeln  gehen  für  y  =  «*  in  die 
folgenden  über: 

Bezeichnen  wir  den  von  or^  unabhängigen  Theil  des  Coeffizien- 
ten  P^  mit  K^^  so  dürfen  wir  die  vorstehenden  Formeln  durch  die 
folgenden  ersetzen: 

1.2..n 
16)  i^jfc  =  (—  1)*^+^  [^h  —  2'*ifc2  +  3«ifc8  —  .  .  .]•' 

Auf  den  Spezialfall  /(y)  =  (a-|-y)^  angewendet,  giebt  die 
Gleichung  16): 

17)  ^  («+«'y 

und  Qoch  spezieller  für  f4  =  —  1 : 

...  +  (_l)n-lZ„(-^)"] 
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Etwas  symmetrischer  wird  diese  Formel,  wenn  man  rechter  Hand 

setzt  und  die  angedeutete  Multiplikation  ausfuhrt;  man  findet  so: 

-.(;f;.)-<-^)'+-+'-«--C-f,r' 

und  darin  ist  überhaupt  Jjj.  =  Äj^.  -f-  -^jfc  _  1  oder ,  nach  Einsetzung 
der  Werthe  von  Kj^  und  Ky^  _'i,  sowie  nach  hinreichender  Reduktion 

20)  Jjj.  =  (_  i)fc-f  1  [-in(;j._i)^_2n(^_l)^^3n(^_l)^_,j. 
Für  a  =  1   und  wenn  man  nach  geschehener    Differenziation 

Ä  =  0  setzt,  ergiebt  sich  aus  Nro.  19), mit/(j?)  bezeichnet, 

/'')(0)  =  _  -i. J,+A.y,  _  .  .  .  +  ^^^^+1. 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  folgt  andererseits  aus 
Nro.  7)  in  §.  46 : 

mithin  durch  Vergleichung  der  iur/W(0)  gefundenen  Werthe: 

21)  2;  =  (_l)iCH-l)[J'^l-2i7„+2V„_i-237„_2  +...]. 

Hierin  liegt  eine  direkte  Bestimmung  der  Tangentencoeffizien- 
ten,  insofern  man  7^^  findet,  ohne  die  Vorgänger  dieses  Coeffizienten 
berechnet  zu  haben.  Für  den^  praktischen  Gebrauch  ist  es  indessen 
bequemer,  die  Formel  6)  des  §.33  zu  benutzen  und  aus  ihr  succes- 
sive  die  Tangentencoeffizienten  so  wie  die  damit  verwandten  Zahlen 
abzuleiten. 

Um  noch  eine  elegante  Anwendung  der  mehrfachen  Difi'eren- 
ziationen  zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung 

1  +  «^4.«2x  ^  ^3a:  _[.  _  .  _|_  g(*-l>  -^ ^"^  —  1 


c*  —  1  X 

aus,  bezeichnen  den  ersten  Faktor  rechter  Hand  mit  9?(ä),  den 
zweiten  mit  ^(j?),  difilerenziren  mmal  nach  der  Regel  fiir  die  Difi^e- 
renziation  der  Produkte,  und  setzen  zuletzt  or  =  0 ;  es  ergiebt  sich  so : 
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im_|_  2^-1-  3^  +  .  .  .-f  (3  —  1)»» 
=  g)  (0)  ^ W  (0) -j- rn^  g,/  (0)  ^(^^-l)  (0)  +  mj  g?"  (0)  ^("»"2)  (0)  + . , . 
Mittelst  der  Formel  12)  in  §.  46  findet  man  augenblicklich: 
y  (Ö)  =  1,  gj'CO)  = -^  ^,  qpin(O)  =  <pV(0)  .  .  .  =  0 
9(2^)  (0)  =  (—  1)*^+^  ^2ik-l- 
Ferner  hat  man  vermöge  der  Exponenzialreihe : 


^(^)  =  T  +  r2^  +  TTi:i^^  + 

mithin 

Setzt  man  die^e  Werthe  ein  und  fügt  beiderieits  s"^  hinzu,  so 
ergiebt  sich  die  Formel 

22)  im  _|.  2^  +  3"»  -f +  «"* 

,w+l 

— .1 l_  1  »m    I     1«,    D  -m— 1  1^    D  ,??i— 3     I 

—  ml    1     '    ^        -|- 2%/Ji«  — 5^8^/85  -f-  .  .  .  . 

Die  Werthe  der  B er noulli' sehen  Zahlen,  aus  den  Tangenten- 
vcoeffizienten  abgeleitet,  sind  Bj  =  ^,  •2?3=jjj,  B^  =  ^^^  B^:=^^^  etc. 

Durch  die  allgemeine  Formel  zur  Differenziation  von  /(e^)  er- 
ledigt sich  zugleich  die  Differenziation  zusammengesetzter  trigono- 
metrischer Funktionen;  drückt  man  nämlich  die  vorkommenden 
Sinus,  Cosinus  etc.  durch  Exponenzialgrössen  aus,  so  bleibt  am 
Ende  immer  nur  eine  Funktion  von  «^*  übrig,  die  sich  nach  den 
obigen  Formeln  behandeln  lässt. 

<P  f(lx) 
IV.    Entwickelung  von — =^-^^-^. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  in  Nro.  I.  zur  Entwickelung  der 
höheren  Dilferenzialquotienten  von  f(y)  bedient  haben ,  passt  nicht 
auf  den  Fall  y  =  Zo?,  weil  der  nte  Differenzialquotient  von  yf^=(lxy^ 
nicht  unmittelbar  bekannt  ist.  Wir  schlagen  daher  einen  anderen 
Weg  ein.  Differenzirt  man  /(Z^)  mehrmals  hinter  einander,  so  wird 
man  bald  zu  folgendem  Bildungsgesetze  geführt: 

23)  ^U  -^[/^"hlx)-Cfi-^)Q.)-\-C,f^-^Hls)-., 

dar  ar 

...  +  (_i)«-ic„_i/ (/«)], 
12* . 
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worin  Ci ,  (^ ,  •  .  .  C^^^i  gewisse  Zahlencoeffizienten  bedeuten ,  um 
deren  Bestimmung  es  sich  nur  noch  handelt.  Man  gelangt  hierzu 
am  einfachsten  durch  die  spe:;ielle  Supposition  /(y)  =  e'f^y^  bei 
welcher  es  sehr  leicht  ist,  sowohl  re<5hte5  Hand  die  Differenzial- 
quotienten  /'  (y) ,  /"  (y)  etc. ,  als  auch  links  unmittelbar  deü  DiiFe- 
renzialquotienten  von  /(läi)  =  d?""^  zu  entwickeln.  Nach  gehöriger 
Hebung  findet  man: 

24)  ^(^+i)(^4.2)..  .  .  ((i+n-1) 

=  f*'*  +  Qf*'*-^  +  Q(t^-2  +  .  .  .  +  ^n-lf*    . 
und  es  ergeben  sich  jetzt  di^  Coeffizienten  C  durch  wirkliche  Aus- 
fiihrung  der  angedeuteten  Multiplikation,  nämlich 
Q  ==  1  +  2+3+..  .+n— 1 
Q  =  1.2  +  1.3  +  1.4  +  ---  +  l-(w— 1) 
+  2.3  +  2.4  +  ...+ 2. (n—1) 
+  3.4+'...  +  3.(n— J) 


+  (n_2)(n-l) 
u.  8.  w. ; 

überhaupt  ist  Q  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  ...  (n — 1),  Cj  die 
Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen),  jede  solche* Ambe  als  Produkt  angesehen,  Q  ist 
in  gleicher  Weise  die  Summe  der  Temen  u.  s.  f.  Nennt  man,  wie 
es  in  neuerer  Zeit  üblich  geworden  ist,  den  Ausdruck  f4(fi+l) 
(f4+2)...(ft  +  n — 1)  eine  Fakultät  des  nten  Grades  [in  Zeichen 
(fi,  +1)^*],  so  sind  Q,  ^2,  .  .  .  die  Fakultätencoeffizienten  des 
Exponenten  n;  ^r  besseren  Hervorhebung  des  Grades,  zu  welchem 
die  Coeffizienten  gehören ,  schreibt  man  gewöhnlich : 
nri     nrt     nn  nn 

wobei  der  erste  Coeffizient  jederzeit  den  Werth  1  besitzt. 

Aus  der  Formel  23)  ergiebt  sich-  z.  B.  für  f(y)  =  y*  und  bei' 
umgekehrter  Anordnung  der  Glieder: 

Bei  ganzem  positiven  ft  muss  man  hier  unterscheiden,  ob  n<^fi 
oder  ob  n  >  f4  ist;  im  ersten  Falle  kommen  in  der  Formel  25) 
innerhalb  der  Parenthese  rechter  Hand  n  Glieder  vor,  beim  zweiten 
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Falle  dagegen  werden  die  Glieder  =r  0,  in  denen  die  Anzahl  der 
gemachten  Differenziationen  grösser  als  fi  ist ;  die  Formel  lautet  dann 

+  ...  +  (- ly+i  «c„_^  ,»0»- 1) ...  2 . 1]. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  (Ixy  harz  mit/(«)  bezeichnet  wird: 

26)  /»)  (1)  =  (—  1)'H-/'  »C„_^  1 . 2 . 8 . . .  (t. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.   Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

/(l-f-»)  =  J/i  — |Ä»  +  |Ä»—  ... 
1>A>— 1 
auf  die  fite  Potenz,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

PCl+Ä)]/*  =  Aoh."  +  Aihf+^  +  Athf+^  +  .  .  . 
1>A>-  1 
und  vermöge  des  Tajlor'schenSatzes  müssen  hier  die  Gleichungen 
stattfinden ; 

"**  —  iXT]!'  "*»  —  i.2..0t+X)'  "•  '•  ^* 

worin /(«)  =  (Ixy  ist.     Mittelst  der  Formel  26)  erhält  man  jetzt: 

27)[/(i+A)]."=^q,A."-^+^Q^^+^+'q.^"^^^.^^-.. 

1  >  A  >  -  1. 
Ein  zweites  Beispiel  itir  die  Formel  28)   bietet  die  Funktion 

dar,  indem  man  /(y)  =  - — j-—  setzt;  in  ähnlicher  Weise 


1  4-  /x  "•" '  ""*'•"  —  /v^/  ""  1  +  y 

wie  vorhin  ftihrt  die  gewonnene  Differenzialformel  sogleich  weiter, 
indem  sie  unter  Anwendung  des  Theoremes  von  Taylor  die  Coef- 
fizienten  der  Reihe 

—  Ao-\-Aih-\-Ath*-\- 


l  +  id+Ä) 

bestimmt.     Die  vorstehende  Gleichung  gilt  übrigens  aus  nahe  lie- 
genden Gründen  nur  von  solchen  ä,  welche  zwischen  den  Grenzen 

1  und  -4-  1  enthalten  sind. 
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Cap.  .X. 
Fündamentalsätze  der  Integralrechnung. 

§.  47. 
Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Funktion  F{x)  und  ihres  Differenzial- 
quotienten  F*  (a)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben ,  nämlich 
entweder  F'ix)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  i^(d;)  zu  finden, 
wenn  F*  (ai)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differenzialrechnung ,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Funktion  mit  /(^),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Funktion  F(a)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f(x)  der  Differenzialqüotient  ist. 

Eine  direkte  Lösung  dieses  Problemes  lässt  sich  aus  dem  Be* 
griffe  des  Differenzialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichimg 

.)  ^(£+4zi£W  =/(.,  +  , 

benutzt,  in  welcher  q  eine  mit  d  gleichzeitig  verschwindende  Grösse 
bezeichnet.    Giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

setzt  darin  der  Reihe  nach 

a  =  a,   a  +  *i,    a  +  Äi  +  tf»,  .  .  .  a -f- «i  +  .  .  .  +  i,>_l, 
(5  =  Äi ,      da ,  Äs  1  •  .  •  *n 

und  bezeichnet  die  verschiedenen  Werthe  von  q  ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  ^i ,  ^s,  •  •  •  9^^  so  finden  folgende 
Gleichungen  statt: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


192  Cap.  X.    §.  47.    Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

i?- (a_j_tfj)  _  i?  (a)  =  /  (a)  dl  +  9,  dl 
Fia+8^-\-8,)-F (a+  ÖJ  —  / (a+ö,)  d,  +  p» Ä» 


J'(a+«i+..+«J-J'(a+«i+..+«„_i)=/(a+Öi+..+5„_i)Ä„+eA 
Die  Addition  aller  dieser  Beziehungen  giebt  linker  Hand  das 
einfache  Resultat  JF^Ca-j-  di  -j-  Ä2  -f- . . .  -f-  Ä^)  —  -^  (a)  9  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  FQc)  innerhalb  des  Intervalles  «  =  a 
hia  w  =  a  -f-'  Äi  -f-  •  .  •  -f-  Ä^  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
erleidet.  Denn  wenn  sich  JP  (a  -f-  d{)  gegen  —  i^  (a  -j-  Äj),  ebenso 
jP  (a  -f-  Äi  -f-  ^2)  gegen  —  J^Ca-j-  dj  -j-  dg)  etc.  heben  oder  über- 
haupt F  (af)  —  F  (a?)  der  Null  gleich  sein  soll,  so  darf  der  Minuen- 
dus  keinen  anderen  Werth  als  der  Subtrahendus  besitzen ,  es  muss 
also  F(a  —  0)  ==  F  (x  -\-  0)  sein ,  wenigstens  für  alle  hier  vor- 
kommenden speziellen  Werthe  von  a?,  und  hierin  liegt  unmittelbar 
die  oben  ausgesprochene  Bedingung  der  Continuität  von  F  (a?).  Da- 
mit diese  sicher  stattfinde,  müssen  wir  nach  §.29  (Seite  121)  vor- 
aussetzen ,  dass  F'  (x)  =  f(jc)  stetig  bleibe  von  a  =  a  bis  x  =  a 
-f-di-}~..-(-d^,  und  haben  jetzt  durch  die  erwähnte  Addition 

i^(«  +  <Ji  +  «2  +  .  .  .  +  *n)  ~  -f  («) 

=  /(«)   Äl   +  /(«  +  *l)  «2  +  /(«+*!  +Ö2)   Ö8   +  .   .   . 

•  .  .  +/(a  +  *,-f-Ä,  +  .  .  .  +  Ä„_i)  K 
-\-QiSi-\-  Q3  *2  +  93*8  +  ...  +  Qn  an- 
wählen wir  die  beliebigen  Grössen  Si,  82,  •  .  .  Sf^  so,  dass 
ihre  Summe  b — a  beträgt,  so  ist  auch 

2)  Fib)  -  Fiä)  _  [91 Ä,  +  Pj  «j  +  .  .  .  -f-  Qj^ 

=  /(«)«!  +/(«+3i)  «2  +  /(a+«i  +  «2)  «8  + 

.  . '.  +  /(«+«! +*2  +  .  .  .  +  Ä„-i)  *„, 
wenn  nämlich  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  w  =  a  hia  x  =  h  keine 
Unterbrechung  der  Continuität  erleidet.  Den  Betrag  der  Produk- 
tensumme ^lÄj  -j-  P2Ä2  -|-  .  .  .  -|-  p„i5„  können  wir  leicht  in  zwei 
Grenzen  einschliessen ;  ist  nämlich  Q*  die  grösste  und  q'*  die  kleinste 
unter  den  Grössen  ^i ,  Q^t  -  *  •  Qn^  wobei  es  nur  auf  die  absoluten 
Werthe  ankommt,  so  hat  man  offenbar,  wenn  einmal  q'  und  das  an- 
dere Mal  Q*'  an  die  Stelle  aller  Q  gesetzt  wird 

91  «1  +  92*2  +  ...  +  9n*«  j  ->  ^„(^^  +  Ä,  4   .  .  +  i^ 
und  weil  Äi  -f-  Äj  -f-  .  .  -|-  d„  =  J  —  a  war 

3)  (f>  (6_a)  >  ^1  «1  +  ^, «j  +  .  .  ^„Ä„  >  Q»  (6-0). 
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Lassen  wir  ^etzt  a  und  b  unverändert,  verkleinem  dagegen  die 
beliebigen  Grossen  Äi,  Ä21  •  •  •  ^n'  wodurch  sich  ihre  Anzahl  fort- 
während vermehrt ,  so  werden  auch  Qi^  Q^^  •  •  .  Q^^  immer  kleiner, 
und  was  von  jedem  g  gilt,  muss  gleichförmig  von  Q*  und  Q"  gel- 
ten; wenn  demnach  sämmtliche  ä  die  Null  zur  Grenze  erhalten,  so 
verschwinden  Q'y  (>",  ebenso  die  Ausdrücke  Q^  (b  —  a)  und  Q''(b  —  d) 
und  es  ist  folglich 

Lim  [pi  dl  -f  Q2S2    j-  .  .  .  -|-  Pn  */J  =  ^• 
Indem  wir  dieses  Resultat  benutzen,  ergiebt  sich  aus  der  Glei- 
chung 2): 
4)  F(,b-)  —  F(a) 

=  Lim  [/(a)  «1  +/(a+d,)  8^  + /(a-f-«! +«,)  Ä,  +  .  . 
..+/(a  +  Äi  +  <J,+..  +  «„_i)5J 
und  damit  ist  die  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende  freisteht, 
X  für  b  zu  schreiben,  und  da  im  üebrigen  die  Operationen,  mittelst 
deren  F(x)  aus  f(x)  abgeleitet  werden  kann,  klar  vorliegen.   Nimmt 
man  um  grösserer  Einfachheit  willen  die  beliebigen  di ,  Ä2 1  •  •  •  ^« 
gleich,  also  nö  ■=  h  —  a,  so  wird 
.5)  F{h)  -  F(a) 

=  Zim  {[/(a)+/(a+Ä)+/(a  +  2ö)  +  ..,+/(a-f  ^=1«)]«  } 

n 
Hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum  der  Zahl  n,  in  Folge  dessen  Ö  die  Null  zur  Grenze  hat;  /(a?) 
muss  continuirlich  bleiben  von  a:  =  a  bis  x  z=z  b  *). 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  wäre  folgendes  Es  sei  einfach 
fix)  =  ar,  mithin  F(x)  die  unbekannte  Funktion,  deren  Difierenzialquotient 
X  wäre,  so  wird 

F(6)-F(a)  

=  Lim  {[a  +  (a  +  a')  +  (a  +  2cr)  +  ...  +  (a  +  n-.ld)]cr  } 

=  Lim  {na(f-|-(l  +  2  +  3-f-...  +  ^^=^)<r«  } 

=  Lim  {an^  +  ^^^^  cT«} 

und  wenn  man  für  <f  seinen  Werth ^ —  einsetzt: 

n 

F(Jb)  -^  F(ä)  =  Um  {   a{h  —  a)  +  l  (b  —  a)  {b  —  a ^)} 

=  a  (h-a)  +  l(h  —  ny 

Schlömilch,  Analysi«.  13 
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Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(ai)  d  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 
F(h)  —  F  (a)  =  Lini  2  f(jc)  Ä, 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  für 

a?  =  a,a-}-8,  a-(-2Ä,  ...a-j-n  —  1  8 

aus  f(jB)  8  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

h 
F(h)  —  F  (a)  =  Lim  E  f(jc)  8, 
a 
wobei  nur  zu  merken  wäre,  dass  a  der  erste  Werth  von  ät,  dass  jeder 
folgende  Werth  um   8    grösser   und  dass  endlich  h  —  8  der  letzte 
Werth  von  x  sein  soll.     Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^ x  bes- 
ser als  d,  also 

h 
F  (h)  —  F  (a)  =  Um  S  fix)  ^  x.  ' 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim 
erspart  werden,  wenn  man  sich   erinnert,   dass  bei  unendlich  wach-» 

senden  n  der  Ausdruck  =  8  =z  dx  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

(Seite  10),  und  dass  diese  unendliche  Abnahme  ^&^^  x  kürzer  durch 
das  Zeichen  des  Differenziales  (ßx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

h 
F  (b)  —  F  (d)  =  E  f(x)  dx, 
a 
wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  Be- 
zeichnung ist  nun 


6) 


F(b)  —  F  (a)  =   f  fix)  dx. 


Daraus  folgt,  indem  man  x  für  h  schreibt: 

oder,  wenn  der   von  x  unabhängige  Theil  F  (a)  —  \a^  mit  C  bezeichnet 
wird : 

wo  nun  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  In  der  That  wird  F*  (x)  =  ar, 
wie  verlangt  wurde. 
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Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  =  a.und  x  =  b  genommene  Integral  V^on 
/(^)  da!  oder  auch  das  bestimmte  IntegrsCl  von  f(js)dx^  ge- 
nommen von  X  r=  a  bis  x  =  h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,    die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Ausdruckes  kennen  zu  lernen,  wenn  wir  auch  jetzt  nicht 
Fig.  28.  tiefer  darauf  eingehen.  In  Fig.  28 

sei  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
OM'=zx  die  Abscisse,  MP^=/\.r) 
die   Ordinate   und  die   von  einer 
beliebigen    aber   festen  Ordinate 
Q  R  nn  gerechnete  Fläche  QRPM 
=  F(x),  dann  bedeutet  F(b)  — 
F(d)    eine  Fläche,    welche    die 
Strecke  b  —  a  der  Abscissenachse 
zur  Basis  hat;  für  OA  =  a  und  OB  =  b.  ist  demnach 
F  (h)  —  F(d)  =  Fläche  ABDC, 
Man  wird  sich  ferner  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differenzialquotient  von  F(.t)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F{x)  ist  oder  in  Zeichen 
d  Fix) 


7) 


dx 


=  /(^), 


Pass  also  hier  zwischen  F(x)  und  /(x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet 
welche  wir  vorhin  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F^x)  oder 
F(l>)  —  F(a)  durch  f(x)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische 
Bemerkung,  dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteckf  ör- 
miger  Streifen  vorstellt;  für  MM*  =z  ^ x  wäre  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  =  f(jjc)  ^  x ,   mithin  näherungsweisc  * 

h 
F(b)—F{d)  =  Efix)Jx 

a 
und  genau 

F  (6)  —  F{a)  =  Lim  S  f{x)^x  =    (  f{x)dx, 

a 
was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  FQi)  —  F(ß) 
aus  f(x)  hat  nun  zwar  den  Vortheil,  ganz  direkt  zu  sein  imd  die 
auszuführenden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachheri- 
gen Grenzenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet 

18* 
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an  der  Schwierigkeit,  daas  die  genannten  Operationen  nur  selten 
ansfüHrbar  sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird. 
Man  ist  daher  genöthigt,  einen  indirekten  Weg  einzuschlagen,  wel- 
cher darin  besteht,  dass  man  ;ron  einer  Funktion  F(ß)  den  Differen- 
zialquotienten /(a?)  oder  das  Differenzial /(^)  dx  entwickelt  und  durch 
ein  neues  Zeichen  den  Rückgang  von  f(ai)da  zu  jP  (a)  ausdrückt. 
Demgemäss  versteht  man  unter  dem  Symbole. 

8)  f  fix)dx 

jede  Funktion ,  deren  Differenzial  =  f(je)  dx  ist  und  nennt  den  in 
8)  verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von 
/(jp)  dx.  Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF{x)  =  f(x)dx  h\  *o 
kann  man  umgekehrt 

9)  f  ^^""^  dx  =  Fix) 
oder  auch 

10)  I    f  ix)  dx  =  F  (x)  -f  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fallen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge> 
sprochenen  Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  uÄbe- 
stimmten  Integrale  eine  willkürliche  Constante  anzuhängen. —  Durch 
beiderseitige  Diflerenziation  der  Gleichung  9)  gder  10)  ergiebt  sich 

dl   f  ix)  dx  =  d  F  (x)  =  f  ix)  dx^ 

woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nunmehr  auch  das 
bestimmte  Integral  wiederum  herleiten;  denn  setzt  man  nach  ge- 
schehener unbestimmter  Integration  einmal  x  =  b^  dann  x  =  a^  so 
folgt  durch  Subtraktion 

\x=rh)  h 

r  fix)  dx  —    j    fix)  dx  =  Fib)  —  Fia)  =    /  fix)  dx. 
(x  =  a)  a 

Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass/(a?)  innerhalb  der  Grenzen  x=a 
und  X  =  b  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modifikation,  die  wir  später  erörteJrn  werden. 
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§.  48. 
Die  Fundamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differenzialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf.    Aus  der  Differenzialformel 

welche  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  ft  =  — r-  1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

x^  dx  =        ,       4"  Cönst.^  ffr  ^  —  1. 
Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

aus ,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2) 

Die  Differenzialformel 


Jia+bxTdx  =  ^"'^^^^^  +  Const,  /*  ^  -  1- 


dlx  =  —  dx 

X 

giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt, 

3)  /    —  =z  Ix  -\-  Cofist. ; 
allgemeiner  folgt  aus  Formel  3)  in  §.  7 : 

4)  /  J^  =  T  '  («+**)  +  <^onst., 

womit  für  den  Ausnahmefall  ft  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2> 
die  Entwiekelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben 
Verfahrens  leitet  man  aus  der  Differenzialformel  4)  des  §.  7  die  fol- 
gende Integralformel  ab : 

r       dx  i  I    ^ 

welche  nur  den  speziellen  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt ; 
ferner 


/ 


dx                1       .           ß^    t .  ^ 
-ir~\ — oT^o  ==  — ä  ^rctan H  Consta 
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oder  für  «^  =  a,  ^2  =  J,  wo  nun  a  und  b  nothwendig  positiv  sein 
müssen: 

6)  /  — 7-r-o  =  T7=  Ärctan  -77=-  +  Const 

'   Die  Formel  6)  in  §.  7  giebt  bei  gleicher  Behandlung 

oder 

J  a  —  bx^        iY^      \Ya—xVb/^ 
wobei  a  und  6  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Ans  Formel  7)  in  §.  7  folgt 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalfbrmeln, 
in  denen  algebraische  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  untei:  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Die  Gleichung  8)  in  §.  7  liefert  femer  die  Integralformel 


h 


dx 


oder  für  a^  =  a,  /J^  ^^^  6,  wo  nun  a  und  i*  positiv  sein  müssen 
aus  der  Gleichung  9)  des  §.  7  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 


/ 


—       ■     ■  =  — z-   Arcstn \-  Const,^ 

Va2_^2^  ß  a    ^  ' 


oder  für  positive  a  und  b 

/dx  1  a?  V^ 

^j  =  TT==^  ^Ärcsin     ^„^  -|~  (7on«t. 

Die  Differenzialformeln   10),   11)  und  12)  des  §.  7  führen  zu 
den  entsprechenden  Integralformeln: 


11) 


rxdx_  _  yj±b^ 

/dx  X 

/xdx  i 
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Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundfornieln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  13)  in  J.  7  folgt  weiter 

14)  /  Udx  =  X  {Ix—  1)  -f  CmBt. 

Ferner  aus  der  bekannten  Formel 


(^>- 


"'  dx 
\  a  / 

umgekehrt 

/^ax 
e^^dx  = f-  Const. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 

von  logarithmischen  oder  Exponenzialfunktionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um : 

,  /      C08ax\                       ,          _  /8inax\ 
di )     =8inaxdx^    dy I     =cosaadx^ 

,/      lcosax\        ^           ,         ^/lstnax\ 
rf  I 1  =  tanaxdx^    d  ( I  :^  cotnx  d 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln: 

/cosax 
8tn  ax  dx  = -|-  Const, 

17)  j  cos  ax  dx  =  -| -j-  Const 

C  ,  l cosax    .    ^ 

18)  I  tan  ax  dx  = [-  Const 

r  ■,  ,    Isinax    .    ^ 

19)  /  cot  ax  dx  =  -^ (-  Const. 

Die  Gleichungea.16)  und  17)  in  §.  7  geben  ferner 

r dx __      1  fa-\-ßtanx\    , 

-^  J  aHos^x—ß^sin^x  —  2aß   ^  \a—ßtanxj  "+"  ^'''''^ 

r  dx  1      ^  /ß  tanx\    ,     ^ 

^  J  a'^cos'^x-^'ß^sin^x        aß  \     a     /  ^ 

Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Difte- 
renzialgleichungen 

X  Aresin  ax  -| 1  =i  Ärcsin  ax  dx^ 

X  Arctanax ^ — --—  j  =:  Ärctan  ax  dx 
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entspringen,  nämlich 

/y  1 — «2^2 
Ärcsin  aa  dx  ==:  a  Ärcsin  ax  -] ■ 1-  Const. 

23)  /  Ärotan  ax  d:f  =z  a  Ärctanax "T ^  +  ConsL 

J  2a         , 

§.  49.  ^ 
Allgemeine  Reduktionsformeln. 

Sind  die  Düferenziale ,  um  deren  Integration  es  sieh  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complizirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestand- 
theile  zusammensetzen.    Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  sei  eine  Funktion  F(x)  aus  zwei  anderen  Funktionen 
0  (a?)  und  WOb)  auf  die  Weise  zusammengesetzt,  dass  die  Gleichung 

1)  F(ai)  =  äOCx)  -\-B  WCa:) 

stattfindet,  worin  Ä  und  B  gegebene  Constanten  bedeuten.  Bezeich- 
nen wir  F'{x\  0'{x\  ^'(a?)  der  Reihe  nach  mit  f(ji}\  9?(^),  ^(a?), 
so  zieht  die  Gleichung  1)  durch  Dififerenziation  die  folgende  nach 
sich: 

f{x)dx  =z  Ä(p(x)dx  +  Btl}{x)dx 

=  \_Aq)(x)  +  B^(a?)]  dx 
und  es  folgt  daraus  durch  Integration 

2)  l  f(ß)  dx  =     I  lAq)Cx)  +  Bti^y]  dx.  ' 
Andererseits  hat  man  wegen  dF(x)  =f(x)dx  umgekehrt 

F(x)  =  Jßx)dx 
und  ebenso 

0(x)=  I  q)(x)dx^     W{x)=   j  i\f(x)dx^ 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  1) 

3)  /  /(•») dx  z=  A  j  q)(jß)dx-{^B  1  i\f(x) dx. 

Die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  und  Nro.  3) 
führt  nun  zu  der  allgemeinen  Formel 

4)  /  lAq)(jjß)-{-B'4>(x)]dxz==A  j  (p(ß)dx-\-B  j  ^ix)dx, 
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oder  kürzer,  wenn  u  und  v  Funktionen  von  x  bedeuten: 
5)  /  (^Au-\-Bv)  dx  z=:z  A  I  udx-\-B  1  vda^ 

was  vollkommen  analog  der  Formel  3)  in  §.  6  (S.  29)  ist.     Zufolge 
der  obigen  Formel  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  n 
n  — Äf" 


/: 


1—x 


dx 


=    I  dx -\- I  xdx  -\r  I  x^dx -\- .  .  . -^  I  a^-^ 

=  Ta?-|-ia?2-fla?8-|-  ...  + x"^  -{-  Const, 


dx 


wo  nun  Const.  die  Summe  aller  der  willkürlichen  Gonstanten  ist,  die 
man  den  einzelnen  Integralen  beifügen  kaün. 
II.     Aus  der  Differenzialformel 
d  I0(x)  .  y^ix)']  =  Oix)  .  d^ix)  +  W(x)  .  d0(x) 

folgt  durch  Integration  unter  Anwendung  der  vorigen  Regel  und  bei 
umgekehrter  Anordnung 

foix)  d  «F(ar)  +  f^ix)  dOix)  =  0(ar)  ^ix). 

Setzen  wir 

dW(ß!)  =  tl;ix)dx,  also  W(x)  =  j^(jß)dx, 

so  geht  die  vorige  Formel  in  die  folgende  über 

I  Oix)ii)(x)dx  -\-  J    \  f  ^(x)dx\  dOix^—0(x)  I  ^l;(x)dx, 
oder  wie  man  gewöhnlich  schreibt 

6)  /  ^(^)  ^  (.x)  dx  =  0ix)  I  i;  (x)  dx  —  I  d0(x)  1  i\){x)dx. 
Sind  also  u  und  v  Funktionen  von  o?,  so  hat  man 

7)  /  uvdx  =  u  I  vdx  —  I  du  I  vdx 

und  dies  ist  die  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integra- 
tion, welche  eines  der  Hauptmittel  zur  Auffindung  der  Integrale 
zusammengesetzterer  Ausdrücke  bildet. 

Hiernach  ist  beispielsweise  für  u  =  l  (l-j-^^^,  v  =  x 

1 1  (l+a?2)  xdx  =  Hl-\-x^^  I  xdsj\  —  J  j4:^  f  ^d'' 

Cai^dx 
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und  wenn  man  beächtet,  dass  weiter 

SO  ergiebt  sich  schliesslich 

0:1(1 -{-x^^dx  =  \  (a?2+l)  Ul4-^2)  _  ia.3.-f  ConsL 


/' 


in.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  2susamm en- 
gesetzte Funktion,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der 
Form 


ß 


so  leistet  die  Substitution  einer  lieuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste ; 
man  kann  nämlich  ip  (x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  unab- 
hängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
ip(x)=y  auf  X  zu  reduziren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x  =  fl^iy')  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  DifFerenziation  der  vorigen  Gleichung  dx=il^*  (y)  dy 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

ff  [«P  (*)]  dx  =  Jf  (y)  ^(y)  dy. 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 


f' 

iederi 


f  (y)  ^'(y)  dy  =  F(y)  +  anst 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

f  \SP  (p)]  dx  =  F[(p  (a?)]  -(-  ConaU^ 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist.     So  z.  B.  wird  man 

in  dem  Integrale 

r        1 

dx 


f: 


«*  +  «-* 

oft/ 
6^  =  y  setzen,  woraus  x  =  ly^  dx  =z  — ^  folgt;  das  Integral  ver- 

y 

wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 


/>        1         dy  _     r     dy 


y 

dessen  Werth  Arctan  y  -|-  ConaU  ist;  man  hat  daher  . 

dx 
=  Arctim  (e^)  +  Const 


f: 
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Hinsichtlich  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
q)(ai)  ■=  y  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

mehrere  verschiedene  Werthe  für,^  geben  kann  (aus  — =  y 

z.  B.  folgt  ebensowohl  a?  =  y  -f-  Vy^-j-l  als  j?  =  y  —  vy^ -f-  1) 
und  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men sei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  st 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenff^lls  zu  demselben  tp  (x)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 

rV.  Enthält  ein  Integral  ausser  der  Variabelen,  in  Beziehung 
aufweiche  integrirt  wird,  noch  eine  willkürliche  Constante,  findet 
also  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

8)  yVco?',  r)  dx  =  Fix,  r)  +  C, 

so  würde  die  Aenderung  des  r  die  entsprechende  Gleichung  hervor- 
rufen: 


/ 


/  (o?,  r  -f  Jr)  dx  =  F  (a,  r  -^  zir)  +  C, 


ß 


wobei  es  nicht  gerade  uothwendig  ist,  dass  die  neue  willkürliche 
Constante  C*  denselben  Werth  wie  die  frühere  C  habe.  Durch  Sub- 
traktion erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Lehren  von  Nro.  I. : 

fU{x,r-^^r)  —  f(x,r)']dx  =  F(x^r-{-^r)—Fix,r)'\-C*-'C, 

setzt  man  noch  beiderseits  den  Faktor  -r-    zu  und  nimmt  C*  —  C 

=  Consta r^  so  folgt 

yi^.r+Jr)-Fix,r)  ^^  ^  Fjx.r-j^^r)  -  F(x,r)       ^^^^^ 

Der  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Quotient  ist  nichts 
Anderes,  als  der  partiell  in  Beziehung  auf  r  genommene  Differenzen- 
quotient von/(a?,r);  derselbe  kann  dem  entsprechenden  Differenzial- 
quotienten  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  ^r  klein  ge- 
nug wählt;  wir  dürfen  also  setzen 

/(j?,  r+^r)  — /(a?,r)        3/(^,r)    ,     . 

id; =  -~T7~  +  '' 

indem  wir  uns  B  als  willkürlich  klein  angenommene  Zahl  und  jdr 
so  bestimmt  denken,  dass  die  Gleichung  besteht;  wir  haben  dann 
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Lassen  wir  B  in  Null  übergehen,  so  wird  auch  ^r  =  0,  zu- 
gleich verschwindet  6  1  da  =  sa^  vorausgesetzt,  dass  a?  keine 

unendlich  grossen  Werthe  erhält;   die  vorige  Gleichung  verwandelt 
sich  nunmehr  in  die  nachstehende-: 


9) 


Will  man  also  eine  Gleichung  von  der  Form  8)  in  Beziehung 
auf  eine  willkürliche  Constante  differenziren ,  so  kann  linker  Hand 
die  Differenziation  unt«r  dem  Integralzeichen  vorge- 
nommen werden. 

Dieses  Theorem  bietet  die  Mittel,  um  aus  jeder  schon  gewon- 
nenen Integralformel  beliebig  viele  neue  Int sgralfor mein  abzuleiten. 
Aus  der  Gleichung 


f-r 


1  a? 

dx  r=:  —  Arctan  —  +  ^ 


/i 


folgt  z.  B.  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 

und  wenn  man  den  constanten  Faktor  —  2  r  vor  das  Integralzeichen, 
dann  auf  die  rechte  Seite  bringt  und  —  - —  =  ConsU  setzt : 

Begreiflicherweise  könnte  nun  dasselbe  Verfahren  wiederum  an- 
gewendet werden. 
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Integration  rationaler  algebraischer  DifFerenziale. 

§.  50. 
Fiximng  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Unter  einer  rationalen  algebraischen  Funktion  versteht  man  ei- 
nen Ausdruck  von  der  Form 

1)  yW=     ,     '  — -] 7-7-7:, 

worin,  wie  sich  von  selbst  versteht,  ft  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind,  welche  den  Grad  des  Zählers  und  Nenners  bestimmen.  Ist 
/*  >  n,  so  heisst  die  Funktion  unecht  gebrochen  und  kann  da- 
durch umgewandelt  werden,  dass  man  die  Division  so  weit  ausführt, 
bis  der  Rest  niedrigere  Potenzen  von  a  als  der  Divisor  enthält 'wie 
in  dem  Beispiele 

4.r&  -|-  19x^  —  7  a?g  +  19  jg2  —10^—1     - 
^3  +  5  .r2  4-  7 

'         Ä?3  -|-  5  J?2  -^  7 

Den  Quotienten  nennt  man  jetzt  eine  ganze  und  den  Rest  eine 
echt  gebrochene  algebraische  Funktion.     Für  ft  >  «  darf  man 
also  immer  setzen: 
2)         9(0;)  =  ^'  +  B'a-j-  C'a^  -^  .  .  .  ^  M'  o?."-'» 

^//  4-  jB"x  -\rC"x^  -f  .  .  .  4-  H"s'^-'^ 
a  -\-  bx  -\-  ca?2  _j-  .  .  .  4~  ^^^ 
wobei  sich  die  Werthe   der  mit  ^',  B',  C   .  .  .,   Ä'^,  B'\  C"  .  .  . 
bezeichneten  Coeffizienten ,  die  zum  Theil  auch  der  Null  gleich  sein 
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können,  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Division  von  selbst  ergeben. 
Wenn  es  nun  auf  die  Entwickelung  des  Integrales  von  q)(x)da  an- 
kommt, so  folgt  aus  Nro.  2),  indem  wir  den  echt  gebrochenen  Theil 

kurz  mit   „,  ,   bezeichnen : 

yg>(.r)  dx  =yJ4'  +  5'x-|-...+Jlf' *"-«-|-|^j  da, 
und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^(s)dx  =  A'^-j-B'^  +  ...+M'  ^_^_^^ 


/' 


4-  rzM 

"^  J  Fix) 


dx. 


Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  gebro- 
chener algebraischer  Funktionen  überhaupt  auf  die  Integration  echt 
gebrochener  algebraischer  Funktionen  zurückkommt,  dass  wir  uns 
also  nur  mit  dieser  näher  zu  beschäftigen  haben. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wäre  das  Integral 

J  a-\-bx  J  a-\-bx^ 

dessen  Werth  unmittelbar  mittelst  der  Grundformel  4)  in  §.  48  ge- 
funden wird. 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  handelt  es  sich  um  das 

i^*^^^^i  r_A±Bx_  ^^ 

J  aA-  bx  4-  cx^     ^' 


welches  in  zwei  andere  Integrale  zerfällbar  ist,  nämlich 

/d  X  .         r  xdx 

a  +  6a?  +  (?ar2  "•    ^j  a-\-bx-\-  ca?«' 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.    Man  hat  zunächst  identisch 

-+''+"'= ('^+i7j )'  -  (ii  - ") 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  zweite'  benu- 
tzen,  je  nachdem  -j—  grösser  oder  kleiner  als  a  ist.  Im  ersten  Falle 
wäre  also 


^^  j  a^bx^cx'^  —  j\ 


dx 


+-+--^(.v^+-i,y-(ii-.y 
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wobei  wir  zur  Abkürzung 

setzen  und  zugleich  eine  neue  Variabele  y  einführen  wollen,   indem 
wir 

Ö)  aVc  -{-    ■-^~   =  y,  also  dx  =  -7I- 

2  K  c  VC 

nehmen.     Aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende 

dy 


■y'' 


r     dx i_  r  dy    ^ L  r_ 

J  a-}-bx-}-cx^  ~VcJ  y'  — «'  Vc  J  «2 

auf  welche  sich  die  vor  Nro.  7)  in  §.  48  vorhergehende  Formel  un- 
mittelbar anwenden  lässt;  man  erhält  so 

r  dx  11     ,/a+y\    ,    ^ 

J  .a-\-bx-{-cx^  Yc        2a     \a  —  y/    \ 

und  indem  man  die  Werthe  von  a  und  y  wieder  einsetzt  und  über- 
flüssige Brüche  wegschafft 
r  dx  1  ,  /y  62_4ac-f  64-2car\   ,   ^ 

62 
4c 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
der  identischen  Oleichung 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l  (—  1)  in  die  willkür- 
liche Constante  der  Integration  einrechnet;  so  ist  dann 

^)    /       1^ — i ö  =  -,/  l{ ;^>  )4-Con8t. 

J   a-j-bx-j-cx^  y  62— 4ac     \2c«4-6— y  62— 4ac/ 

(62  —  4a c  positiv). 

Im  zweiten  der  oben  genannten  Fälle  wird  man  schreiben 

f  dx  _     r dx^ 

und  ähnlich  wie  vorhin  setzen 

62            ^          y4ac— .62 
a  —  -—  =  «2  .^ —  _  CL 

4c  2y^c 

^iVc      ^  vT 
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Die  vorige  GleichuDg  6)  gestaltet  sicj^  jetzt  wie  folgt 
r         dx  1      r     dy  11.  y   ,  ^ 

J  aft.+  c.^  =  Y7J  ^^+^^  =  vT  •  « '^'''^'  «+^on.*. 
wobei  die  vor  Nro.  6)  in  §.  48  verzeichnete  Formel  sogle^'ch  ange- 
wendet worden  istf  vermöge  der  Weithe  von  a  und  y  erhält  man 
aus  der  obigen  Gleichung  die  Integralformel 

7)  /  — j— 7 — j =  Ärctan  .,  y  ^4-  Const 

(4  a  c  —  h^  positiv). 
Wäre  endlich*  4  ac  =  b^^  mithin  oc  =  0,  so  geben  dieselben 
Substitutionen  wie  vorhin 

/^  da; 1_    Cdy^  _       _J_      2^    \    n 

oder  vermöge  des  Werthes  von  y 

8)  ■  f     ,    ^^^, =  _  —A L  Const. 

(4ac  —  b^  =  0). 
n.     Um  den  Werth  des  zweiten  Integrales  zu  finden,  gehen 
wir  von  der  Gleichung 

d  l  (a  -\-  b'a  -\-  ca^)  = r-T- — i r  ^^ 

'  '  "^        a  -j-  bx  -j-  ca?2 

aus,  deren  Umkehrung  ist 

b  -{-  2ca! 


h 


dx  ::=  l  (a  -^  bx  -\-  cx^). 


a,-j~  bx  -\-  cx^ 
Zerlegen  wir  das  Integral  in  die  beiden  folgenden 
,    r  dx ,     2  ^  r  xdx 

J  a  -}-  bx  -}-  cx^    •"       J  a  -j-  bx  -^  cx^ 
und  bringen  das  erste  auf  die  rechte  Seite,  so  wird 

9)    /  — T—r — i z  =  IT"  ^  {a-\-bx-['Cx'^)  —  IT  I  — ri \ ü 

^  J  a-\-bx-\'Cx'^  2c  '  '        /         2cJ  a-^bx-{-cx'^ 

und  hiermit  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  schon  bekanntes  zu- 
rückgeführt. 

Vermöge  der  Gleichung  9)  findet  man  noch 


10)  J  a-^rZ+cx^^' 

jB   _      ,    ,       ,        _     ,    2Ac  —  Bb  r  dx 


, ,    I  ,     I     ox   I  2^c  —  Bb  r 

l^a-^bx  +  cx^)  H J  -. 


2  c  '  '  2  c         Ja-\-bx-\-cx'^ 

und  da  man  den  Werth  des  rechter  Hand  verzeichneten  Integrales 
mittelst  einer  der  Formeln  6),  7),  8)  jederzeit  entwickeln  kann,  so 
liegt  in  der  Gleichung  10)  die  Integration  der  echt  gebrochenen  al- 
gebraischen Funktionen  mit  quadratischem  Nenner. 
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§.  51. 
Unmittelbare  Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  noch  die  Integration  solcher  echtgebrochener  Funk- 
tionen betrachten,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  überichreiten, 
müssen  wir  die  Folgerungen  erwähnen,  die  sich  mittelst  des  in  §49 
Nro.  rV.  entwickelten  Prinzipeg  aus  den  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen ziehen  lassen.     Setzen  wir  nämlich 

/dx 
^-p^^-p^  =  *  (a,  j,  c, ,)  +  a«,«., 

wo  ^  (a,  ft,  c,  x)  oder  auch  nur  ^  den  Werth  des  Integrales  bezeich- 
net, so  giebt  die  wiederholte  partielle  Diflerenziation  In  Beziehung 
auf  a 

dx  "h  ^ 


(a  -}-  6j?  -f-  ca?2;2         "ha 
dx  ?*^ 


i-{'hx-\-cx^)^        la^ 
u.  s.  f. 
Hieraus  lassen  sich  die  Werthe  der  links  stehenden  Integrale 
bestimmen  und  zwar  hat  man  allgemein  für  ein  ganzes  positives  fi 

r  dx  (—1)"         ^"*    ,    ^ 

2)  / -p-  =  .  \   Q  —  •  — '  +  ConsU 

J  (a_j_^-B_[_e-p2y*+i        1.2.3.../*      ^.^u    • 

DifiTerenzirt  man  diese  Gleichung  mmal  in  Beziehung  auf  h^  so 
findet  sich  weiter 

x^dx  (— l)"+m      ^m+^^ 


h 


(a_|_ja(4-c»»)''+»»+l         1.2...((t+«i)  aj»»3a''' 
oder  für  m  -|-  (t  =  n  also   ft  =  n  —  »»,    was  voraussetzt,    dass 
n'>m  sei, 


a^bx-]-cx^)^+^  1.2,..n  ^b^^^a^"^ 
Diese  Gleichung  Hesse  sich  wieder  beliebig  viele  Male  in  Be- 
ziehung auf  c  difiTerenziren ,  und  bei  jeder  solchen  Differenziation 
würde  der  Grad  des  Nenners  um  eine  Einheit,  der  Grad  des  Zählers 
dagegen  um  zwei  Einheiten  steigen.  Aus  diesen  Bemerkungen  geht 
hervor,  dass  man  durch  mehrfache  Differenziationen  in  Beziehung 
auf  o,  b  und  o  den  Werth  des  Integrales 

x^dx 


h 


(a  +  Ä*  +  caj«)«+l 
entwickeln  kann. 

Sohlömlloh,  Analyiis.  14 
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Zu  demselben  Resultate  führt  noch  ein  anderer  Weg.  Bezeich- 
nen wir  das  Trinom  a  -^  ba  -^  ca^  kurz  mit  T,  so  ist  durch  ge- 
wöhnliche IHfferenziation 

d  \ — ! )  =  —  n  ' — ' — |-r-^  dx  +  2e  — , 

oder  unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(6  +  2cxy  =  4:cT—  i4:ac  —  b^) 
und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

Die  Integration  giebt  jetzt 

>ZL_  =  (4ac-6^  „  y  __  ^  2c  («-1)^  -;       ^ 

reduzirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 

4)  ^ac  —  b^  =  X, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

r  dx     _  b-^2cx        (2n— l)2c  Pdx^ 
^  J   r«+l  ~   nlT^    '^  nk         J  T^n 

Diese  Beduktionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 

/dx         r  dx        Cdx 
T"^'  J  T^  '  J  T^' 

indem  man  successive  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt;  der  Anfang  dieser 
Rechnung  wäre 

«  —  1.        J  T^—  —Tt"  '^    xJ   T' 
wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickeluugen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist ;  femer 

Pdx  _^  b-{'2cx    ,    3£  pdx 

_  b-\-2cx    ,    3c(5+2oj?)    .    6c2   Pdx^ 
—    2AT3    "•  l^T        '^  X^J    T 

u«  s.  w. 
Ist  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  Integrale  von  der  Form  2) 
gekommen,  so  geht  man  folgendermaassen  weiter.    Mittelst  gewöhn- 
licher Differenziation  ergiebt  sieh 

H-r^)  =^"*-'^  T^^' - ^  — 5^^Sr—  ^""^ 
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oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleidien  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 

-  (in-m+D  c  J  .^^. 

Sieht  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an, 
so  findet  man: 

Pa^dx 1  j^~^ 

J  T^+^  (2n — m-}-l)c  '     y** 

_  (n— m+l)^    rj^-^dx  (m—  1)  g       C;^-^dx 

{;ln—m'\-V)cJ     yn+l    "*"  (2n  — m+l)^^      2''*+^  ' 
Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
von  da  :  7**+^  als  bekannt  an,  was  der  Formel  5)  zufolge  erlaubt 
ist,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die  Integrale 

/xdx  C  x^dx  C  x^dx 

5;;q=i'     J  ^a^'     Jr^'"' 

entwickeln;  der  Anfang  dieser  Rechnung  wäre 
C  xdx  1  ^  r  dx 

^~     '       J  tH-I  ~  ~  2ncT'*  ~  ^cj  yH-l' 

—  2  f  ^^dx ^ (n— 1)6    r  xdx 

^~    '      J  T^'^^~        (2«— l)cT**       (2n— l)Co/  T'*+^ 

.  g  r   dx 

wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vo- 
rigen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  An- 
wendung der  Formeln  5)  und  6)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes 
Integrales  von  der  Form 

il  -f-  5a?  4-  Ca?2  +  .  .  .  +  Ha^   , 
I   ^  ax 

(a  4.  Jx +  (?«»)«+! 

vollständig  ermittelt  werden. 


f 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  6)  für 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Differenzialformel 
darstellt.  Lassen  wir  nun  — m-\-2  an  die  Stelle  von  m  treten,  so 
^immt  die  Gleichung  6)  folgende  Form  an: 

dx  11 


/- 


^m— 2  jtn-f  1  C2n-\-m —  l)c   a?"*-!  T^ 

(n+m— l)ft      r         da  (m-.l)a  f     dx 


—  V)h      r         dx (m— l)a  T 

%—l)cJ  aj"»-l  r**+l        (2n-f-w— l)c  J  a 


(2n-f-m— l)c  J  aj^-1  T^+l        (2n-f-wi—  l)c  J  a^  T^+^ 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  ist 

dx  1 


«/    X 


^T^+l  (m— l)aa?"*-lr'* 

(n-\-m-^l)b   r         dx  _  (2n+m— l)c  f"         dx 

Für  m  =  1   ist  diese  Formel  nicht  brauchbar ;   man    kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  x  =  —  anwenden  und  erhält  dadurch 

z 

direkt 

r         dx       ^  ^ r    z^^'+^dx 

J  x(a-{-hx-{-cx^f^^  ~       J  (c-fft^+a-j2)n  +  l  ' 
wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  5)  und 
6)  auszuführen,  und  nachher    rückwärts    z  =  —    zu   setzen  hat 

X 

Nimmt  man  hierauf  in  Nro.  7)m=2,3,  ..;,so  kann  man  die 
Integrale 

dx 


r  dx        r 

J  x^  T^+l  '  J  ] 


,3  yn+1  '  • 


der  Reihe  nach  entwickeln,   überhaupt  nun  auch  den  Werth  jedes 
unter  der  Form 


/f 


^  +  r  +  i;  +  -  ••  +' 


X         x^^    '  "  ^  J"  )  (a+6a?  +  ca:2)*»+l 
stehenden  Integrales  ermitteln. 
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§.  52. 
Integration  beliebiger  echtgebrochener  Funktionen. 


Wenn  es  darauf  ankommt,  den  Werth  eines  Integrales  von  der 
Form 

a  +  6«  +  cä2  4-  .  .  -f-  Ä;«?'* 
zu  bestimmen,  so  ist  zunächst  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass 
man  dafür  schreiben  darf: 


ß 


L  rÄ  +  B.  +  c.^+  ..    .  .,. 


1)  /-^'^^ 


dass  man  also  der  höchsten  Potenz  von  a  im  Nenner  den  Coefficien- 

a  b 

ten  1  verschaffen  kann,  indem  man  -r-  =  -4i ,  -—  =  J5i  etc.  setzt. 

K  K 

Demnach  kommt  es  nur  darauf  an ,  einen  Ausdruck  von  der  Form 

/(f) 
Fix) 

zu  integriren,  wobei  F  (x)  und  f  (a)  ganze  rationale  algebraische 
Funktionen  von  x  sind,  etwa  4 

f(x)  =  ^  +  J5aj  +  Cd?2  -f  .  .  .  +  5^a?*-l 
F(a)  =  Äi-\-  B^a  -{-  Cix^  -{-...  -{-  H^x*—^  -f-  ^*. 

Man  weiss  nun,  dass  ein  Ausdruck  der  letzteren  für  FQc)  an- 
genommenen Form  jederzeit  in  Faktoren  zerlegbar  ist ;  nennen  wir 
nämlich  x=p^  x=q  etc.  die  x  Wurzeln  der  Gleichung  i^(a?)  =  0, 
so  sind  X  —  p^  x  —  q  etc.  Faktoren  von  F  (^),  und 

F(x)  =  (x  —  p)  (^  —  q)  (^  —  r)  .  .  .  . 

Diese  Wurzeln  /?,<?,  r  ..  .  können  entweder  sämmtlich  verschie- 
den oder  theilweise  einander  gleich,  sie  können  auch  reell  oder  ima- 
ginär sein  und  wir  haben  daher  im  Ganzen  vier  Fälle  zu  betrachten. 

I.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  |>,  ^,  r,  .  .  .  w  verschieden  und 
zugleich  reell,  so  kann  man  die  gebrochene  Funktion 

f(x)  _A-^Bx-{-Cx^-\-  .  .  .-^  Hx^-^ 
jP(a?)        (x — p)  (je  —  q)  (jx — r)  .  .  .  (ä  —  w) 
in  eine  Reihe  einzelner  Bruche  zerlegen,  deren  Nenner  die  einzelnen 
Faktoren  x  —  p^  x  —  g,  ...a?  —  w  sind;  in  der  That,  wenn  man 

F(x)        X — p    '    X — q    '    X — r    '  '  x-^vj 
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setzt,  wo  P,  Q,  JS,  .  .  .  W  noch  unbekannte  Coeffioienten  bedeuten, 
rechter  Hand  alle  Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  zuletzt  die 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  a  in  beiden  Zählern  vergleicht, 
so  erhält  man  x  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  x  Unbe- 
kannten P,  Q ,  5 ,  .  .  .  TT,  welche  letztere  demnach  jederzeit  völlig 
bestimmte  reelle  Werthe  besitzen.  Hat  man  diese  Werthe  durch 
Auflösung  jener  Gleichungen  ermittelt,  so  kann  die  verlangte  Inte- 
gration auf  der  Stelle  ausgeführt  werden,  nämlich: 

J    F(je)  J   [0! — p    '    IC — q    '  a — w) 

J  X — p    '       J  X — q  '  '       J  X  —  to 

=  PHx—p)  -f  Q/(ar— ^)-f  ...4-TrZ(a?— w)-fam««. 
Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Integration  des  Falles 
fix)  j?2_7 

löst  man  zunächst  die  Gleichung  x^  ■-{'  2x^  —  h  x  —  6  =  0  auf, 
so  findet  man  die  drei  verschiedenen  reellen  Wurzeln  x  z=z  —  1, 
«  =  -(-2,  Ä.=  —  8  und  es  ist  demnach 

•      -p8  ^  2aja  —'5a?  —  6  =  (ar  +  1)  (a?  —  2)  (ä  -f-  3); 
man  setzt  nun  weiter 

.,  ^^-7 p        a        R 

^  a?«  +  2Ä2  — 5a?— 6  ~  a?-f-l  "^  a?— 2     '    ä+8 

und  hier  wird  die  rechte  Seite  durch  Reduktion  auf  gemeinschaftli- 
chen Nenner 

_  (P+Q+Jg)a?g4-(P+4Q— 2Z)a?~-(6P— 3Q+22Z) 
—  (^-f  i)(^_2)(a?  +  3) 

Die  Vergleicfaung  der  beideirseitigen  Zähler  liefert  für  P,  Q,  JS 
die  drei  Gleichungen 

PJ^QJ^B  =  1,  p^4,Ci^R  —  0,  6P— 3Q-f  2Ä, 

aus  deren  Auflösung  die  Werthe  P  =  1,  Q  =  —  J,  JS  =  -}-5  fol- 
gen ;  setzt  man  diese  in  Nro.  5)  ein,  multiplizirt  darauf  die  Gleichung 
mit  dx  und  integrirt,  so  erhält  man 

«2  —  7 


J    X 


dx 


-f-  2a?2  —  5a?  —  6 
=  l  (a?+l)  —  \  l  (a?— 2)  +  \  l  (a?+3)  -f  ConsL 
Eine  nicht  zu  verkennende  Unbequemlichkeit  bei  diesem  Ver- 
fahren liegt  in  der  Auflösung  der  zur  Bestimmung  von  P,  Q,  .  .  .  IK 
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nötbigen  Gleichungen ;  sie  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  beseitigen. 
Es  sei  u  irgend  eine  von  den  Wurzeln  p^  q^  •  .  .  w  und  ü  die  ent- 
sprechende der  Grössen  P,  Q,  .  .  .  TT,  so  stelle  man  die  Gleichung 

F(af)        X — p    "^  X  —  q    "^  '  '  '    «^  x — u  ^^  •  '  '    i^  ^  —  ^ 
unter  der  kurzen  Form  dar 

ß.  /(f) u_  ,   inti 

ifCx) 
wo  ^TTT  die  Summe  aller  der  Brüche  bezeichnet,    in  denen  die 

Wurzel  u  nicht  vorkommt.  Diese 'Summe  ist  ein  Bruch,  dessen  Nen- 
ner die  Faktoren  x — p^  x — ^,  .  . .  x — w  mit  Ausschluss  von  x — u 
enthält,  mithin 

7)  X  Fix)  =  ix—u)Wixy, 

durch  Substitution  dieses  Werthes  von  F(jc)  geht  die  Gleichung  6) 
in  die  folgende  über: 

f(x)=  UW(x)^(x—u)ifix) 
und  für  X  =  u  erhält  man  daraus  spezieller 

8)  fiu)=UV («)  oder  ü  =  ^y 

Um  das  unbekannte  V  (u)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7),  nehmen  also 

F*{x)  =  (x—u)  W*  (X)  +  V  ix) 

und  setzen  hier  gleichfalls  x  =  u;  dies  giebt 

F*(u)  =  V(u). 

Nach  Formel  8)  wird  nunmehr 

F'Cü) 
and  die  Coefißeienten  P,  Q^  B  etc.  sind  ako  der  Beihe  nach 

9x        p-IM    Q-Üä)    B-ISr) 

^^  ^-F*(py    ^-F»iqy    ^-F(r)'"' 

was  jedenfalls  eine  einfachere  Bestimmungsweise  der  Coeffidenten  ist. 

n.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  bleibt 
im  Wesentlichen  ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln 
jp,  gr,  r,  .  .  .  von  complexer  Form  sind.  Da  nämlich  die  Zerf&llung 
nach  dem  Schema  4)  auf  identischen  Gleichungen  beruht,  deren  Be* 
handlung  ganz  gleichförmig  für  reelle  und  imaginäre  Zahlen  ist,  so 
erhellt  unmittelbar,  dass  jene  Zerlegung  jetzt  ebenso  wie  früher  ge- 
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schehen  kann;  nur  findet  der  Unterschied  statt,  daas  einige  der  Par- 
tialbrüche complexe  Zähler  und  Nenner  besitzen.  Das  Imaginäre 
lässt  sich  aber  leicht  vermeiden,  wenn  man  immer  je  zwei  solche 
Partialbrüche  vereinigt,  deren  Nenner  zwei  conjugirte  Wurzeln  der 
Gleichung  JF'(a?)  =  0  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern,  wol- 
len wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur  zwei 
imaginäre  Wurzeln  m  =  A  -)-  ft  V — 1  und  v  =z  l  —  ft  V — 1,  so 
ist  (V — 1  mit  t  bezeichnet): 

10)  ISf} ^  .  _Q_4.     .  _£_  ,  _L__L... 

^     Fix)       le—p  ^  a—q^  —  ^x-^k—ni  ^  x—X-\-ni~ 

Durch  Vereinigung  der  beiden  Partialbrüche  mit  den  Zählern  ü  und 
V  ergiebt  sich  für 

ü-\-  V=  Ui.'^üiX-'iit)—  Fa+^0=  Fl 
die  neue  Form 

^  Fix)  ~  x—p  "T"  as  —  q'^'"'^{x—Xy--\-iL^'^'"'^x^w 
Die  beiden  zu  zwei  conjugirten  imaginären  Wurzeln  gehören- 
den Partialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  Partialbruch,  dessen 
Nenner  vom  zweiten  und  dessen  Zähler  höchstens  vom  ersten  Grade 
ist.  In  der  Gleichung  11)  hat  man  derartiger  Partialbrüche  so  viele 
vorauszusetzen ,  als  in  der  Gleichung  F(jc)  =  0  Paare  von  conju- 
girten Wurzeln  enthalten  sind.  Um  nun  die  Coefficienten  Ui  und  Vi 
zu  bestimmen,  kann  man  entweder  die  sämmtlichen  Brüche  rechter 
Hand  in  Nro.  11)  über  gleichen  Nenner  bringen  und  die  Zähler  auf 
ähnliche  Weise  wie  früher  vergleichen,  oder  man  kann  sich  der  For- 
meln 9)  bedienen,  um  zunächst  die  Coefficienten  Ü  und  V  in  der 
Gleichung  10)  zu  entwickeln;  man  erhält  dann  üi  und  Vi  von  selbst 
durch  Vereinigung  der  conjugirten  Partialbrüche.  Ist  in  jedem 
Falle  die  Zerlegung  auf  die  Form  11)  gebracht,  so  hat  man  nur 
noch  mit  dx  zn  multipliziren  und  zu  integriren,  wobei  rechterseits 
alle  Integrationen  mittelst  der  Formeln  des  §.  50  ausführbar  sind. 
Als  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 
7x—3 

man  findet  zunächst  als  Wurzeln  der  Gleichung  x^ —  Bx^-\-x-\-6=0 
die  Werthe  x  =  —  1,  a?  =  2  -)~  e,  o?  =  2  —  i,  es  ist  also 
-pS_3^2^a?-f-5  =  ix-\-l)  (x  —  2—i)  (x—2'^i) 
=  Ct?4-1)  (^2  — 4a? 4-5), 


A 
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und  mithin  muss  gesetzt  werden: 

7ay— 3  P       ,        Qzc-fjg 

a?3  — 3.i;2-}-^-f-5  ~  a?-f-l    '    ^-2  — 4a?  +  5' 
Durch  Reduktion  auf  denselben  Nenner  und  Vergleichung  der 
Zähler  ergeben  sich  för  P,  Q,  Ä  die  drei  Gleichungen  P-j-Q  =  0, 
—  4P  +  Q  +  jR  =  7,  5P--|-Ä  =  —  3,    aus  denen   P  =  —  1, 
Q  =  -f-  1,  R  =  2  folgt.     Es  ist  daher 

und  bei  Ausführung  der  Integrationen  rechter  Hand: 

7a?— 3 


J    OL 


dx 


==  —  l  (ar+1)  -f-  iZ(a.2_4^_|_5)  -|_  4.4rctan(a?  — 2)  +  a)nÄ«. 
Einige  allgemeinere  Anwendungen  dieses  Verfahrens  giebt  der 
nächste  Paragraph« 

§.  53. 
Fortsetzung. 

I.    Da  nach  §.42   die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1   =0 
bekannt  sind,  so  kann  der  Bruch 


a;^-l 


für  m  —  1  <;  n 


a^—l 

jederzeit  in  P^rtialbrüche  zerlegt  werden,  und  zwar  geschieht  dies 
auf  folgende  Weise. 

Ist  n  eine  gerade  Zahl  und  zur  Abkürzimg   —  =  -Ö",   so   sind 

n 

die  Wurzeln 

C05  A  d*  ~f-  i  sin  Ä  d* ,     cos  hd'  —  i  sin  h  d' 

—  1, 

wenn  man  h  der  Reihe  nach  =  2,  4,  6,  8  ...  (n  —  2)  setzt  (Seite 
166);  jede  Wurzel  r  der  Gleichung  F^x)  =  0  erzeugt  nun  einen 
Partialbruch  von  der  Form 

a—r'  F'(r)' 

mithin  haben  wir  in  unserem  Falle  für  /  (a?)  =  «''*""  ^   und  F  (a) 

=  a:^  —  1 : 

(cosh&-\-isinh&)'^-^         Ij       ^^  ^A  I    .  .   .,  ^J 

=  ■ ;  =  'IcoshCm — n)&'4-tstnh(m — n)^\. 

Mcoshd'-\-isinh^y-^        n{        ^         '     ^  ^         '    V 

wobei  von   dem  Moivre'schen  Satze  Gebrauch   gemacht  wurde. 


B  = 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  nd'  =  x  und  h  eine  gerade 
Zahl  ist,  ergiebt  sich  einfacher 

B  =  —  {coshmd'  -f- 1  8inhm^\- 

Der  Wurzel  a  =  coshd"  -f-  isinhd'  entspricht  also  der  Partialbruch 
1    cosh  md'  -j-  isinhmd' 
n    (c — {co8h^-\-isinh%'y 
ebenso  würde  die  conjugirte*  Wurzel   x  =z  cosh  %  —  i  sink  d'  den 
conjugirten  Partialbruch  liefern: 

1      coshmd'  —  isinhmd' 
n    X  — '■  (coshd' — isinhd'y 
Vereinigt  man  diese  beiden  Partialbrüche,  so  geben  sie  dea 
reellen  Bruch 

2    coshmd'(x  —  coshd') — sinkmd'  sinhd' 
n  Ä?2 — 2acos%d'-\-l 

und  dieser  bildet  in  der  Zerlegung  von  a?^~"^  :  (x^  —  1)  den  Be- 
standtheil,  welcher  den  conjugirten  Wurzeln  x  =  coshd  ^  i sinhd 
und  X  =  coshd  —  i sinhd  zusammen  entspricht.  Rechnen  wir  fer- 
ner hinzu,  dass  die  Wurzel  a?  =  -|-  1  den  Partialbruch 

J_      1 
n   X —  1 
und  die  Wurzel  x  =  —  1  den  Partialbruch 

±.  (—  1)"^"^       1 

n    ( l)'*^^  Ä-f-1 

erzeugt,  so  ergiebt  sich  für  gerade  n  folgende  Zerlegung: 


1) 


a?«— 1 
11,2    —,  coshind(x  —  coshd)  —  sinhmd  sinhd 


p— 1  '^    n 


2J 


n  X — 1    "^    n  x^  —  2xcoshd-\-l 


^      n         ^+1' 
wobei  sich  das  Summenzeichen  (27)  auf  die  Werthe  ä  =  2,  4,  6  .  . . 
(n  — ^  2)  bezieht. 

Bei  ungeraden  n  ändert  sich  wenig  an  dieser  Rechnung,  wie 
man  daraus  ersieht,  dass  in  diesem  Falle  füra?  die  Werthe  gelten  (S.  166) 

+  1, 

cos  hd  -\-  i  sin  h  d^      coshd  —  i  sinhd 
[Ä=2,  4,  6,  ....(n-l)], 
es  kommt  also  nur  die  Wurzel  «  =  —  1  in  Wegfall,  mithin  ist  auch 
der  entsprechende  Partialbruch  wegzulassen,  so  dass  übrig  bleibt: 
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2)  

1        ^      _i      ^     y  coshm%'(jc — 608%%")  —  sinkmd'  ainhd' 
""n"  Ä?— 1    '    ~n"  x^—2a!C08h&-\-l  ' 

wobei  Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  (n — l)4zu  setzen  ist. 

Multiplizirt  man  nun  die  Gleichungen  1)  und  2)  mit  da  und  in- 
tegrirt  mit  Hülfe  der  leicht  zu  prüfenden  Formel 

^co8hm^(jß  —  co8h%')  —  ainhm^  sinhd' 


r- 


^ ci^ 

a^  —  2aco8hd''-f-l 

SB  —  coskd' 


=  008hmd',ll(a^ — 2 a? CO« Ä-ö" -4-1) — sinhmd'.Ärctan  — .  .  ,  ^ — 

die  einzelnen  Glieder  der  endlichen  Reihen  in  1)  und  2),  so  ergeben 
sich  die  nachstehenden  Integralformeln: 

a.    für  gerade  n  und  d"  =  — - : 


3)  / da 

=  —  i  (a?— 1)  4.-2:  [co8hm^.l{a^  —  2xco8h^'\'V)'\ 
n  '      n 

-■^S  r««Ä«^  .  Arcian  '^=^\  +  ^-=i^  K^+l), 
n         L  8inh%^    j  n  '     -^ 

wobei  /*  =  2,  4,  6,  .  .  .  (n — 2)  zu  setzen  ist; 
b.    für  ungerade  n  und  -ö*  =  — : 

4)  / dx 

_JL  i{sß  —  l)J^—S  [co8hm^ .l(jc^—2xco8h^'\'Vi\ 

2      V.  r    •    r       Q.        As.        ^—C08h%^ 

2?  I  «m Ä  TOfO*  .  Arctcm  —  .  ,  _ —  , 

n         L        .  sink 9'    J 

worin  h  die  Werthe  2,  4,  6,  .  .  .  (n—  1)  erhält. 

IT.    Eine  völlig  analoge  Rechnung  führt  zurKenntoiss  des  In- 
tegrales 

n — 1 

dx^ 


fi 


wobei  wir  wiederum  die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu 
unterscheiden  haben. 
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Für  ein  gerades  n  besitzt  die  Gleichung  «**-(- 1  =  0  nur  ima- 
ginäre Wurzeln  von  den  Formen 

cosh^  -{-  i  sinhd'^       coshd'  —  isinhd'^ 

WO    -O"  =  —  und  Ä=l,3,5,...(n  —  1)  zu  setzen  ist  (§.  42, 
n 

S.  167).     Der  Wurzel  x  =  coshd'  -|-  isinhd'  entspricht  wie  früher 

ein  Partialbruch,  dessen  Zähler 

R  =  —  I  co8h(m — n)d-^t8inh(m — n)'9' 

ist,  wofür  man  wegen  nd"  =  x  und  wegen  des  ungeraden  h  schrei- 
ben kann 

B  = I  coshmd'  -[-  i  sinhmd  !•  | 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  x  =  coshd"  -^  i  sin  hd  und 
X  =.  coshd  —  i  sin  hd  liefern  also  die  beiden  conjugirten  Partial- 
brüche I 

1      coshmd-A-isinhmd         ,          1    coshmd  —  isinhmd 
■ und  — 


n    X  —  (coshd-j^isinhd)  n  x — (coshd — isinhd)^ 

deren  Summe  ist: 

2     — coshmd  (x — coshd) '\-  sinhmd  sin hd 


n  x^ — 2xcoshd-\-l 

Hieraus  ergiebt  sidli  die  Zerlegung 


5) 


^^-1 


2     y,    — coshmd(je — coshd)  -|-  sinhmd sinhd 


n  x^ — 2xcoshd-\-l  ' 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  A=:  1, 3, 5, . . .  (n — 1) 
bezieht. 

Für  ein  ungerades  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  «**-{-  1  =  0 

-1, 
coshd  -]-%  sinhd ^       coshd — isinhd^ 

wobei  d  =  —  und  ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  (n — 2)  zu  setzen  ist.      Die 
n 

Zerlegung  geschieht  also  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  kommt 

noch  ein  Partialbruch  hinzu,  welcher  der  Wurzel  x  =  1  entspricht; 

dieser  Partialbruch  würde  sein 

(_  lyn-^^  ^ (—  i)m--l      1 

n(— l)"-^^+l~  «  «+1' 

indem  man  beachtet,  dass  n —  1  gerade  wird.     Somit  ist  nun 
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6) 


«"»-1 


«"4-1 
2     _,  — eoshmO'Cx — coshd')  -\-  tinhm^ainhQ' 


n  «* — 2xcosh^-{-l 


(_l)m-l 


n         a?-(-l 

Aus  den  Zerlegungen  5)  und  6)  ergeben  sich  durch  Multipli- 
kation mit  da  und  Integration  die  nachstehenden  Integralformeln: 

7t 

c.  für  gerade  n  und  ö*  =  — : 

n 

7)  / dx 

= 27  {coBhm^  .  Z(a?2_2a?co*Äd+  1)] 

H £    sin hmd' .  Arctan .   ,  .     1, 

n         L  sinh^    J 

wobei  Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  (n — 1)  zu  setzen  ist; 

sc 

d.  für  ungerade  n  und  ^  =  — : 

n 


/; 


= 27  [coÄÄmö'.Z(a?2_2a?co5Ä'&'-f  1)] 


n 


I     2     ^r.   ,     ^      .    ,      a  —  coshd'']    ,    (_l)w»-l    ^     , 

H 27    sinhmv  .  -4rcton  — r-rx — ]  +  ^^ l(a-\-l\ 

'     n         L  smhd'     J    '  n  v  ^-  y? 

worin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  Werthe  Ä  =  1, 3, 5, . . .  (n —  2) 

beziehen. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  dass  man  den  Werth  des 

Integrales  Px^"^  dx 


f- 


jederzeit  vollständig  entwickeln  kann;  und  es  lassen  sich  aus  diesem 
Resultate  noch  einige  allgemeinere  Folgerungen  ziehen.  Handelt  es 
sich  nämlich  um  das  Integral 

'"z^-^  dz 


az''±h    ' 

so  setzt  man  für  z  eine  neue  Variabele 
1 


=  (t)"-.  •=(t)"'. 
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es  verwandelt  sich  dann  das  obige  Integral  in  das  folgende 


h    \a  )     J    ^  ^  i 


Ix 
■  I  —  1        I  

und  ist  also  auf  das  frühere  Integral  zurückgeführt.  —  Endlich  kön- 
nen wir  noch  bemerken,  dass  nunmehr  auch  jedes  Integral  von  der 
Form 


ß 


.^+,      ■"■"<■• 


völlig  entwickelbar  ist,    indem  man  auf  die  einzelnen  Bestondtheile 
desselben  die  soeben  beschriebene  Substitution  anwendet. 


§.54. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

I.  Das  in  §.52  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Zerlegung 
einer  echtgebrochenen  Funktion  erleidet  eine  wesentliche  Abänderung 
in  dem  FaUe,  wo  die  Wurzeln  |?,  ^,  r  .  .  .  der  Gleichung  F(x)  :=.  0 
nicht  sämmtiich  verschieden  sind.  Wären  z.  B.  auch  nur  zwei  die- 
ser Grössen  gleich,  etwa  q  und  r,  wäre  ferner  F(a)  vom  dritten 
Grade,  also  F(x)  =  (x — p)  (x — q)  (x-^r)  =  (x — p)  (x — g)«, 
und/(a?)  =  ^-|-J5a?-(-Ca?2,  so  würde  die  Gleichung 
f(ä!)_     F  Q  E 

F(x)        X — p    '    X — q    '    X  —  r 
in  die  einfachere  Gleichung  übergehen: 

Fix)        a?  — I?    '     X — r' 
wobei  manQ-f-22  kürzer  mit  einem  Buchstaben /S  bezeichnen  könnte. 
Bringt  man  jetzt  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

'A-\-Bx'}-Cx^  _     P       .       S 

(x — p)OB—qy  ^ — p  ^ — q 
auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  die  Zähler,  so  würden  sich  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Unbekannten,  P  und  /S,  fin- 
den; man  erkennt  daraus  die  Unmöglichkeit  einer  Zerlegung  dieser 
Form.  Dieselbe  Erscheinung  würde  sich  in  noch  stärkerem  Maasse 
wiederholen,  wenn  die  Gleichung  F(x)  =  0  mehrere  gleiche  Wur- 
zeln besässe  und  überhaupt 

FCx)  =(x—p)^  {a:—qf  .  .  .  (jß—sf 
wäre,  wo  A,  /x,  .  .  .  <5  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.    Man  gelangt 
dann  auf  folgendem  Wege  zur  Zerlegung  von  f(ß)  :  F(jß). 
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ZuBäch^t  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  setzen  darf: 
n  ,/(g)  _    yi(^)      I      92 (^)      I 

wo  <pi  (x)^  9>2  (^))  •  •  •  ganze  rationale  Funktionen  bedeuten ,  deren 
Grad  niedriger  als  der  Grad  des  Nenners  ist,  über  welchem  sie  ste- 
hen. Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  indem  man  für  q)i  (w)^ 
92(^)9  •  •  •  Ausdrücke  von  den  Formen 

öl  +  ^1*  +  <^i^^  +  •  •  •  +  ^  a?*-~l 


einsetzt ,  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  die  CoefBcienten  der 
in  beiden  Zählern  vorkommenden  Potenzen  von  x  vergleicht;  man 
erhält  A-|-f(-|-...-{-4J  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung 
der  A-|-/x-f-»««<J  Unbekannten  «i,  5i,  .  .  .  ibi,  03,  63,  .  .  .  Jb^  u. s.  w., 
also  eine  jederzeit  mögliche  Bestimmung  dieser  Unbekannten*).  Be- 
zeichnen wir  mit 

y(g) 

ix-r)Q 
irgend  einen  der  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  1)  vorkommenden 
Brüche  und  wenden  das  Theorem  von  Taylor  auf  den  Zähler  an, 
so  können  wir  die  Zerlegung  noch  weiter  treiben.     Zufolge  des  ge- 
nannten Theoremes  ist  nämlich  (Seite  124,  5.) 
9>(^)  =  (plr-^-Cx—r)] 


*)  Um  z.  B.  den  Bruch 

8  —  8a;  +  9g» 


1  —  X  —  X*  -\-  x^ 
zu   zerlegen,    bemerke  man  zunächst,    dass   die  Wurzeki  der  Gleichung 
2-8  —  a.t_3j_j_i  gjßji  j.--  —  i^  x==— 1,  a;=+l»  dass  also  x^  —  x* — x+l 
=  Qc — l)*(a;-|-l)  ist.    Man  setze  nun 

9  a?»  — -  8  a;  -|-  8        ^i  +  ^i  ^      1  Ot 

a;*  —  a:«  —  Ä  +  1     "^       (a:  — 1)*       "^    a:  +  1  ' 
so  ergeben  sich  nach  dem  obigen  Verfahren  die  Gleichungen 

<h  +  hl  =  9\    Ol  +  &i  —  2  fli  =  —  8,    «1  +  Oj  =  8 
und  diesen  entsprechen  die  Werthe  a|»:8,   &i=4,   Ogssö;  demnach 
gilt  die  Zerlegung 

9  g'  —  8a?  +  8  4g  +  8       .         5 

g»  —  g«  —  g  +  1    ■"     («  —  !)■     "^   *+  1' 
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wobei  das  letzte  Glied  den  Rest  der  Reihe  darstellt.     Da  nun  aber 

9>(a?)  von  niedrigerem  Grade  als  (a? — r)^  ist,  also  unter  der  Form 

steht 

g?(a?)  =  a  -f-  hx  ■-\-  cas^  -f"  •  •  •  "4"  Ä:a??""^, 
so  giebt  die  p  malige  Differenziation  9^''^  (o?)  =  0,    mithin   auch 
(pW[r-^@(a; — r)]  =  0;  demnach  bleibt,  wenn  wir  die Coefficienten 
von  a — r,  (a — r)2  etc.  kurz  mit  2?i,  i?2i  •  •  •  bezeichnen: 
q>ix)  =  Äo  +  ^id^—r)  +  Ä2(^— r)2  +  .  .  .  +  Äp_i(a?— r)?. 
Der  obige  Partialbruch  gestaltet  sich  nun  wie  folgt: 

Wenden  wir  diese  Zerlegung  auf  alle  in  Nro.  1)  vorkommenden 
Partialbrüche  an,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 


2) 


Fix)        {x—pf  (jß  —  qT i^—^y 

^X^  r^ U-1  +  ••••  + 


(js^p)*'         (jß  —  pf-^  '       x—p 

+  7:zr;^ii=T  +  •  •  •  •  + 


(^x  —  q)f^         (x—q)^-^                            ^  —  q 
+ 

■^  (or  — 5)^  "^  ix  —  sy-'^  "^  "^    *  — « 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Pq^  Pi,  .  . .  Qo  ?  Qit  •  •  •  ^^' 
kann  auf  dreierlei  Weise  geschehen ;  entweder  hält  man  den  bisher 
im  Allgemeinen  beschriebenen  Weg  auch  in  jedem  speziellen  Falle 
ein,  oder  man  geht  unmittelbar  von  der  Gleichung  2)  aus,  bringt 
Alles  auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  darauf  die  Zähler*),  oder 


*)  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zerlegung  von 
8  —  3a;  +  9g' 
1  —  X  —  x^  -\-  x^ 
handelte,  so  könnte  man  entweder  die  Rechnung  der  vorigen  Note  benutzen 
und  in  der  dadurch  gewonnenen  Zerlegung 

S  +  Ax      ,  5 

(x—iy     "^       x+1 
S  •{-  4kx  =  7  +  4(a: — 1)  setzen,  wodurch  man  erhielte 

(a;— 1)«     ~     a:— 1     ^     x+l 
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man  bedient  sich  folgenden  Verfahrens.  Sei  r  eine  der  Wurzeln 
Pj  ^,  .  .  .  und  ^yy ,  das  Aggregat  aller  der  Partialbrüche,  in  denen 
r  nicht  vorkommt,  so  ist 

^(a?)  und  ^(^)  sind  zwei  rationale  ganze  Funktionen  und  zwar  be- 
steht W(ä!)  aus  dem  Produkte  der  Grössen  (x — p)\  (a — qy*  etc., 
mit  Ausschluss  von  (^ — r)^,  so  dass 

4)  Fix)  =  (x—r)^  Via) 

ist.  Multipliziren  wir  die  Gleichungen  3)  und  4),  indem  Wir  zur 
Abkürzung 

5)  Äo  +  Äi(^— r)  4-  Ä2(a?— r)2  -f  ...  -f-  R^_^  ix^r)9  =  X 
setzen,  so  folgt  die  Gleichung 

6)  fix)  =  X^ix)  4-  ix^r)(f  i^ix). 

Wir  differenziren  dieselbe  (p  —  1)  mal  und  setzen  in  jeder  so 
gewonnenen  Differenzialgleichung,  so  wie  in  Nro.  6)  selbst,  a?  =  r, 
was  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 
/  (r)  =  X^  V(r) 

U.  8.   W. 

Andererseits  hat  man  aus  Nro.  5) 

^r  =  ^0,  {^1=  VE.,  (If )  =  2'E,,  etc., 

wenn  Überhaupt  n'  das  Produkt  1 . 2 . 3 . . .  n  bezeichnet.  Die  vorigen 
Gleichungen  gehen,  jetzt  in  die  folgenden  über  : 


oder  man  hat  nach  Nro.  2)  unmittelbar 

8  -  3a;  +  dx^         ^  P,  P,  Q, 

1  —  X  —  a;«  +  «8  (a:— 1)*     "^     x—1     "•"     x+1 

und  durch  Reduktion  auf  gleichen  Nenner  ergeben  sich  bei  Vergleichung 
der  Zähler  die  Bedingungen 

Po  -  -Pi  +  Qo  =  8,     Po  -<  2  Q,  =  -  3,     -  P,  +  Qo  =  9» 
deren  Auflösung  Po  =  7,  Pi  =4,  Q^  =5  liefert.    Dieses  zweite  Verfah- 
ren ist  etwas  kurzer  als  das  erste  und  wird  nicht  sehen  benutzt. 

SöhlOmllch,  AnalyslA.  15 
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/'(r)=Äo«^'(r)+l'Äi^(r) 
/"(r)=JBo^"W+2.rÄi3^'(r)  +  2'JBa¥r(r) 

U.  8.   W., 

aus  welchen-  Rq^  Ri^  R^  etc.  der  Reihe  nach  bestünnibar  sind. 

Sobald  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  Coefficienten 
nach  irgend  einer  der  angegebenen  Methoden  ihre  Bestimmung  ge- 
funden haben,  kann  die  Integration  unmittelbar  vorgenommen  wer- 
den ;  denn  man  erhält  unter  Benutzung  der  Formeln  2)  und  4)  in 
§.  48: 


f 


da 
Fix) 


'''-'^I'^.Kx-p) 


U.  8.  W. 

Um  das  Verfahren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sei 

dx 


J   X 


das  ZU  entwickelnde  Integral,  also  fix)  =  1;  das  Schema  der  Zer- 
legung ist  hier 

1 

.T?«  (a?— 1)2  («?+l) 

~  0?»  "^  a?2  "•"  Ä    '  (x—iy  "^  Ä— 1  "^  j?+i* 

Um  zunächst  Po  ^  ^it  ^ü  zu  bestimmen ,  hat  man  in  den  For- 
meln 7)  P  f  ür  -B,  r  =  0  und 

W(x)  =  (07—1)2  (aj-f-l)  =  arS  — «2_^_|^i 
zu  setzen,  woraus  folgt 

W'ix)  =  3a?2— 2a?— 1,     W"ix)  =  6a?— 2. 
Die  Gleichungen  7)  werden  jetzt : 
l  =  Po,     0  =  Po(-l)+Pi,     0  =  Po(-2)  +  2Pi(— 1)+2P, 
und  geben  Po  =  1,  Pj  =  1,  P2  =  2.  —  Um  Q09  Qi  zu  finden,  ist 
in  den  Formeln  7)  Q  für  Ä,  r  ^  1  und  femer  zu  setzen 
V^dx)  =  ar3(a?-f- 1)  =  «4+0?» 
??-'(^)=;=4a?»-f  3o?2, 
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folgÜQh  wird 

1  =  Qo  .  2,     0  =  ao.7  +  <Ji  .  2, 
woraus  man  Qo  =  J,   Qi  =  —  l  findet.  —    Zur  Bestimmung  von 
Rq  endlich  gehören  die  Substitutionen  r  =  —  1  und 
IFCo?)  =  ^3  (-P— 1)2. 

die   erste  Gleichung  m  Nro.  7)  giebt  jetzt    l  =  Rq  ( —  4)  oder 
-Bo  =  —  ?•      Ver^iittelst  dieser  Werthe  der  Cbefltteienten  hat  man 

1 

ar3(jf  — 1)2  (a?4-l) 

_J_    I    JL4,A    .    _^___J L_ 

~   ^8  "^   a?2     i"    4r    "^  '2(a—iy        4(ar— 1)        4(ä+1) 

und  durch  Integration 


/ 


«•••  («—  1)»  («4- 1)     ^ 

n.  Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach 
dasselbe,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  zum  Theil  imaginär  sind;  es 
werden  in  diesem  Falle  auch  die  Coeffioienten  Pq)  -^i^  •••  Qo^  Qu*" 
imaginär;  aber  es  lässt  sich  diese  imaginäre  Form  dadurch  vermei- 
den, dass  man  wie  früher  diejenigen  Partialbrüche  vereinigt,  welche 
zu  conjagirten  Wurzeln  gehören.  Man  .erhält  dadurch  Ausdrücke 
von  der  Form 

(a -f- ia?  +  cx2)"+l  ' 

deren  Integration  kein^i  Schwierigkeiten  unteiüegt  (§•  51).  Ein 
Beispiel  wird  hinreichen,  um  die  Methode  kennen  zu  lernen.  Wenn 
es  sich  um  die  Entwickelung  de^  Integrales 

(4?4-l)  da 


fi 


(a?2-|-l)2  (4?— 1) 
handelt,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung,  wenn  i  =  V — 1, 

or  +  l a?+l 

(x2-(-  1)2  {a—  1)  ~  (^— 0»  (ar+O^  (^—  1) 

-Pq      I     Pi     t      Qo      I     Qi     I     -^0 

—  (or— 1)2  "T"  ar— «."'    (j?  +  0^  ^  ar-fi  "^  x—1 
Die  Formeln  7)  liefern  mm  zunächst,  indem  man  P  für  Ä,  i  für 
r  und  W(ä!)  =  Qc-\-iy  (^--  1)  setzt,  die  Werthe 

i  T.  1  —  * 

Po  =  — ,       Pi  =  -  -j- 

15* 
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Zur  Auffindung  von  Qo  und  Qi  ist-  keine  neue  Rechnung  nöthig, 
denn  es  würde  diese  nur  darin  von  der  vorigen  verschieden  sein, 
dass  überall  — i  an  der  Stelle  von  t  und  Q  für  P  stände;  man  hat 
daher  unmittelbar 

Die  Substitution  r  =  1,  «'(«)=(«?»+ 1)»  giebt  noch  Bq=\^ 
und  somit  ist 

-  jl  r_j_  _  _i_i  _  1  r  1=5 .  i+n .  1  -L. . 

—    4    1(0!— ty        (ar+O'J         '  U— t  ^  a^-f-tJ  ^  »  ar— 1 
Durch  Zusammen^ iehung  der  conjugirten  Partialbrüche  gelangt 
man  zu  der  reellen  Zerlegung: 

indem  man  endlich  noch  mit  d«  multiplizirt  und  integrirt,  erhält  man 


fi 


dx 


(««+!)»  (ä  —  1) 
I  --i--  —  m«^^  1)  —  I  -4rcte«a?  +  JZ  {x—  1)  +  OoiMt. 

Ä>       '1      X 
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Cap.   XII. 
Integration  irrationaler  algebraischer  DiflFerenziale. 

§.  55. 
Einfachst«  Fälle. 

Unter  den  Pundamentalformeln  des  §.  48  befinden  sich  nur  we- 
nige, die  zur  Integration  irrationaler  Differenziale  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  die  darin  vorkom- 
menden Wurzeln  ausschliesslich  Quadratwurzeln  aus  algebraischen 
Funktionen  ersten  oder  zweiten  Grades  sind.  Demnach  haben  wir 
uns  zunächst  auch  mit  derartigen  Differenzialen  zu  beschäftigen. 

Wenden  wir  auf  das  Integral 

dx 


A 


y  a  -\-  bx  -{-  cx^ 
die  schon  in  §.  50  gebrauchte  Zerlegung 

an,  uud  setzen  zur  Abkärzuog 

femer 

^Vc    +-y=  — y,   «also  dx  =  ri=^dy. 


so  erhalten  wir 

t^bx-}'Cx^~V7J  ya2-)_ya 


/dx 1^    r       dy 
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Durch  Anwendung  der  vor  Nro.  9)  in  §•  48  vorhergehenden 
Formel  ergiebt  sich  weiter 

oder,  wenn  man  sich  die  willkürliche  Constaote  aus  -, —  l  (iyc^ 

V  c 

und  einer  neuen  willkürlichen   Constante  zusammengesetzt  denkt: 

J    y  a-\-hx-\-cx^  .      yc 

Diese  Formel  wird  direkt  nicht  mehr  brauchbar,  wenn  c  eine 
negative  Zahl  ist,  also  das  zu  entwickelnde  Integral  die  Form 

da 


h 


Va  4-  b  X —  ca?2 
besitzt.     Für  diesen  Fall  benutzt  man  die  Zerlegung 

a4-i*~o«»  =  («+£)-(xVT-^)', 

setzt  analog  dem  Früheren 

«  +  -  =  ««,     xlAc-^^  =  y,     d*  =  ^dy 

und  hat  dann 

r  dx  _     1       r      dy 

J  V  a-{-hx  —  cx^        VTJ  y««  — y»' 

wo  sich  das  Integral  rechter  Hand  mittelst  der  vor  Nro.  10)  in  §.  48 
vorhergehenden  Formel  entwickeln  lässt.  Man  erhält  auf  diese 
Weise 


h 


dx 


=  -=.  Aresin'  -^  -|-  Const,^ 


Ya-^-hx  —  cx^  ~  VT 

oder  vermöge  der  Werthe  von  a  und  yi 

n  dx  1         .      .        2c«— 5       ,    ^     ^ 

2)  /  ,  ^.  =  77==-  Arcsxn  -7===.  -4-  Con^t. 

Wäre  endlich  c  =  0,  so  würde  man  keine  der  Formeln  1)  und 
2),  sondern  die  Pundamentalformel  2)  in  §.  48  für  ft  =  —  |  in 
Anspruch  nehmen.  , 
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Die  soeben  gewonnenen  Besttltate  können  wiederum  als  Aus- 
gangspunkte für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die  in 
§.  >51  unter  5),  6)  und  7)  entwickelten  Reduktionsformeln  damit  in 
Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln  die 
ümkehrungen  zweier  Differenzialgleichungen  sind,  die  für  beliebige 
m  und  n  gelten.    Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

r   da!    _  5-f2cjp        (2n— l)2c  C  dx 
J  2'"+^  ~    nkT^  »»*         */      T** 

[T=  a -f  Äa? -[- c^^     k  =  4:ac  —  b^2 
der  Reihe  nach  n  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen : 

^  J  tVt~      xVt  ' 

r     da     _  ,  fr  4-  2cx    .    ^    r     dx^ 

u.  s.  w., 
aus  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

dx 

worin  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lässt  und  f  ür  ib  ^  0  eine  algebraische  Funktion  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  8)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

^       J  T''~       (2n— l)2cT'*  "^  (2n  — 1)  2c  J  y«+l' 
für  n  =  —  J,  —  |,  —  \  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

u.  s.  w., 
durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

dx  t^Yt 


h 


ß 


für  ein  ganzes  positivus  k  entwickeln  lässt.  —  üeberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtangen  der  Werth  des  Integrales 
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/  T^  dx  =  f(a  +  ba-^cx^fda! 
als  bekannt  anzusehen,  weim  p  unter  die  Form  i  (ib  -f-  i)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  6)  und  7)  in  §.  51   folgt  hieraus  unmit- 
telbar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

fx'^T^  dx  und    f—  T^  dx 
J  J    x^ 

entwickelt  werden  können,  indem  man  n  -|-  1  =  +  (ifc  -|-  i)  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt.  So  erhält  man  z.  B. 
für  n  =  —  i; 

9)  A^^  ^  ^m-~i  yif  ^  (2m— 1)6     fx^-^dx 

Yt 


(m  — l)a     rx"^-^  dx 


woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  Px^  dx  Px^  dx 

vT'  JW  JW" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 

§.  56. 
Integration  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabein  von 
der  Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  ei- 
ner vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  TVurzel  gezogen 
werden  kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale 
Form  und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Man 
merke  sich  für  den  Gebrauch  dieser  Methode  folgende  Substitu- 
tionen : 

1)  V  c^-j-ßx    wird  rational  für    x  ==  ^-—^ — > 

r 
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Das  Detail  der  Bechnung  wird  man  aus  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.     Das  zu  entwickelnde  Integral  sei 

80  erhält  man  iur 

woraus  die  Werthe 

folgen ,  filr  J  die  neue  rationale  Form : 


__2  r £y_ 

-  J  A+2xy- 


A+2xy  — Ay» 
und  nach  Formel  6)  in  §.  50 

Aus  Nro.  5)  ergiebt  sich  umgekehrt  y  =  —  ^  -|~  V  1-1-^?' 
und  zwar  nehmen  wir  die  positive  Wurzel,  weil  in  Nro.  4)  der 
Ausdruck  vl-\~x^  als  positiv  angesehen  wurde  und  mithin  der  gleich- 

l4-.y2 

geltende   Bruch — -^ —  ebenfalls  positiv  sein  muss ,  wozu  offen- 

bar  ein  positives  y  gehört.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  und  ver- 
möge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  J folgt  nun  die  Integralformel: 

Yyi-^^k'  '  Vx+A*  —  AV^1  +  «'  —  V^x«+A2/ 
II.     Zur  Entwickelung  des  Integrales 
r      1  die 

^^  '  •'=Jx  +  A*      Vi_^2 

bedienen  wir  uns  der  Substitutionen 

1— V^ 


und  erhalten  mittelst  derselben 


U 
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Hier  sind  die  Fälle  x  <  Z,  x  =  Ä  und  x  ^  A  zu  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  wird  nach  Nro.  7)  in  §.  48 


1         /Vl+;4-yfX5«\  , 
VA*— X»    Vyi+i  —  y\'  A— x/  "•" 


J=-  T7^, :  '  1 TT^, ^^^.==  j  +  ^o«»«-' 


und   wenn  man    die  ursprüngliche  Bedeutung  von  J,    sowie   den 
Werth  von  y  aus  Nro.  8)  einsetzt: 

,10)*  f-L-      ^^ 

-  ~  V^^T^  ^  VVa+x  Vi+*  -  Va_x  Vi-x>'"^ 

Für  Ä  =;=  X  giebt  die  Formel  9)  unmittelbar 

J  = y    4-  Const. 

X  ^      ' 

oder  mittelst  der  vorigen  Substitutionen  und  nach  Hebung  von  x : 

11)  T-i-  -^J^  =  _  v/i=f +  Con.«. 
J    1+*  V^l  — a?»  ^     1+^ 

Für  X  >►  Z  lässt  sich  die  Integration  in  Nro.  9)  mittelst  der  For- 
mel 6)  in  §.  48  ausfuhren  und  es  ist  dann 

2        ,       /yY;^x\  ,  ^ 

oder  vermöge  der  Werthe  von  J  und  y 

12)  '      jT      1  da: 

=  —  ,  .  treten  (^  .  ^  .  )  +  Oonst, 

in.  Eine  allgemeinere  Integration  ist  noi^h  folgende.  £s  be- 
zeichne F  {z)  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  z^  so  kann 
das  Integral 

JF(ya-{'hx-\'Cx^)  dx 
bei  wesentlich  positivem  c  dadurch  ermittelt  werden,  dass  man 

13)  .  =  ijV1^73j5iziy!_ij 
setzt;  denn  man  erhält  mittelst  dieser  Substitution     ^ 

14)  f  F{y  a-[-hx-^cx^)  dx 

~  ic         J       \     9VT  2t/  /      y^       ^' 
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Hier  ist  das  Integral  rechter  Hand  nach  den  Lehren  des  vorigen 
Capitels  entwickelbar  und  man  hat  am  Ende  nur  noch  den  Werth 
von  y  aus  Nro.  13)  einzusetzen. 

Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Integration 

so  setze  man 

und  es  ergiebt  sich 

16)  r  F  (Va-^ba  —  cx^)  dx 

~  c         J     \    2 VT"      1+yV  (i+y^)^' 

wo  man  wiederum  "Sie  Integration  ausfuhren  und  den  Werth  von  y 
der  Gleichung  15)  entnehmen  kann.  Auf  diese  Weise  hätten  sich 
auch  die  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen 

§.  57. 
Integration  binomischer  Differenziale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differenziale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

s^-'^(a-i'bä^)1dx, 
worin  n^  n^  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.     Die  Inte- 
gration solcher  Differenziale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaüung  des  Wurzelzeichens ,  oder  durch  Re- 
duktion auf  ähnliche  und  einfi^chere  Integrationen. 
I.     Setzt  man  erstlich 

i.  1.-1 

SO  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2)  .      rj^-\a-\'hx'')^dx 

/-!5— 1 
(^?_a)«      zP-^^-^dz 


nb"" 
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und  hier  ist  rechter  fiand  ein  rationale»  Differenzial  vorhanden,  so- 
bald -—  eine  ganze  Zahl  ausmacht.    So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
n 

gen  ^Formeln 

Cx^  (1— a?2)?  dx=  —  j  y  («7—  1)2  ;t«dr, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  durch  Entwickelung  von 
(2;7  — 1)2  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung 

zu  nehmen,  also 

;5  =  (1  — a?2)^ 
einzusetzen  sein  würde./ 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 

3)        x  =  (-r^)'*also  dx  =  -  i±     ^!Zli£ ;- 

man  erhält  durch  dieselbe: 

A^  r      1     .       —              aa^^  r     zr\-n—^  dz 
i)  y  x'^-\a-\-hx'')<i  dx  =  ~  i-^ :  /  — 


m 


und  hier  wird  das  Differenzial  rechter  Hand  rational,  wenn 1-— 

n    '    5 

eine  ganze  Zahl  ist.   So  hat  man  beispielsweise 


und  darin 


=(^) 


.L„ .  =  üW, 


X 

nach  welchen  Angaben  die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

n.     Ist  weder  —  noch  —  +  ^  eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sieb 
n  n     ^     q  ^  ' 

das  binomische  Differenzial  im  Allgemeinen  nicht  riational  machen; 
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man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Beduktionsformeln, 
die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  ~  kurz  mit  8  und  a  -j-  fcar**  mit   -X",    so  giebt 

die  partielle  Integration: 

fj^-^X'  dx  =  X^  fa?^--^  dx—afx'^^  dxfx"^-^  dx 

=  i'^  -  8  fx'-^  dX-^^, 

m  ^  m 

und  weil  dX  =  bna^^^dx  ist: 

5)  A"»-!  z»  dx  =  ^^^  -  -^  /"^-h»-!  2:»-i  dx. 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von«  wönschenswerth  ist. 
Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

J  bns  bnsj 

oder,  wenn  m  —  n  fQr  m  und  «  -)-  1  für  «  gesetzt  wird, 

6)  f^-^  X'  dx=  ^P^-  r^^=^  f^-^^X^^  äx; 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und   vergrossert  gleich- 
zeitig 8, 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 

j sf^-^XUx  =    A'^-lCa+fc^)^*-!  dx  ' 

=  afa^-^X'-^  dx-^rh   fx'^+^-^X''-^  dx 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

^^*  _  iüi  /"«»H-w-ix»-!  dx 

m  m  J 

=  a  r>-^X*-l  dx-\-h  [x'^+^'^X'"^  dx, 

in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  «  -j-  1  für  8  und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an ;  es  wird  so : 

7)  ?^-l  X'dx  =  f!!^'  -  »^±!L£±!!)  f^m^-^X^äx; 
J  am  am  J 

diese  Reduktionsformel  vergrossert  m  ohne  8  zu  ändern.  Drückt  man 

das   Integral    rechter  Hand    durch    die  übrigen  Grössen    aus  und' 

schreibt  nachher  m  —  n  f ür  m,  so  ist: 
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8)  A-tx^..=^^:^^_  <!^  A-n~XX'  .,, 
J  h{m-^ns)        b(m-{-ns)J 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung.  von  8  herbeige- 
führt wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel    6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 


/ 


Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^--^X'>dx  =  ^^  +  -^  A^-lX'-l  dx, 
J  m-y-ns    '     m-\-n8j 

welche  Foraiel  zur  Verkleinerung  von  8  ohne  Aenderung  von  m 
dient.  —  Schreibt  man  noch  ä  -(-  1  für  8  und  reduzirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  ?^.-ix*d.=-^^^' + ^!i±i^  r^-^x'+u., 

J  an{8-\-X)    '     an(8-\-X)J 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössem. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Beduk- 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speziellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 

Y  ax — x^        J 
und  dann  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  ^m  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  h  auf  das  Integf  al  * 


/ 


,  j  =  Aresin 1-  Const, 

Yax—x^  « 


zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

r     J'dx        _  _  x^-^y ax  —  x'^    ,     a(2ib  — 1)   C:^-^  dx 
J  Vax  —  x^    ~  ^  '^         2k       J  yax—x^' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  9)  in  §.  55  finden  kann.    Aehnlicher 
üeberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 
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Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Beduktionsformeln  tut 
m  —  n  =  0,  sowie  für  m  -[-  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genom- 
men werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht 
erkennen  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die 
Differenzialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  ge- 
nannten Beduktionsformeln  nicht. 


§.  58. 
Integration    durch    unendliche    Reihen. 

Wenn  das  zu  integrirende  Differenzial  keiner  von  den  bisher 
betrachteten  Formen  angehört,  so  bildet  das  Integral  derselben  eine 
Funktion  von  a^  die  weder  algebraisch,  noch  durch  Logarithmen 
oder  Kreisbögen  dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  muss 
man  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrales  schreiten,  die 
darin  besteht,  dass  man  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
Faktor  von.^  in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  und  deren  ein- 
zelne Glieder  integrirt.  Setzen  wir  nämlich  zufolge  des  Theoremes 
von  Mac  Laurin 


^  1.2.3...  (»-1) 
wo  B„  den  Best  der  Reihe  bezeichnet,  so  ist 

ffix)  dx  -  jB^dx  =  Const.  +  /(O)^  +  ^  f 

•      1.2     3  "'"*""^1.2...(n— 1)  n  ' 
Vorausgesetzt  nun,  dass  für  unendlich  wachsende  n  der  Rest  R^  die 
Null  zur  Grenze  hat,  ^o  wird  auch  Lim  fR^  da  =  0^  und  die  vo- 
rigen Gleichungen  gehen  in  die  folgenden  über: 

/w=/(0)+£p.44f-+ 


wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass  die  zweite  Reihe  stärker  als 
die  erste  convergirt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  maa  z.  B.  für  x  <^  l 
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J  Vi  — «8        JL     ^  2      ^2.4      ^  2.4.6     ^J 

Nicht  immer  bietet  sieh  die  Reihenentwickelung  so  von  selbst  dar, 

wie  in  dem  vorstehenden  Beispiele ;  im  Gegentheil  bedarf  es  häufig 

erst  einiger  Umwandlungen  ehe  man  zu  einer  Reihe  gelangt.    Um 

z.  B.  das  Integral 

dx 

I  da 

V  1  —  («2  -}-  ^2)  ars-f  aö/j2a?* 

zu  entwickeln,  kann  man  bemerken,  dass  dasselbe  unter  der  Form 

Vi  — a2-p2    \/^l_^2-c2 

darstellbar  ist,  deren  einzelne  Faktoren  leicht  zu  verwandeln  sind. 
Unter  den  Voraussetzungen  ax  <^1  und  ßx  <^  1  hat  man  nämlich 

^  =14-1  «2-1.2  J_iji  «4^4  4,  ilil^  «6-^6  4. ^ 

.  YYzr^2     ^T-2«^  1-2.4       ^2.4.6^       ' 
,,  —       =  1 +  1/32^24. 14 /}4^4  + 1:14/»'^'  + 

y  l_^2ar2  '    ^'^  '2.4'^         '    2.4.6*^  ' 

Durch  Multiplikation  ergiebt  sich  hieraus  ein  Resultat  von  der  Form 

2)  ,>  ^       '  =l  +  CSg^2^Qj;44-C6^«+ , 

lA(l_a2a.2)(l_^2-c2)  I       ^  I       4         T       «  I 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde  ' 

U.      S.     W. 

Die    Integration    giebt    nunmehr    unter    den    genannten    Voraus- 
setzungen : 

dx  =±^9^^£^j^^^,,^Const. 

y(l  — a2-p2)(l_^2^2)         1^     3     ^     5       ^ 
1  >  aa?  >  —  1;     1  > /3a?  >  —  1. 
Dasselbe  Verfahren  wird   man   in  allen    den    Fällen  benutzen,  wo 
das  zu  integrirende  Diflferenzial  aus  Faktoren  besteht,   die   einzeln 
genommen  in  Reihen  verwandelbar  sind. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Integration 

.  dx. 
yi-\-ax-\-bx^ 

Unter  Benutzung  des  bekannten  Satzes 


«/ 


A 
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1  ,         1      1    1-3    ,        1.3.5    ,    , 

1>^>—  1 
ergiebt    sich   zunächst    unter  der  Voraussetzung,    dass    aj?  -j-  ft«> 
—  x(a  -|-  bx^)  ein  echter  Bruch  ist: 

,^=^=j===.=  l-J*(«+6*2)+  MxK«+4*»)*- 

Hier  kann  man  die  einzelnen  Beihenglieder  nach  Potenzen  von  « 
entwickeln  und  darauf  integriren ;  man  erhält 
r  da 

^^  J  VTT^7+b^ 

-{i^+m")i+ • 

wobei  jedoch  1  >  a?  (a  -f-  *  ^^)  >  —  1  sein  muss. 

Nicht  immer  glückt  es,  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
^  Punktion  von  x  in  eine  nach  Potenzen  von  x  selbst  fortschreitende 
Reihe  zu  verwandeln ,  weil  bekanntlich  das  Theorem  von  Mac 
Laurin  nicht  auf  alle  Funktionen  anwendbar  ist;  in  solchen  Fällen 
muss  man  versuchen,  die  gegebene  Funktion  in  eine  Reihe  umzu* 
setzen,  die  nach  Potenzen  einer  anderen  Funktion  fortschreitet,  wo- 
bei man  darauf  zu  sehen  hat,  dass  die  einzelnen  Glieder  dieser 
Reihe  wiederum  integrirbar  sind.  Die  folgenden  zwei  Beispiele  wer- 
den dies  deutlich  machen. 

Unter    der  Voraussetzung  eines   echtgebrochenen  a  würde  es 
sehr  leicht  sein,  den  Werth  des  Integrales 

1 


A 


=  da 


in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reibe  zu  verwandeln; 
ist  aber  der  absolute  Werth  von  a?  >>  1,  so  wird  jene  Entwickelung 
unrichtig  und  lässt  sich  durch  die  folgende  ersetzen: 


r     dx       _     n 1 


und  diese  hat  in  unserem  Falle  Gültigkeit,  weil  für  or  ^  1  der  um- 
SehlOmiloh,  Aiial7ili.  10 
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gekehrte  Werth   — 
gration  giebt  jetzt: 


1  1 

gekehrte  Werth   —  <  1,  bübo  um  so  mehr  -^  <!  1  ist.     Die  Inte- 


6) 


r   dx 

J  vTip78 


2      (,       ,     1      .    1.3     1         1.3.5     1 
Const.  —  TT=  <  1  —  i" 


y7"    \         5  7a?»     '2.4   130?«      :s.4.6  19«»^' 
Auf  ähnliche  Weise  wie  das  Integral  in  Nro.  ö)  würde  sich  auch 
das  folgende 

dx 


A 


Vl  +  2xa?2-far4      ' 

in  eine  Reihe  entwickeln  lassen,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  2xx^  -\-  AT*  ein  echter  Bruch  ist;  bei  einigermaassen  grossen  x 
kann  aber  dieser  Bedingung  nicht  genügt  werden,  und  mön  benutzt 
dann  eine  Transformation,  welche  auf  der  identischen  Gleichung 

beruht.  Sobald  nun  (1  -|-  x^y  mehr  als  der  absolute  Werth  von 
2  (x  —  1)  beträgt,  tritt  folgende  Entwickelung  ein: 

r  dx  r        1 dx 

^  J  V  1  +  2x0:2-^^^"' y./.    ■    2(x-l)    1+^» 

=   r\^ 1      «-1       I    1>3    (x-^1)«  I 

J   |l-fa?3  1   (1+0:2)«"^  1.2  (1+0^2)5        j"^' 

deren  einzelne  Glieder  leicht  integrirt  werden  können;  die  entste- 
hende Reihe  würde  namentlich  dann  von  Vortheil  sein,  wenn  x  nahe 
an  1  liegt  und  x  eine  grosse  Zahl  ist. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  den  Fällen  anwenden  könnte,  wo  man 
bereits  auf  anderem  Wege  die  Werthe  der  Integrale  in  geschlossener 
Form  entwickelt  hat;  die  nach  diesen  zwei  Methoden  abgeleiteten 
Werthe  eines  und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Con- 
stante  differiren  und  lassen  daher  eine  Vergleichung  zu,  welche  jeder- 
zeit auf  ein  zur  Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt.  So 
hat  man  z.  B.  einerseits 

andererseits  ist  der  Werth  desselben  Integrales: 
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/^ 


(1  — «+«»  — «84-«*— )dx 

i*-i*'+i*»-i«*+ +C,, 

jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  ^,  weil 
ausserdem  die  für  1  :  (1  -f-  *)  gesetzte  Reihe  diesem  Bruche  nicht 
gleich  wäre.    Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt 

Z(l-)-a?)  +  ConÄf.  =rla?— |a!2-f  lfl?3_ 

1>*>—  1. 
Der  Werth  von  Const,  bestimmt  sich  durch  die  Spezialisirung  « =  0 ; 
man  findet  Conat  =  0  und  kommt  somit  auf  ein  bekanntes  Resultat 
zurück.  —  Nach  demselben  Verfahren  würde  man   die  Reihe  für 
Ärctan  x  aus  der  Gleichung 

JY^^dx==J(l  —  a^-\-a^  —  a!^  + )  da 

1>*>—  1 
ableiten  können,  ebenso  die  Reihe  für  Arcsin  x  aus 

1  >  «  >  —  1. 

Ein  weniger  bekanntes  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  für  1>ä^ — 1 
geltenden  Gleichung 

fv^,"-f\'-i-  +  Tl-'- 1^^ 

nämlich  , 

,  y X        ,  ä'  .    1.3«* 

Kx-^]/Tf^^)^Const.=j-\j+—^J- 

-  Für  a?  =  0  erhält  man  Canst  =  0;  mithin: 

.    1/ — ] —  X       ,«'    ,     1.3  x^ 

8)         j(^4.1^rP)  =  Y-|-4:7:4-5— 

Man  findet  dieselbe  Gleichung  auch  dadurch,  dass  man  in  d«r 
Reihe  für  Ärcain  x  den  Ausdruck  x  V  — 1  an  die  Stelle  von  x  tre- 
ten lässt  und  die  Formel  7)  in  §.  45  (S.  172)  benutzt. 


ix 


10* 
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§.  59. 
Differenziale   mit  Exponenzialgrössen. 

Enthält  die  zu  integrirende  Funktion  nur  Exponenzialgrössen, 
ist  abo  das  Integral  von  der  Form 


/. 


/(O^x, 


so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

„^  hl   dz 

1)  €"^=  z.  mithin  a?  =  — ,  dx= 

a  a     z 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,   worin   keine  Exponenzial- 
grosse  vorkommt ;  denn  man  hat  jetzt 

2)  //(e-)d.=i-//(.)^^ 
also  z.  B. 


=  —  Arctan  z  -f-  Const,  =  —  Ärctan  (e^^) -{- Const. ; 


z- 
z 


a  '  a 

als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

für  1  -j-  ä:  ==  «2,  woraus  V  \--\-z  =zu^  z=:u^ —  1  und  dz=:2udu 
folgen,  verwandelt  sich  dieses  Integral  in  das  folgende 
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2    r    du  1    ,  A  — 1\    ,    ^ 

—  /  -^ ~  =  —  l  ( — 7— r)  +  Const., 

mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  z 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differenzial  Exponenzial* 
grossen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist, 

und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 
I  uvdx  =  u    I  vda —    1  du    1  vdx 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalfonnel 

e<^dx  —  ^  +  ConsU      ^ 
Gebrauch  macht.     Man  findet  so 

6)  A^  e«^  dx  =  -?^^  —  -  Tx^-l  e«^  dx. 
J  a  aJ 

Ist  nun  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  man  durch  wiederholte 
Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  vüu  x  fortwährend  ver- 
kleinernd, zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen;  in  der  That 
erhalt  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  fx^^e'^'^dx 

—  \—    ^'"""^    m(w~i)j?^-^'^  _ 


•••+(-1)-  "%^|v'->°^+Q»»^- 


Zu  derselben  Gleichung  würde  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  die  FundamentaHormel  5)  mmal  in  Beziehung  auf  a  dilferen- 
zirte.     Aus  Nro.  7)    erhellt  die  Möglichkeit,  das  Integral 


/ 


cp  (r)  edx  dx 


entwickeln    zu   können,   wenn    9.(ä?)  unter   der  Form    A  '\'  B x 
-f-  Cd?2  -|_  etc.  enthalten  ist. 

Lässt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  -f-  1  an  die  Stelle  von 
m  treten  und  reduzirt  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  kommt  die 
R^duktionsformel : 
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8)/^e-  ä.  =  -  (^_;"'^_,  +  ;;:^J-^  ^ä, 

zum  Vorschein,  welche  für  ganze  m  mit  A?üsnahrae  von  m  =  1  be- 
nutzt werden  kann.  Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  un- 
brauchbares Resultat  und  es  bleibt  dann  nichts  übrig  als  eine  Reihen- 
Verwandlung  vorzunehmen;  vermöge  der  für  alle  x  geltenden 
Gleichung 

e^         1     ■     a     ,    ggj?    ,      g^j?«      . 

X   ~  x'^    1  "+■  1.2  "■     1.2.3  "^ 

erhält  man 

(9    I ^^  dx  =  Const.  -f  Ix 
%J    X 

+ 1 T +ä  TT +ä  TT^X  +  •••• 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2 ,  3 ,  ...  die 
•Werthe  der  Integrale 


J  x'^  ^  J  x^ 


I* 


der  Reihe  nach  ableiten.  Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 

^  B         C 

i\f(x)e^^dx^  worin^(a?)=^  -f- 1-  —  -f"-««* 

X  X 

jederzeit  auf  'das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist ;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

so  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Um- 
wandlung 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 


h 
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griren;  wäre  aber  x  ]>  T,  so  wird  man  x\/  l-f~";  ^^  V  1  -f"  *^ 

setzen  und  dem  Integrale  die  Form": 

r\\.      .  1    ,    1.3  1         1.3.5   1    ,  K   _ 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 

§.  60. 
Logarithmische  Differenziale. 

Enthält  das  zu  integrirende  Differenzial  nur  Logarithmen  in  der 
Weise,  dass 

CfQx)dx 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Ix  =  y,  also  X  :=  ^^  dx  =^  ^  dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  f/Qä:) dx  =  Jm^  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer- 
den können.    So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

C{lxy^dx=  Jy'^ißfdy 

=  [/*  — my^--l+m(m-- l)y'»-"2_...^.(_i)m^(^_l  2  ij^, 

und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)y  (/j?)'»d«===[(Za?)'»  — m(Zx)»»--l  +  m(»i— l)(Z^)^-2_... 

-\-i—lTm(m—l)...^.\\x'\'Con8t 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vorigen 
Paragraphen : 

4)  [^  =  Const,  +  l(lx) 

^M  ^2   1.2   ^^8  1.2.3   ^ 

und  aus  der  Formel  8): 

g.  r  dx X ,         1  r     dx 

J  (bif'  ~        (m-  IX/x)»^-!-         m  —  lj  (to)»»-l' 


Digitized  by  VjOOQ IC 


248  Cap.  Xin.    §.  ei.    Goniometrische  Differenziale. 

Die  unter  Nro.  1)   angegebene  Subatitutioü  ist  auch  bei  dem 
allgemeineren  Integrale 

j  xi^  f(ix)das 

vortheilhäft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  Jx^fQ^)  dx  =:fe(^  +  ^)yf(y)dif. 

•  So  ist  z.  B.  für  den  speziellen  Fall  ft  =  —  1,  /(Z,r)  =  (Ix)"^ : 

7)  /  —  (Ix)"^  dx  =  fy"^  dy  =  ^^^Vt  +  ^önst. 
%J     X  J  wi— |— ,1 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

=  IQx)  -4-  CbwÄ*. 
Für  ein  von  —  1  verschiedenes  ft  und  ein  ganzes  positives  m 
giebt  die  Gleichung  6)  zunächst : 

fxf*  Qxy^  dx  =    A(;"+  ^^y  y"^  dy, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  yi 

9)    A"  gxr  J-r  -  P^^"*      "'(^^)""'  I  m(m-l)(Z^)'»-2 


,. .-^(_l)m  ">('«— ^)--2-l 


In  allen  übrigen  Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithmi- 
scher Differenziale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

§.  61. 
Goniometrische  Differenziale. 

Differenziale,  in  denen  nur  goniometrische  Funktionen  vorkom- 
men, lassen  sich  leicht  in  algebraische Diiierenziale  umwandeln;  setzt 
man  nämlich 

dz 


1)  ainx  =  z,  mithin  cosx  =r  VT— 7^,  dx  =     ,  , , 

so  hat  man  auf  der  Stelle,  wenn  f(sinx,  cosx)  eine  nur  aus  ainx  und 
cosx  gebildete  t\inktion  bezeichnet: 

2)  j  fisinx,  cosx)  dx  =   1  f(z,  V  1 — z^)     .    ^      * 
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Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. 

jsin'P  xcoslx  dxz=i  j  zP  (I  —  ^2)^?-!)  dz. 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  sind  die  sechs  Beduktionsfor- 
mein  des  §.  57  anwendbar,  indem  man  a=  1,  h'=  —  1,  m=p-j-l, 
n==2,|5  =  5  (<7  —  1)  setzt,  z  an  die  Stelle  des  dortigen  x  und 
1 — ^2  an  die  von  X  treten  lässt;  führt  man  nachher  die  Werthe 
von  z  und  dz  aus  Nro,  1)  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
sechs  Reduktionsformeln : 

3)  /  sin'P X  cos^  dx 

=       — — p3^ ^L-Js^nP-^^xcos^l    ^xdx 

^nP+^xcosl+h    ,    ;>+?4-2   r  .  0-4-2  //      j 

=       1— ; r         f  l      /  «nP^^a?co5^jf  dx 

Bin^'^^xcos/iy^x    ,    p  —  l    r  .  n    9 
= i H-       1       /  8tnP    ^ X  cos^  X  dx 

p-\-9.  p+qJ 

ainP'^^xcosq^^x    ,     q — 1     T  .   „  ^_9 

—       ^ h  ^-T—  /  «n^x  co8^    '^x  dx 

Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q^  oder  beide 
neue  um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte 
Anwendung  dieses  Verfahrens  führt  zuletzt  auf  ein  Integral,  in  wel- 
chem die  Exponenten  von  sinx  und  cosx  nicht  ausserhalb  der  Zah- 
len —  1  bis  -j-1  liegen;  sind  nun  p  unds^  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  so  muss  man  schliesslich  auf  eines  der  folgenden  In- 
tegrale kommen: 

j  dä^  =  X  -\-  C^  I  sinx  dx  =  —  cosx  -\-  (7, 

/  cosxdx  =  sinx  -|-  C,  /  sin x cosx  dx  =  \sin'^x  -(-  (7, 

J  Sinx  2     '  J  cosx  \4     '     2/ 

/  tanxdx  =  — •  lcosx-\-C,    j  cotx  dx  =z  l  sinx  -\-  C, 

=  /  ton  ar  4-  C, 

sinx  cosx 
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welche  sämzntlich  mittelst  der  Substitution  in  Nro.  1)  leicht  entwi- 
ckeibar  sind.      Nach  diesen  Angaben    wird  man  sich   ohne  Mühe 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Formeln  überzeugen,  die  wir  ih- 
res öfteren  Gebrauches  wegen  hier  zusaipmenstellen: 
\    Für  gerade  positive  p  ist : 

4)  I  sinP  a  dof 

P     \  P—'t  (p— :{)(l>— 4)  ^ 

(P— l)(f-3)-..3    .      I    ,     (y— l)(p— 3)...8.1 


^(p-i)(.p—i)...i  i^|)(i»-;ä)(p— 4)...4.2   ^ 

I^&gegen  für  ungerade  p : 

5)  /  tinP  X  da 

P      <  P— 3i  '   {p-t)(p-i)  ^ 

,  (p-l)(p-3)...4  2j  ,  ^ 
•••"•"(p-;ä)(p-4)...3.li"'"'~ 
Ferner  bei  geraden  positiven  p : 


|, —  1  p  —  3      •      p  —  5 

und  für  ungerade  p : 


1 


+  (— l)5^^-f-Cb»«t 


7)  /  tonP^  rfar 


/« 


tonP—^d?        tanP—^Ä    ,    tonP'^o?  ,    ,     .J/«J-1^ to»^« 


-f  (—1)5 (/>+!)  /  CO«  a?  -f  Con««. 
Hinsichtlich  der  in  den  Formeln  4)  und  5)  ausgeführten  Inte- 
gration von  sin'Pxdx  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  auch 
auf  anderem  Wege  bewerkstelligt  werden  kann.     Zufolge  der  For- 
mel 13)  in  §.  43  ist  nämlich  für  2n  =  m,  also  für  gerade  m 

(_-l)5w»2'"~l5m"*a? 
=  m^cosmx  —  miC08(m — 2)«  '-\-  m^cosim — 4)^  — 
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mitliin  durch  Multiplikation  mit  dx  imd  Integration: 

8)  jsin^xdx 

( —  V)i^     mo sin mx         mi  «n (m -«- 2)^  ^^  m^ «n (wi — 4) o? 


21» 


—1 


m — 2  '  m  —  4 

fTii         8in2x 


femer  ist  nach  Nro.  14)  in  §.  43  für  2n-f- 1  =m,  also  ungeradem: 

(_l)k"»-l)  2^-l«m'"a? 
'  =  mf^sin  mx  —  mi8in(m  —  2)d?  -(-  fn^mnCm — 4)a?  — 

folglich  dui'ch  Multiplikation  mit  dx  und  Integration: 

9)  jsin^xdx 

(^--iy(^  »"^^Jtwo  cosmx         mi  co8(m — 2)j?    ,    m^oo8(m — 4)a? 

~      ^^m-^l       (        m  m—'2  '  m  —  i 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  coa^x  dx 
mittelst  der  Formeln  11)  und  12)  in  §.  43  ausführen. 

Das  in  JNro.  2)  besprochene  Integral  von /(sin  x^  cos  x)dx  kann 
auch  dadurch  auf  ein  algebraisches  Integral  zurückgeführt  werden, 
dass  man 

10)  C08X  =z  u^  mithin  sinx  =  Vi  —  u\  dx  =z  —      ..  , 

Vi  — u» 

setzt,  wodurch  man  erhält 

//(sinxy  coax)  dx  =  —    //(VT^^^,  ü)    ^ 
j  y  1 — u2 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduktion  von  der  früheren  nicht 
verschieden,  jedoch  dann  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt. 
So  hat  man  z.  B. 

J  a  -{-  b  cosx  J  a  -\-  bu  y"i «2* 

für  a  t^  i  iat  nach  Formel  10)  in  §.  56  der  Werth  des  Integrales 

'rÄ^u-^yb-aVi~^\  ■  ^ 

l^u  —  Vb  —  aVl  —  u)  ' 


1 ^  fVJTaVl-\-u-^Vb^aVl^ 


Vb^-a'»   \VTf^y 
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mithin  nach  Substitution  von  u  =:  coaa  und  nach  einer  kleinen  go- 
niometrischen  Umwandlung 


1 


1)        f       ^^        =  1         ^  /y  b-^a-^]/TP'atan\x\        ^ 

J  a-[-bco8X        Yb^^a'^     \y  b^a  —  Yh—  a  tan]J  ' 


Für  die  übrigen  Fälle  a  =  6  und  a^b  erhält  man  auf  gleiche 
Weise  mittelst  der  Formeln  11)  und  12)  des  §.56: 


A 


1  -\-  cos  X 
und  

12)     f—rr —  =  r/-"=-  -^^^^«^  (  v  "-T7  *^^5 ^ ) 4-^'  ''>^- 

J   a-\-bcosx        Ya^—b^  ^       ?+*  ^ 

Durch  mehrmalige  Differenziation  der  Gleichungen  11)  und  12) 
in  Beziehung  auf  a  und  b  lassen  sich  hieraus  noch  die  Werthe  der 
unter  den  Formen 

r      dx        ^     r     x'^dx 

J  (a-f  6cos^)^+l  J  (^a-^bcosxf-^^ 

stehenden  Integrale  ableiten,  wenn  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind. 

Kann  man  die  Funktion /(5m.r,  coäcT)  so  darstellen,  dass  sie  als 
Funktion  der  Tangente  erscheint,  also  die  Form  (p(tanx)  annimmt, 
so  ist  es  von  Vortheil,  die  Substitution 

dt 

13)  towj?  =  i,  also  dx  = 

eintreten  zu  lassen,  denn  man  erhält  dadurch  sehr  einfach 

14)  J  (p(itanx)dx  =  J  <p  (t)  J^^s  ' 
so  ist  z.  B. 

r      cos^  X       ^^  _  r      1  _  r  i      dt 

J  acos'^x-{-bsm'^x  ^  ~  J  a-\-btan'^'x  ^  ~J  a-\-bt^  1-+«'^* 
Bei  ganzen  positiven  m  kann  man  den  Werth  des  auf  t  bezüglichen 
Integrales  ermitteln  (Cap.  XI.),  hat  also  nachher  nur  noch  t=ztanx 
einzusetzen. 
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§.  62. 
Fortsetzung. 

I.    Wendet  man  das  Prinzip  der  partiellen  Integration  auf  das 
häufig  vorkommende  Integral 


/' 


x^  ainx  dx 

an,  so  erhält,  man  sehr  leicht 

/  x^  sinx  dx  =  —  x'^  cos  x  -}-  m  I  x^"^  coax  dx^ 

und  indem  man  dasselbe  Verfahren  wieder  für  das  Integral  rechter 
Hand  benutzt: 

/  .r^"~^  cosxdx  =  x^'^^  sinx  —  (rn  —  1)  /  a?*'*"'^  sinx  dx. 

Durch  Substitution  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  er- 
giebt  sich  die  Reduktionsformel 

1)  /  x^ sinx  dx  =  —  x^cosx  -j-  m«^""^  sinx 

—  m(m  —  1)  /  a?*'*""^  sinx  dx^ 

mittelst  deren  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  von  derselben 
Form  zurückgeführt  wird,  in  welchem  der  Exponent  von  x  um  2 
vermindert  ist.  Wendet  man  die  obige  Formel  in  dem  Falle  eines 
ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  gelangt  man  auf 
eines  der  beiden  Integrale 


IX  dx  =  —  cosx  -f-  C, 


xsinxdx=i  —  xcosx  -{-'sinx  -f-  ^i 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  da^  zweite  sich  aus 

Nro,  1)  selbst  für  w  =  1  ergiebt. 

Lassen  wir  in  Nro.  1)  — m-\-2,  an  die  Stelle  von  m  treten  und 

reduziren  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  folgt : 

Csinx   ,  sinx  cosx 

2)  /  dx  = : r 

J    x'''  (m—l)x'^-^        (rn^l)(m—2)x'^-^ 

1  r  sinx 

~  (m— l)Cm-2)  J  ^^^2      ^• 

Für  m  =  1  und  m  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es  bleibt 
dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren; 
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im  ersten  Falle  erhält  man  mittelst  der  unendlichen  Reihe  für  sinx: 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration : 
Csinx   ,  sinx    ,       Cqosx   , 

und  nachher  vermöge  der  Cosinusreihe: 

Die  Formel  2)  kann  nun  dienen,  um  die  Integrale 

/sinx  .  r  sinx 

auf  die  Integrale  in  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  x  weder  eine  positive  noch  negative  ganze 
Zahl,  so  lässt  sich  derselbe  mittelst  der  Formeln  1)  und  2)  zwar 
verkleinern  oder  vergrössern,  man  wird  aber  schliesslich  immer  zur 
Integration  durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen  müssen. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Integral 

/  a!"^  cosx  dx^ 
man  findet  dafür  zunächst  die  Reduktionsformel 
6)  /  x^  cosx  dx  =  a?"^  sinx  -|-  mx^'^^  cosx 

—  m  (m —  1)  /  a?''*""^  cosx  dxy 

welche  bei  ganzen  positiven  m  anwendbar  ist  und  zuletzt  auf  eines 
der  beiden  Integrale 

/    cosx  dx  z=  sinx  -|-  C, 

/  X  cosx  dx  =  X  sinx  -f-  cosx  -|-  C 

zurückführt. —  Ersetzt  man  m  durch  —  w-(-2,  so  ergiebt  sich  durch 
Umkehrimg  der,  Gleichung  4) : 

Ccosx   ,     _1  <^^^^         j «na? 

^  J  '^     ^  ~~  (m— 1)0?'»-^  ^  (m— l)(m— 2)*»»-2 

\ f^^^^dx. 

(m-l)(w— 2)o/  aj»»-2 

Für  m  =  1  und  w  =  2  ist  die  Formel  nicht  anwendbar ;  im  ersten 
dieser  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  angegebene  Reihe,  im  zwei- 
ten Falle  hat  man  durch  partielle  Integration 
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^.  Ccoax   ,  .  C08X    -      Csinx   , 

8)  /  •— -  dx  = /  dx^ 

J     x^       ^  X  J      X 

wo  der  Werth  des  rechter  Hand  befindlichen  Integrales  aus  Nro.  3) 
zu  nehmen  ist.  —  Die  Gleichung  7)  kann  nun  dienen ,  um  die  In- 
tegrale 

/C08X  Ccoax 

_  d^,    y  __  d*, . . . . 

auf  die  in  3)  und  5)  entwickelten  Integrale  zurückzuführen.  Für 
andere  Exponenten  von  x  muss  man  jedenfalls  die  Integration  durch 
Reihen  bewerkstelligen.  —  Als  Gesammtresultat  dieser  Betrachtun- 
gen ergiebt  sich,  dass  Integrationen  von  den  Formen 

/  f(jc)  sinx  dx  und    /  f(x)  cosx  dx 

in  geschlossener  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn  /(x)  unter  der  Form 
Ä  -{^  Bx-\-  Cx^  -f"  ®*^*  steht,  und  dass  sie  auf  die  zwei  Integrale 

8)  und  5)  zurückkommen,  wenn /(a?)  der  Form  Ä  A (----|-etc. 

X  X* 

angehört 

Wir  beschäftigen  uns  noch  mit  den  beiden  Integralen 

P=  1  e^'^cos'^  ßx  da?  und  Q  =    f  e'^'^sin^ßx  dx, 

in  denen  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnen  möge.  Durch  theil- 
weise  Integration  wird  zunächst 

P  =  co^ßx  y  e«* dx  —  jd  co^ßx  y  e«*  dx 

und  wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  kurz  mit  P^  bezeichnen : 

9)  aP  =  e'^^cos'^  ßx-^-mß  .  P^. 

Die  partielle  Integration  giebt  ferner ,  auf  Pi  angewendet : 

Pi  =  co6^-^ßx  sinßx  ' j  d  Icos^-^  ß  x  sin ß  x"]  — 

—  —  ^«x  co8^-^  ß  a  sin  ß  x 

2-   f  ^(xx  ^cos^ßiß  _  (m—V)  cos^-^^ßxsin^ßx^dx, 

oder  wenn  man  8in^ßx=l — cos^ßx  setzt  und  die  einzelnen Theile 
integrirt: 
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aPi  =  e'^'^co^-^ßx  sinßx 

—  mßfe'''^cos'^ßa!da  +  (m— 1)  ß J  e"""" cos"^-^ ß x  d x, 

wobei  man  bemerken  möge,  dass  das  erste  Integral  rechter  Hand 
wiederum  P  ist.  Substituiren  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  in 
Nro.  9),  nachdem  wir  letztere  mit  a  multiplizirt  h9.ben,  so  ergiebt 
sich 

a^P  =  ae^'^co'a'^ßx  +  m ß e""" cos^—^ ß x  ainßx 

~-wi2/}2p-f-m(m— 1)  ß^  f  e^^cos^-^ßxdx. 

Durch  Reduktion  auf  die  Unbekannte  P  und  durch  Einsatz  ihrer 
ursprünglichen  Bedeutung  folgt  schliesslich: 

10)  fe-^cos^ßx  dx  =  ^^^^^^t^/^f^^  e^^co^-^  ßx 
J  ^  a2-|-w2/j2  ^ 

m0npl^2     r^ax,,,m^2ß^ax. 

^      «2  +  7712/32      J  ^ 

Für  das  Integral  Q  erhält  man  nach  demselben  Verfahren  eine 
ähnliche  Reduktionsformel,  nämlich: 

11N       r  ax    '  m  o     j  asinßx — mßcosßx    „-    .  m— i  ^ 

11)  /  e^^ sirP ßx  dx  z=z £—-; — f^r-* —  c     sin^    ^  ß x 

Je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  führen  diese  Formeln 
auf  eines  der  folgenden  drei  Integrale  zurück : 


12)    / 


da  =  —  e"'  +  C, 


18)    y'e-«„^.d.  =  ^«!i^^J^e-+C, 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist,  das  !z weite  und  dritte 
aber  aus  den  Formeln  10)  und  11)  selbst  für  m  ±=  1  entspringen. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  den  Formeln  12)  und  13)  aus- 
gehen, um  die  vorhin  mit  P  und  Q  bezeichneten  Integrale  in  etwas 
anderer  Gestalt  zu  entwickeln.  Man  wendet  dann  die  Formeln  11), 
12),  13)  und  14)  in  §.  43  für  m  =  /Sa?,  w  =  2n  oder  m  =  2n-|-l 
an  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder:  so  ist  z.  B: 
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^y  «•'*{:(2»)oC«w2n/5«4-(2n)iCoa(2n— 2)^«-f...+  >(2n)Jd« 


J_  jixS  f9^\.    acos2nßx-{-  ßam2nßx 


««*     (2n)o 


22n-l  »     p     >^  „2  _^  (2n)«/3» 

■  acoj(2n  — 2)|34;+/?«fa(2n-2)/?x    . 

-r^'^h  a»_|_(2„_2)»^»  ,"•"••• 

und  ähnlich  in  allen  übrigen  Fällen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  sich  das  Integral 
A«*  FCx)  dx 

vollständig  mittelst  der  Formeln  8)  bis  11)  entwickeln  lässt,  sobald 
F(a)  in  eine  Reihe  der  Form 

A-\'  B9mßx-\'  Csin^ßx 
umgewandelt  werden  kann. 

%.  63. 
Cyklometrische  Differenziale. 

Enthält  das  gegebene  DifFerenzial  eine  cyklometrische  Funktion 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differenzial  zurück- 
zuführen ;  mittelst  der  Substitution 

1)  Aresin  X  =2  ä?,     a?  =  9inz^     dx  =  co8z  dt 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  fiArcainx)  dx  =1  j  /{£)  cosz  dz ; 

nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  /  /  iArccos  Ä?)  df a?  ::= —  /  /(«)  sinzdz  ^     «?  =  Arceosx^ 

4)  /  /{ArcUm  x)  dx  =:       I  f{z)Bec^zdz  ,     z  =  Aretanx^ 

5)  I  fiArccotx)  dx  = —  /  /(^z)c80^zdz  ,     -e;  =  Afccöix. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

Schlömilch,  AnalytlB.  17 
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Je^<Arc$inx^^  =    A««  cosz  dz 


acos^J^^inz  ^„,  ^  ^^^^^ 


~         «3  +  1       _ 
mithin  rückwärts  für  «n«  =  a?,  cosz  =  yl 


/ 


^«^rc«na:^^  ^  ^^  ^^  ^  ^  "^  e«^*"^^  +  Cofw«. 


Auf  gleiehe  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 
/  Ar<f^  sin«  dx  und    /  Ar<f^  cosx  da 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwi- 
ckeln lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differenziale  von  der  Form 
/(a?)^(«)da?,  wenn  ^(^)  eine  C7klometrische  Funktion  und  f{x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  von  f(a)  da  eine  algebraische  Funk- 
tion bildet ;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differenziales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ^(^)  =  Aresina: 

I  Ärcsin  a  f(a)  da 

=  Ärcsina  j  f(jB)  da  —   /  d Aresina  I  f(a)da 
oder 

1)  /  fia) Aresina  da  =  Aresina  I  f(a)da —  /  -t* /  /(*)  da; 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar; 

2)  /  f(a)Arecosada  =  Arccosa  I  /(ayda-^-  I     ..  I  f{a)da^ 

5)   /  f(jß)Arctmada  =  Aretana  I  f(a) da —  /      ,     ^    /  f(a)da, 

4)  /  f(jc)Arecota  dn  ==  Arceota  l  f(a)da-\-  I      f^  ^  j  f(a)da. 

So  ist  z.  B.  in  dem  speziellen  Falle  f{a)  =  1  nach  Nro.  1) :  . 

5)  /  Aresina  da  =  Aresina  .  a  —  /  ,  ,  a 

'        J  J  y\—a% 

=  aAreäna  -j-  Vi — a^  -f-  Censt^ 
und  nach  Nro.  8) : 

da 

aArctana  —  5KI+«*)  +  Const.; 


6)  /  Aretana  da  ±=  Aretana*  a  —  /     "  ^  a 
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überhaupt  allgemeiner  für  f(jß)  =  a^~~\ : 

7^  f^"^-^  Arcinnx  dx  —  "^  ^^"^^'^"^  —  -^-  CJli^ 

J  m  m  J  y  1 — ^2 

jf"*  Ärctanä 


8)  /  a?*"—^  ^ctan«  da?  = 


m 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  S) 


,  ;  Arctanxda  =  — Arctanx  .  yl — x^A-  1   —— ; — rd«* 


ferner 


»/r 


SchaflH  man   das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli«- 
chen  Integrale  weg  (§.  56)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 
1  da  1         .  xVT 

und  dutch  Substitution  dieses  Werthes: 


A 


f 


S 


,  , — — -^  Aresin X  dx  ^=  —  V  1 — x^  Arctanx 
Vi— «2 

xVT 


+  VT  Arctan  ,^  —  ^rc«n«4-a 

Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


17" 
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Cap.  XIV. 
Die  Ausmessung  der  Linien ,  Flächen  und  Körper.. 


§.  64.  . 
Die  Quadratur  ebener  Curven. 

Schon  in  §.  47  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
al»  die  ebene  Fläche  angesehen  werden  kann ,  welche  unterhalb  von 
der  Abscissenachse ,  oberhalb  von  einer  beliebigen  Curve  eiilfacher 
Krümmung  und  zu  beiden  Seiten  von  ein  paar  beliebigen  Ordinaten 
dieser  Linie  begrenzt  wird;  wir  haben  dies  nun  etwas  näher  auszu- 
führen. 

In  Figur  28  isei  0M=  .r< 
die  Fläche  QMPB=:2F(x)  oder 
auch  kürzer  =  F^  die  Ordinate 
MF  =  y  =/(af),  so  ist  nach 
dem  Früheren 

mithin  umgekehrt  durch  Integra- 
tion 


1) 


F= Jm 


^da  -\-  Const 


=/» 


ix  -^  ConsU 


Die  Bedeutung  der  willkürlichen  Gonstante  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate QB  aus  die  Fläche  gemessen  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt ,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Rechnen  wir  aber  die  Fläche  von 
der  Ordinate  aus,  welche  einer  bekannten  Abscisse  Xq  entspricht,  so 
muss  für  a  =  Xq  die  Fläche  F=  0  werden,  und  hieraus  bestimmt 
sich  die  Gonstante  von  selbst,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden. 
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a.  Die  ParabeL    Aus  der  bekamiten  Gleichung  dieser Curve 
Fig.  29.  t/  =  —  =  J-  a?2 

^giebt  sich  nach  Nro.  1)  sogleich 

1     x^     , 

F=z —4-  Ornat. 

q      3 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  der  Para- 
bel aus  gerechnet  werden,  ist  also  in  Fig.  29 
die  Fläche  OMP  =  F^  so  muss  f ür  a?  =  0 
auch  jP=  0  werden;  dies  giebt  0  ==  0  -f- 
Const.^  also 

daraus  folgt  weiter  der  Archimedische  Satz,  dass  die  Fläche  OLP 
=:\xy  sein  muss,  wenn  LP\\OM  gezogen  wird. 

Eine  elegahte  und  später  brauchbare  Erweiterung  des  Theoremes 

2)  ist  folgende.  .  Man  ziehe  noch  zwei  Ordinaten  M*  P*  und  M**PU 
in  den  Abständen  MM*  =  M'M"  =  «,  so  ist  die  zwischen  der 
ersten  und  letzten  Ordinate  enthaltene  Flächet 

MM"P**P  —  OM*'P"  —  OMP 

_  ix-\-2By ^  _  1    6a?^+12^£+8fi2 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  3fP,  M'P'^  M"  P*'  mit  y, 
y',  y",  so  ist  die  vorige  Beziehung  einerlei  mit  der  folgenden : 
MM*'P"P  =  \b  0/  +  4y'4-yO. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  legen  wir  ein  neues  Coordi- 
natensystem  parallel  dem  früheren  und  setzen  0  R  =  h , 
NP  =  7j  =  y-f  X  N*P'  =  71*  =  y'  +  b,  N**P'*  =  ri*'  =  y'*-\-h, 
so  ist 
Fläche  NN»»P**P=  Rechteck  iV^iV"  Jtf "  JJ/ +  Fläche  MM**P**P 

=  2  6ft+l«[i2  — Z>+4(i?'  — Q+1J"— i], 
oder  bei  gehöriger  Reduktion 

3)  Fläche  NN"  P"  P  =  |  £  (ij  +  4  ij'  -f  ri**). 

Legt  man  also  durch  drei  Punkte  P,  P',  P",  deren  Ordinaten 
gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  der  Ordinaten- 
achse  parallel  ist,    so    kann  man  die  Fläche  dieses  parabolischen 
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Streifens  ans  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegenseitigen  Entfernung 
berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter  der  Parabel  erst 
aufsuchen  zu  müssen. 

ß.    Die  Ellipse,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

y    —    V  «2     —    J?2 

a 
darstellen,  giebt 

F=—  fVa^—a^  dx  =  -U  x  Va'^—x^  +1  a»  Aresin  -  j + Omst. ; 

wenn  die  Fläche  von  der  kleinen  Halbachse  aus  gerechnet  wird,  so 
muss  F  mit  x  gleichzeitig  verschwinden,  ajso  Cohst.  =  0  sein;  es 
bleibt  dann 

4)  F:=^\xy  •-\-\ahArcmi 

Für  a?  =  ä,  y  =  0  erhält  man  die  Fläche  des  elliptischen  Qua- 
dranten =  \ah  .  ^?r,  mithin  ah'TC  als  ganze  Ellipsenfläche.  In  dem 
speziellen  Falle  h  =  a  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über  und  man 
wird  dann  die  Formel  4)  leicht  auf  geometrischem  Wege  und  zwar 
dadurch  prüfen  könneji,  dass  man  die  über  der  Abscisse  x  stehende 
Kreisfläche  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  x  und  y 
und  in  einen  Kreisausschnitt  zerlegt. 

y.  Die  Hyperbel.  Stellen  wir  die  Qleichung  dieser  Curve 
in  ihrer  gewöhnlichen  Form  dar,  nämlich 

y  =  —   V"^3_a2, 
a 

so  wird 

F=—  /Vx^—a^  dx 

=  —  WxVx^—a^  —  la»  Z(^+Va?2_a2)]  +  Const. 

Das  Natürlichste  ist,  die  Fläche  vom  Scheitel  an  zu  rechnen, 
so  dass  F  •=  0  wird,  wenn  a?  =  a ;  dies  giebt 

0  =  —[—\a^l  (a)]  +  Const 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Constsnte  und  es  kann  nachher  ihr 
Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  werden;  dasselbe  erlangt 
man  kürzer  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen,  nämUoh 

oder  in  eleganterer  Form 

5)  i.=  .^y_i«M(-|-  +  -^). 
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d.  Die  Cycloide,  Nehmen  wir,  wie  in  §.  18  (auf  S.  66) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differenzialgleichung  der  Curye 


dy  =  \/- 


um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleichung 
.1)  durch  die  folgende 

F  =:  yx  —    /    X  dy^ 

welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

F^=  xy  —  I  dxVlfx—x'^, 

^ig.  80.  Die    geometrische   Bedeutung 

des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  C  Q  JD  (Figur  30) 
y  trx—x'^  =  CQ,  also 

dxv2rx  —  x^ 


P 


=  Fläche  CMQ  +  Const. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
F=  xy  -^  Fläche  CMQ  -f  ^»w<- 
Verstehen  wir  unter  F  die  Fläche  CMP^  so  wird  für  ^  =  0 
gleichzeitig  i^  ==  0  und  CMCi  =  0 ,  mithin  auch  Const  =  0 ,  also 

F:=z  xy  —  Fläche  CMQ  oder  xy  -^  F=  Fläche  CMQ; 
geometrisch  heisst    dies,    dass  die  Flächen  CPB  und  CMQ   stets 
gleich  sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y  =  —  9>(^)i  wird  nämlich  F  negativ  =  —  J  <p(x)dx^  was  auch 
geontetrisch  leicht  zu  constatiren  ist  *);   geht  nun  y  aus^dem  Nega- 


Fig.  31.  *)  Ein  Rechteck  MM'P'P  (Fig.  31),  dessen  Basis 

MM'  positiv  und  dessen  Höhe  MP  negativ  ist,  hat 
zur  Fläche  das  Produkt  —  MM' ,  MP^  gilt  also  für 
negativ,  wie  dies  auch  durch  seine  entgegengesetzte 
Lage  angezeigt  wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der  Abscissen- 
achse liegende  Flächen  erstrecken,  weil  eine  Fläche 
immer  als  Grenze  einer  Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  47). 
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tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
and  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Somme 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe; 
diese  erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  be- 
rechnet und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man 
z.  B.  die  durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  82)  einer  Parabel  auf  de- 
Fig.  32.  ^^^  Achse  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscis- 

senachse, so  ist  die  Gleichung  der  Parabel 

-i(f-.). 

mithin 


6)  F=z\x  (j-  —  p)  +  (^onsLy 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
ist  ConaU  =0.  üeber  der  Abscisse  0C=  pY%  steht  demnach 
die  Fläche 


^=ip^>('jr -")="■ 


Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Fliehen  OAB  und  ACD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  p: 

Fläche  OAB  =  —  ||?2  =  —  §  .  OB  .  OA, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.     Um  die  zwäte 
Fläche  ACp  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  l^'vom 
Punkte  A  aus,  so  dass  F  für  a  =  p  verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestinmiung  0  =  —  Ip^  -(-  Consty  also 

für  x  =  p  ys  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD  =  |p2, 

dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.  Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OAB  und 
ACD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  |/?2. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln 
berechnet  wenden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
iT  =  2  a  stehende  Fläche  der  Curve 
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y  == —     (b  und  a  positiv) 

(a — xy 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

F=  53  fr-^,  =  -^  +  Ccmst, 
J  (a  — a?)2        a—x    ' 

und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  i^=  0  wird  für  jp  =  0 : 

0  = h  CoMt.^ 

a      ' 

also 

h^    _    b^ 

a  —  X  a  ' 

und  endlich  für  a?  =  2  a 

a  a  a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  ericennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordi- 
nate y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse 
X  z=z  2  a  liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten 
Theilen,  indem  y  für  x  =  a  discontinuirlich  wird  und  zu  a?  =  a-|-tt 
und  zu  a;  =  a — u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte 
Fläche  ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse 
«  =  a  —  0  stehenden  Fläche  und  letztere 

^8  ^8  ■  J8 

=    4-00  — 


a  — (a  — 0)  a  '  a  ' 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv ;  daher  ist  auch  F  =  <x. 


§.  65. 
Quadratur  in  Polarcoordinaten. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  ausge- 
drückt wird,  so  kommt  es  darauf  an ,  die  Fläche  eines  Sectors ,  wie 
Fie.  88.  ^'  •^*  '^^P'i  ^^g«  38,  zu  ermitteln;  nennen 

wir  sie  S  und  bezeichnen  wie  folgt: 
i^XOP  =  tt,  l^POP*  —  ^u, 

OP  =  r,  OP'  =  r-\-^r, 

so  ist  ^S  =  der  Fläche  POP*;  gehen  wir 
von  den  Differenzen  zu  den  Diffenrenzialen 
über,  so  gilt  dS  (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnungen)  einem  Dreiecke 
POP*  gleich  und  ist  daher  dS  =  Jr  (r-f-^r)  5tn(rfM),  ferner,  weil 
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sin  (du)  mit  derselben  Genauigkeit  =  du  ist,  dS  =^  |r  (r-|-dr)  du 
und  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung 
dr  du: 

1)  dS  =  Ir^du,     S  =  l  I  r^ du  •r\-  Const. 

Die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von 
welchem  Radiusvector  aus  der  Sector  S  gerechnet  werden  soll ;  nen- 
nen wir  Wo  den  Winkel  AOX^  welchen  dieser  Anfangsradius  mit 
OJT  bildet,  so  wird  /S  =  0  für  m  =  Wq. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Quadratur  eines  Ellipsensecto.rs, 
indem  wir  den  einen  Brennpunkt  der  Ellipse  als  Anfangspunkt  der 
Poli^coordinaten  und  die  Gerade  von  diesem  Punkte  nach  dem 
nächstliegenden  Endpunkte  der  grossen  Achse  als  Anfangslage  des 
Radiusvector  ansehen;  die  Gleichung  der  Ellipse  ist  dann 

2)  ^^T^ ' 

1  -f-  6  CO«  M 

wobei  ^  den  Halbparameter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  und  b 
die  numerische  Excentricität  <^  1  bezeichnet  Für  den  Sector  hat 
man 

du 


3)  S  =  \p^J-^ 


i\-\-BC08Uy 

Den  Werth  des  Integrales  kann  man  entweder  dadurch  finden, 
dass  man  die  Gleichung 

— r^r- =  w  Arctan  \\/  —r-r  tan  \u) 

in  Beziehung  auf  a  differenzirt  und  nachher  a  =  1,  h  =.  s  setzt, 
oder  auf  die  Weise,  dass  man  die  DiflTerenzialformel  algebraisch  und 
rational  macht.     Hierzu  dient  die  Substitution 

1— Ä?2  .  tx 

^^^"  =  rp'    '^^^^  =  1+72'- 

4txdx  ,  idx 

sinudu=Z'-- — ; — — -,     du  = 


(l+«2)2'  —  l-f-a:»' 

mittelst  deren  man  erhält 

(l-{-x^)dx 


J  (1  +  scosuy  J  I 


(1  +  «C05m)2  J    [(1-f  £)  +  (1— £)a?2]2 

(l4-g)  +  (l  — £)a?^-2£ 
[(!  +  £)  +  (!  ~£)^232     ^^ 


dx 


l—B  J 

_  _j_   r         dx 4£_  r 

—  i_£  J  (iJ^e)-\-{\  —  B)x^        1—eJ  [(i-\-B)-\-(l^s)x^y' 
die  Integration  hat  nun  keine  Schwierigkeiten;  führt  man  sie  aua 
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und  setzt  nachher  für  x  seinen  Werth,  nämlich  ton  |m,  so  ergiebt 
sich 


vhp  ^"'"  (\/i+f  '"''^")  -  i=i>.  T 


ssinu 


L-)-€C05M 

als  Werth  des  in  Nro.  3)  vorkommenden  Integrales  und  mithin  wird 
4)  Ä  =     .  P'      3  Breton  fv/P^  ton^t/") ?- ^^'^^    . 

wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  der  Sector  S  von  der 
Fig.  34.  grossen  Achse  an  gerechnet  wird,  also  mit  u 

I  gleichzeitig  verschwinden  muss.  Man  kann 
Ider  obigen  Formel  eine  sehr  elegante  Gestalt 
I  verleihen,  wenn  man^  durch  die  grosse  Halb- 
lachse a  ausdrückt  und  einen  neuen  Winkel 
\iü  einführt,  welcher  dadurch  entsteht,  dassdie 
lOriliimte  MP  (Fig.  34)  verlängert  wird,  bis 
l^io  den  mit  a  beschriebenen  Kreis  in  Q  schnei- 
|det  ii»d'*Q  mit  dem  Mittelpunkte  0  der  El- 
lipse verbunden  wird.    Für  -40Q  =  w  ist  nämlich 

a  C08W  \ —  aB  =  r  cosu^ 
oder  wegen  a  =  p  i  (l  —  b'^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

cos  W  —  B  COS  U 

1 B^  l-^BCOSU 

Aus  dieser  Beziehung  zwischen  w  und  u  leitet  man  ohne  Mühe 
noch  folgende  Gleichungen  ab : 

cosw  —  B                            y  1 — B^sinw 
COS  u  = ,  sinu  = 

1 B  C08W  1 BCOSW 


,  1 COSU  ^    /l-\-B 


1-^cosi 

mittelst  deren  die  Formel  S  in  die  folgende  übergeht : 
aS  =  ia2  V  1— fi2'  (w  —  B  sinw), 

oder  endlich,  weil  a  yl — «2  ^{^  kleine  Halbachse  h  der  Ellipse  be- 
deutet: 
5)  S  ^=z\ah  (w —  B  sinw)^ 

von  welcher  Formel  in  der  Theorie  der  Planetenbewegung  eine  An- 
wendung vorkommt. 

Aendert  sich  der  Radius vector  der  krummen  Linie  sprungweise 
innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  aus  zwei 
getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  in  berechnen  sind. 
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§.  66. 
Näherungsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  in  Fig.  35 
AB  die  Basis  einer  Fläche,   OM  =  x^  MP  =  y  =  f  (a);  theilen 
pjg  35  wir  ^^  in  eine  beliebige  Anzahl, 

etwa  m,  gleicher  Theile  und  zie- 
hen durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfällt  die  Fläche 
AB DC  in  w  Streifen,  welche  nä- 
herungsweise  als  Rechtecke  gel- 
ten können,  sobald  m  eine  grosse 
Zahl  ist.  Bezeichnen  wir  die  Or- 
dinaten  derBeihe  nach  mit  ^o^yn 
Ifif  •  •  •  ymt  ^®^  ^^^^  Theil  von 
AB  mit  d  und  die  Fläche  ABDC  mit  F^  so  erhalten  wir  die  nähe- 
rungsweise richtige  Gleichung: 

1)  ^  =  *  (yo  +  yi  +  y2  +  -  •  •  +  ym-i)- 

Eine  etwas  grqssere  Genauigkeit  erreicht  man  dadurch,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hin- 
auskommt, die  m  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Li- 
nien, mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies 
giebt 

y^n-i  +  Vm 

2  ' '    '  2  ' 

oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

2)  F^8i\y,^y^-{-y,-\-...+  y^^i  +  |y,„). 

Bedeutender  wird  die  Annäherung,  wenn  man  sich  die  einzel- 
nen Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien  und  zwar  am  ein- 
fachsten als  parabolische  Bögen  denkt.  Dass  eine  solche  Voraus- 
setzung keine  Unmöglichkeit  in  sich  schliesst,  sieht  man  auf  folgende 
Weise.  Wenn  überhaupt  drei  Punkte  ^ly,  ^'ly',  ^"iy"  gegeben  sind 
und  die  Gleichung 

Cr  — ft)2 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Parabel  bezeichnet,  deren  Achse  der 
Ordinatenachse  parallel  ist,  so  würde  diese  Parabel  durch  jene  drei 
Punkte  gehen,  wenn  die  Gleichungen 


F=8  y  +  y^  +  8  M=^  + + « 

2 
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zusammen  stattfänden ;  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Bezie- 
hung auf  CK,  ß  und  q  liefert  aber  reelle  Werthe  für  dieselben  und 
daher  ist  es  jederzeit  möglich ,  durch  jene  drei  Punkte  eine  Parabel 
der  genannten  Art  zu  legen.  Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an, 
indem  wir  uns  durch  je  drei  Theilpunkte  des  Bogens  CPD  eine 
Paräbel  gelegt  denken,  wobei  m  eine  gerade  Zahl  =  2n  sein  muss, 
so  können  wir  die  Fläche  jedes  parabolischen  Streifens  nach  Formel 
4)  in  §.64  ermitteln  und  erhalten 

^=  |«.(yo  +  4yi-f  y,)  +  ld(y,4-4y,-f  y,)  -I- 

•  •  .  +  I*  (y2«-2  +  4y2«-l  +  y2n); 
oder  durch  Yereinigang  der  gleichartigen  Grössen 

+  4  (yi  +  ya  +  ys  + +  y2n-i) 

+  2  (ya  +  y4  +  y«  +  •  •  •  •  +  y2n~2)  }  -> 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson' sehen  Regel  be- 
kannt ist  und  schon  bei  massig  grossen  n  sehr  genaue  Resultate 
liefert. 

Diese  näherungsweisen  Quadraturen  enthalten  zugleich  die  nä- 
herungsweise Berechnung  beliebiger  bestinunter  Integrale ;  denn  die 
Fläche  ABDCiAt  nach  §.  47  dem  bestimmten  Integrale 

6 


f' 


f{x)  da 

a 
gleich,  wenn  man  OAtt^o^  OB=^h  setzt ;  man  kann  daher  die  Formeln 

j, (g 

1),  2)  und  3)  unmittelbar  anwenden  und  zwar  ist  dabei  8  = 

m 

und  yo?  yi?  ya?  •  •  •  sind  die  Werthe  von  /(d?),  welche  den  Werthen 
a?  =  a,  a  -j-  Ä,  a  -f-  2  Ä,  .  .  .  entsprechen,  nämlich  yo  =  /(«)i 
yi  =/(a-f  3),  y^  =/(a+2«)  u.  s.  w.  *). 

§.  67. 
Die  Rektifiktition  der  Curven. 

I.  Für  eine  ebene  Curve,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  of  ondy 
bezogen,  gilt  nach  §.  17,  Nro.  4)  die  Relation 

ds  =  Vdx^  +  dy^  =  dx  V  1  +  (^)'. 


*)  Man  vergleiche  hiermit  §.  78,  I. 
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in  welcher  ds  das  BogendiflPerenzial  bedeutet;  für  den  ganzen  Bogen 
8  ergiebt  sich  hieraus  die  Rektifikationsformel: 


Die  willkürliche  Constante,  welche  dem  Integrale  beigefügt  werden 
kann,  findet  ihre  Bestimmung  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
chem Anfangspunkte  aus  der  Bogen  gerechnet  werden  soll;  heisst 
Xq  die  Abscisse  dieses  Punktes,  so  muss  «  ==  0  werden  für  x  ^=  j;^. 
Will  man  sich  polarer  statt  rechtwinkliger  Coordinaten  bedienen, 
so  ist  nach  §.  19  Nro.  8): 

da  =  Vr^du^-^dr^  =  du  \/r^  +  (^^ 
und  mithin  durch  Integration: 

WO  sich  die  Integralconstante  durch  die  Polarcoordii^aten  des  Bo- 
genanfanges  bestimmt. 

a.    Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 
darstellen,  ergiebt  sich  nach  Nro.  1): 

=  — j  |«Vl)«+««  +  \p^  i(«+V/»*+«»)j  4-  Const. 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  «  =  0  werden 
für  «  =  0;  man  hat  demnach 

mithin  durch  Elimination  der  Constante: 

„         .  =  jiVSE+,„(i±vSE). 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  diese  Rektifikation  der  Parabel  mit  der 
Quadratur  der  Hyperbel  zu  vergleichen.  Construirt  man  nämlich  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbachse  p  und  nimmt  die  Neben- 
achse derselben  zur  Abscissenacl\se ,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

y«  —  «2  =  p^  oder  y  =  V^p2+^; 
mithin  die  Fläche  derselben 


^  =  tW 
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F=    f  daVp^+ä!^, 

wobei  für  a  =  0  auch  jP=  0  werden  muss,  wenn  die  Fläche  von  der 
Ordinatenachse  ab  gerechnet  wird;  mit  dem  Vorigen  verglichen, 
giebt  dies 

F 
8  =  —  oder  F:=  p8 

P 
als  Relation  zwischen  dem  Parabelbogen  über  x  und  der  über  dem- 
selben x  stehenden  hyperbolischen  Fläche.  —  Man  wird  übrigens 
leicht  bemerken,  dass  sich  jede  Rektifikation  einer  ebenen  Curve 
durch  ähnliche  Bemerkungen  auf  die  Quadratur  einer  anderen  Curve 
zurückführen  lässt  und  zwar  ohne  vorherige  Ausfuhrung  der  Inte- 
gration. 

ß.    Die  Ellipse.    Aus  der  Gleichung 

a 
erhält  man  ohne  Mühe  die  folgende  : 


worin  6  die  numerische  Excentricität  V  a^  —  h^\  a  bezeichnet.  Da 
die  postulirte  Integration  in  geschlossener  Form  nicht  möglich  ist, 
so  stellen  wir  a  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Zunächst 
bringen  wir  den  in  §.  65  benutzten  Winkel  MO  Q  =  w  wieder  in 
Rechnung,  d.  h.  wir  substituiren 

X  =  acosw^    dx  :=z  —  aainwdw^ 
woraus  sich  ergiebt: 

5  = — a  j  dfwVl — a^cos^w^ 

und  weil  Bcoav)  ein  echter  Bruch  ist: 

«= — a  j  dw\  1  —  iB^coä^w —  -t—tb^cos^w — |. 

Die  Integration  der  einzelnen  Theile  ist  hier  sehr  leicht;  denn  man 
hat  nach  §.  43,  Formel  11) 

/  cos^^wdw 
mithin  ist 
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~==  Cofwt.  — tt;+|fi2.i(i.2iW-f^.2o«n2«;) 

+    '. 

Die  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  giebt  ein  Resultat  von 
der  Form 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

U  =  .-Ki)'.H(|^)V-<i^)V-.... 

Um  dieConstante  zu  bestimmen,  rechnen  wir  den  Bogen  8  vom  End- 
punkte der  kleinen  Halbachse  aus;  es  ist  dann  ^  =  0  für  x  =  0^ 
d.  h.  für  w  =  l^r,  mithin 

0  =  Const.  —  A)"^^ 

folglich  durch  Elimination  der  Gonstante: 

6)  «=a[.4o(|ar — w)'\'Ä2sin2w'\-Ä^ain4:W-\'...J]. 

Für  to  =  0  folgt  die  Länge  des  elliptischen  Quadranten  =  aA^lx 
oder: 

7)  Q  =  ia.\  1  -  KD'  ^'-<M)'**-|(TrfT«*— ••!• 
y.    Für  die  H  7p  e  r  b  e  1  ist  die  Rechnung  sehr  ähnlich ;  aus  der 

Gleichung 

b^j 

y  =  — Varä  —  (,2 
a 

erhält  man  nämlich ,  wenn  £  die  Excentricität  Va*-}~*^  •  ^  be- 
zeichnet: 


=ß'\/^' 


oder  f  ür  a?  = ; 

C08U 


^  «/^^«'-<'<"*«  =  «*/ä\/i- 


«2 
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cosu 
Wegeu  6  >  1  ist  der  Quotient  ein    echter   Bnich    und    man 

*  .  6 

kann  daher  eine  Beihenverwandlung  vornehmen ;  sie  giebt 

/du    i         j       cos^u     1      cos^u  ) 

co8^ur~^^     IT  2.4  ~ir  —  '""]^ 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  gelangt  man  zu  einem 
Resultate  von  der  Form: 

— =  Const.-^-  s  tanu  —  ^o ** — -^2  ^^  2m  —  B^  sin  4)i  — , 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

Ö)  k=  11+11+ 

\   *  ~512    fi»"^ 

Rechnen  wir  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  8  =  0  für  «  =  a ,  d.  h.  fiir  w  =  0 ;  es  ist  also  Const.  =  0 
und 

9)  «  =  a  [fi ton M  — Bq u  —  B^ sin 2u — B^ «m 4 u — ]. 

Die  Verlängerung  der  zum  Endpunkte  des  Bogens  gehörenden  Or- 
dinate schneidet  von  der  Asymptote  ein  Stück  ab,  dessen  Grösse  z 
heissen  möge,  und  es  ist 

_  Va«  +  &a     _        _    as 

a  €08  u^ 

die  Differenz  zwischen  diesem  Stücke  und  dem  darunter  liegenden 
Bogen  ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Werthe  von  z  und  5,  nämlich 

z —  8^=06 |-a5oM+aB3«n2tt+ 

C08U        I  «      •  • 

L&9St  man  a  unendlich  werden,  wobei  co«u  =  0  mithin  u  =s\x 

wird,  so  wachsen  zwar  z  und  8  ins  Unendliche,  ihre  Differenz  aber 

nähert  sich  einer  endlichen  Grenze ;  denn  man  erhält  Lim  {z  —  «) 

=  aB^\x^  oder 

-"->=H!'+*GB+i(o)'?+- 

d.  Die  Cycloide.  Der  Scheitel  der  Curve  sei  der  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordinaten  (wie  in  §.  17);  es  ist  dann: 

10)  s  =  fdxy/tiIlEi^Y2rf:^=2V2^. 

Schlömiloh,  Analytls.  IS 
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Rechnen  wir  den  Bogen  gleichfalls  voin  Scheitel  aus,  so  ist  keine 
Constante  hinzuzufügen,  weil  s  mit  a  gleichjjeitig  verschwinden 
mui^s.  Für  a?  =  2  r  folgt ,  dass  die  obere  Hälfte  der  Cycloide  dem 
vierfacheh  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises,  also  die  ganze  Cy- 
cloide dem  Achtfachen  dieses  Radius  an  Länge  gleichkommt. 

II.    Für  Curven  doppelter  Krümmung  ist  nach  Nro.  5)  in  §.  20 

mithin  durch  Integration: 

"'        ,'=/-v/-+(|J)'+(^)', 

wobei  die  unt^r  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Differenzialquotienten 
den  beiden  Gleichungen  der  Curve  zu  entnehmen  sind.  Die  Be- 
stimmung der  Integrationsconsts^nte  geschieht  wie  früher  dadurch, 
dass  man  eine  Abscisse  Xq  festsetzt,  für  welche  der  Bogen  in  Null 
übergeht,  d.  h.  sich  auf  seinen  Anfangspimkt  reduzirt. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Linie, 
welche  den  Durchschnitt  eines  vertikal  ste- 
henden parabolischen  und  eines  horizontalen 
cycloidischen  Cylinders  bildet,  Fig.  36;  es 
sei  nämlich 


y 


d£_      /2r- 
dx         V         a 


dx  V         X 

wobei  a  die    Entfernung   des   Brennpunktes 
dei;  Parabel  vom  Scheitel  bezeichnet,  so  wird 


2r  —  X 


oder :  

12)  8  =  2  V(a+2r)ar=  2  V^2(la-fr)/r, 

wobei  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  der  Bogen  im  gemein- 
schaftlichen Scheitel  C  der  Parabel  CPA  und  der  Cycloide  CI^^B 
anfangen  soll.  Die  geometrische  Bedeutung  des  gefundenen  Werthes 
von  8  wird  man  durch  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  leicht  er- 
kennen. 
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§.  68. 
Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  2  haben  wir  gesehen,  dass  der  Differenzialquo- 
tient  eines  Volumens,  genommen  in  Beziehung  auf  eine  Coordinate 
a?,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist ;  bezeichnen  wir  also  ein  Vo- 
lumen mit  F,  den  durch  den  Endpunkt  von  x  senkrecht  auf  die 
Achse  der  x  gelegten  letzten  Querschnitt  desselben  mit  Q,  so  gelten 
die  Gleichungen: 

1)  dV—Qdx,        V=    radaf-^  ConsU, 

die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
cher auf  der  x  Achse  senkrechten  Ebene  aus  das  Volumen  gerech- 
net, für  welchen  Werth  von  x  also  V  in  Null  übergehen  soll.  Als 
Beispiel  mag  die  Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.  Das  Ellipsoid.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist  be- 
kanntlich 

(7)'+(f;+(7)'='. 

der  Querschnitt  am  Ende  von  x  senkrecht  zur  x  Achse  gelegt,  bil- 

b  -nj 

det   bekanntlich  eine  Ellipse,    deren  Halbachsen —  V  a^  —  x^    und 

— V  a^  —  a?2  sind,  deren  Fläche  mithin  ist: 
a 

Q  =  «  -.  (a*  —  ;r«). 

Nach  Nro.  1)  wird  nun: 

wo  keine  Const^te  hinzuzuiügen  ist,  wenn  das  Volumen  von  der 
yz  Ebene  an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  or  =  0  verschwinden  muss. 
Die  Formel  2)  giebt  das  Volumen  einer  Zone,  welche,  vom  Mittel- 
punkte des  EUipsoides  aus  auf  der  x  Achse  gerechnet,  die  Dicke  x 
besitzt.  Für  x  =i  a  geht  dieselbe  in  das  halbe  Ellipsoid  über 
=  I  sr  a  5  c ;  das  Volumen  des  ganzen  EUipsoides  ist  demnach 
=  \7Cahc.  Ist  c  =  6  <;  a,  so  erhält  man  \^ah^  fiir  den  Inhalt 
des  gestreckten  Rotationsellipsoides ,  c  =^  a^  h  giebt  \^a^h  als 
Inhalt  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoides,  für  c  ^=^  h  =z  a  end- 
lich ergiebt  sich  das  Volumen  einer  mit  dem  Halbmesser  a  beschrieb 
benen  Kugel. 

18* 
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ß.    Das  einfache  Hyperboloid,  dessen  Gleichung 

-(fMl)+(7)'  =  '     ,^ 

sein  möge,  hat  zum  Querschnitt  eine  mit  den  Halbachsen  — V  a^-j-or* 
und  — y  a^-|-a?2  beschriebene  Ellipse,  daher  ist: 

3)        F  =    /  inc  ^  (a2  +  ät«)  dar  =  ä  ~  (a^ar+J- ar»), 
J        a^  a*  '  » 

wo  keine  Constante  beigefügt  werden  darf,  wenn  wir  das  Volumen 

von  der  yx  Ebene  aus  rechnen.     Für  ä?  =  a  ergiebt  sich  das  be- 

joaerkenswerthe  Resultat ,  dass  die  Zone  von  der  Dicke  a  mit  einem 

aus  den  Halbachsen  a,  5,  c  beschriebenen  EUipsoide  gleichen  Inhalt 

besitzt. 

y.    Das  getheilte  Hyperboloid,  dessen  Gleichung  in  der 


Form 


(i)-(f)-(7)* 


dargestellt  werden  kann,  hat  zum  Querschnitt  eine  aus  den  Halb- 
achsen — Va?2  —  a^  und  — ysß—cfi  beschriebene  Ellipse,  welche 
für  Ä  <  a  imaginär^ ist;  daher  wird 

V—    /   3r  ~  (^2  —  a2)  da?  =  3r  ^  a^^—a^d)  +  Consi. ; 
Ja?  ar 

rechnen  wir  das  Volumen  Fvom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  wird 

F=  0  für  Ä  =  a,  mithin  0  =  —  \ahc  '\-  Const,  und: 

*)  F=^~d^^-a2a:+fa«). 

Die  Formel  giebt  jetzt  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe 
X  —  a ;  für  a  z;^  2a  eiiiält  man  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass 
die  Kappe  von  der  Höhe  a  gleichen  Inhalt  mit  einem  aus  den  Halb- 
achsen a,  5,  c  construirten  EUipsoide  besitzt. 

d.    Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

^''  +  ^-=2x, 

p       q 

und  der  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen  V  2pa 
und  y  2qx^  mithin: 

5)  V=  j2jtV^xdx  =  x]rpq^^^ 

und  zwar  bedarf  es  keiner  Constante,  wenn  man  das  Volumen  vom 
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Scheitel  aus  rechnet,  F  also  den  Inhalt  einer  Kappe  von  der  Höhe 
X  bedeuten  soll. 

£.     Das    hyperbolische     Paraboloid     mag    durch    die 
Gleichung 

P  9. 

charakterisirt  werden ;  der  in  der  Entfernung  d?  senkrecht  zur  x  Achse 
gelegte  Querschnitt  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  xy  Ebene  ein 
begrenztes  Stück  abschneidet;  betrachten  wir  nur  das  Über  der  xy 
Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  Q  jenes  Stück  und 

mithin : 


6)  F=f  -V^/  x^d^^l- 


und  es  bedarf  hier  keiner  Constante,  wenn  V  mit  x  gleichzeitig  ver- 
schwinden, V  also  den  Inhalt  des  Raumes  bedeuten  soll,  welcher 
nach  unten  von  der  xy  Ebene,  seitwärts  von  dem  genannten  Quer- 
schnitte und  pberhalb  durch  die  sattelförmige  Fläche  begrenzt  wird. 
Stellt  man  V  in  der  Form 


^=  !•••£■  V?r 


dar,  so  wird  man  die  geometrische  Bedeutung  des  Ausdruckes  leicht 
erkennen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  x  Achse  entstanden  ist;  der  Querschnitt  Q  bildet  hier 
einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und  wenn 
wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  wie  gewöhnlich  mit  y 
bezeichnen,  so  wird  aus  der  Formel  1)  die  folgende: 


7) 


F  =  JJT    jy^dx-j-Const, 


deren  Anwendung  leicht  genug  ist. 

Im  Allgemeinen  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Rau- 
mes jederzeit  zwei  Integrationen;  die  eine  dient,* um  vorerst  den 
Querschnitt  Q  zu  ermitteln,  die  zweite  leitet  hieraus  das  Vo- 
lumen V  her;  diese  Bemerkung  liesse  sich  auch  in  die  Zeichen- 
sprache der  Analysis  übertragen ,  indem  man  F  unter  der  Form  ei- 
nes Doppelintegrales  darstellte,  doch  versparen  wir  das  Nähere  hier- 
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über  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmte^i  Integralen  und 
ihrer  geometrischen  Bedeutung  die  Rede  sein  wird.  . 


§.  69. 
Die  Complanation   der  Flächen. 

Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Aufgabe  vereinfachen,  so 
erfordert  die  Inhaltsbestimmung  einer  gekrümmten  Fläche  im  All- 
gemeinen eine  doppelte  Integration,  zu  deren  Ausführung  oftmals 
besondere  Kunstgriffe  nöthig  sind;  wir  beschäftigen  uns  daher  vor- 
läufig nur  mit  der  Complanation  solcher  Flächen,  bei  welchen  mit 
einer  einfachen  Integration  auszukommen  ist. 

I.    Die  Cylinderflächen.    In  Fig.  37  sei   OJf  =  ^,  ifP 
=  y,  MQ  =  PS  =  -s ,  fetner  z  =  tlf(x)    die  Gleichung  der  Leit- 
pjg  37  linie  HQJ  eines  horizontal  parallel 

zur  Achse  der  y  liegenden  Cylin- 
ders  und  y  =  (p(ai)  die  Gleichung 
der  Leitlinie  CPB  eines  vertikal 
stehenden  Cylinders;  beide  Cylin- 
derflächen durchschneiden  sich  in 
der  doppelt  gekrümmten  Linie  KE  L^ 
und  es  entsteht  zugleich  auf  dem 
horizontalen  Cylinder  eine  begrenz- 
te Fläche  HKB  Q ,  deren  Grösse  / 
ermittelt  werden  soll.  Lassen  wir 
oß  um  da  wachsen,  so  nimmt  /um 
einen  Streifen  cZ/zu,  der  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann, 
von  welchem  QB  =  MP=  y  die  eine  Seite  und  QQ',  das  Bo- 
gendifferenzial  der  Linie  HJ^  die  andere  Seite  ausmacht;  der  hier- 
bei begangene  Fehler  (nämlich  die  dreieckige  Fläche,  welche  von 
einer  Linie  durch  B  parallel  zu  QQ!  abgeschnitten  würde),  besteht 
nur  aus  Grössen  zweiter  und  höherer  Ordnung  und  fällt  deshalb 
weg;  so  ist  nun  für  AT Q  =  s\ 


df=  yd8==zydx   y    ^+\£f 


mithin : 


Als  Anwendung  hiervon  geben  wir  die  Berechnung  der  cylindrischen 
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Gewölbflächen,  för  welche  die  Linie  ZT  Q  7  die  sogenannte  Wölbungs- 
cunre  ist. 

a.  Kreisförmiges  Klostergewölbe.  Es  sei  in  Fig. 38 
die  Wölbungslinie  HQ,  A  ein  Stück  eines  Kreises,  der  Halbmesser  des- 
selben =r,  ferner  die  halbe  Spannweite  OAz=a^  der  Pfeil  OH=h^ 
AB  =  6,  ferner  in  Fig.  39  OE  =  g^  0' E  =  k^  so  ist  die  Glei- 
chung der  Wölbungscurve 

z  =  —  g-\-  Vr2  — {^+fc)2, 
Fig.  88.  Fig.  39. 


woraus  man  findet 


K'+(i)'= 


Vr2_(^-f-.ik)3' 

der  Bogen  s  wäre,  wenn  wir  ihn  des  Folgenden  wegen  anmerken: 

/r  da! 

Die  Horizontalprojektion  des  Gewölbgrathes  BBH  bildet  eine  Ge- 
rade ,  deren  Gleichung  y  =  —  *    ist,    und    man  hat    daher    nach 

Nro.  1): 

hr     r  xdx 

^  ~   a  J  yr2_(a?-f  ik)2 
_  br     r     ix^k)dx       _  hk     r  rdx 

~   a  J  Yr2  —  {x-{^^  .        «  J  Vr2  — (a?- 


+ky 


=    _  £1  yr^^{x+ky  —  ^«  4-  Const 
a  a 

Für  .r  =  0  wird  /  =  0  und  5  =  0,  mithin 

0  = '  Vr2  — jfc2_L  ConsU, 

a  ' 

und  durch  Wegschaffung  der  Constante: 
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Da  es  weniger  auf  die  Fläche  HQB:=zf^  als  vielmehr  auf  dieganxe 
Fläche  ABH  ankommt,  -so  setzen  wir  o?  =  a,  wobei  ÄBH^=z  F* 
und  der  Bogen  AH  =  S  sein  möge;  wir  erhalten  so: 

.         F=.^-^  [WJ=¥  -  Vr»-  (a+ifc)»]  -  *^  S.      ■ 

Aus  Fig.  39  qrkennt  man  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der 
eingeklammerten  Differenz;  sie  ist  A  -f-  ^  —  g^  und  so  hat  man  die, 
elegante  Formel: 

2)  F=— (^Är  — ikA 

wo  a,  h^  h^  k^  r  unmittelbar  bekannt  sind  und  der  Bogen  S  leicht 
genug  berechnet  werden  kann.  Für  Stichbögen  wird  k  =^  0  und  die 
Formel  dadurch  einfacher,  bei  gothischen  Bögen  ist  g  =  0^  doch 
giebt  dies  keine  Abkürzung,  weil  g  in  der  Gleichung  2)  nicht  vor- 
kommt. , 

ß.  Elliptisches  Klostergewölbe.  Ist  die  Wölbungs- 
linie HQA  ein  Ellipsenquadrant,  dessen  Halbachsen  a  :=^  04  mid 
h  =  (XH  heissen  mögen ,  so  ist 

a 

b 
und  im  Uebrigen  wie  vorhin  y  =  —  a?.     Hinsichtlich  des  ds  sind 

zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  a  >>  Ä  oder  a  <  Ä,  da8 
Gewölbe  also  ein  gedrücktes  oder  ein  überhöhtes  ist ;  im  ersten  Falle 
hat  man  

und  im  zweiten  Falle 

mithin  entsprechend  diesen  zwei  Fällen : 

Mittelst  der  Substitution  a^  —  a^  =  a^  m'  verwandeln  sich  diese 
Gleichungen  in  die  folgenden: 

f  =  —  ah    [du  Vi  — €2+a2u2, 
/=  —  ah   [du  V  1-f  A3  — A«w2, 
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und  hier  ist  die  Integration  ohne  Schwierigkeit  ausführbar.  Be- 
stimmt man  die  Constanze  so,  dass  /  fiir  a?  ==  0  verschwindet,  und 
setzt  nachher  o;  =  o,  so  erhält  man  fgr  die  Fläche  ABHÄ: 


8) 

4) 


-=!«M'  +  ^''(S)I    •«>'■ 


F=\ab 


1  -| — ^y —  Arctan  A  |     ,     a  <^  h. 


y.  Kreuzgewölbe  bestehen  bekanntlich  aus  den  Stücken, 
welche  übrig  bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von 
den  Flächen  vollständiger  Tonnengewölbe  abgezogen  werden;  ist 
z.  B.  in  Fig.  40  AB  HA  ein  Theil  von  einem  Klostergewölbe  und 
ABKH  ein  vollstänc^iges  Tonnengewölbe,  so  ist  der  Rest  BUK 
ein  Stück  von  einem  Kreuzgewölbe,  dessen  übrige  Stücke  diesem 
entweder  congruent  oder  auf  ganz  ähnliche  Weise  entstanden  sind. 
Bezeichnen  wir  die  Fläche  BUK  mit  i^+,  ABK  mit  jP,  die 
Länge  der  Wölbungscurve  mit  ß^  und  AB  mit  6,  so  ist.  in  jedem 
Falle: 

Ö)  P^  =  hS  —  F, 

wo  man  für  F  einen  der    früheren  Werthe  zu  substituiren  hat. 

Fig.  40.  *■«•  «• 


II.  Umdrehungsflächen.  Eine  ebene  Curve  KQ,  Q', 
Fig.  41,  deren  Gleichung  z  =  ^(ä)  sein  möge,  werde  um  die 
Achse^der  x  herumgedreht  und  die  entstandene  Fläche  durch  einen 
vertikalen  Cylinder  geschnitten,  dessen  Leitlinie  BPP*  die  Glei- 
chung y  =  q>{x)  haben  soll.  Die  gebildete  Fläche  KDBQ,  heisse 
/,  so  entspricht  der  Aenderung  dx  eine  Flächenänderung  df 
=  QQ' B* E^  deren  Betrag,  abgesehen  von  unendlich  kleinen  Girössen 
höherer  Ordnungen,  mit  dem  Inhalte  eines  Bechtecks  aus  den 
Seiten  QB  und  QQ'  übereinstimmt.  Aus  der  Natur  der  Umdre- 
hungsfläche folgt  aber  MQ  =  MB^  ferner 

cos  PMB  =  sin  QMB  =  ^  =  •^; 

MB         z' 
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mithin 

/    QME  =  Ärcsin  -^, 
z 

und  da  Q^  ein  mit  dem  Halbmesser  MQ  beschriel^ener  Kreisbo- 
gen ist : 

V 
QE  =  z  Ärcsin  -^. 
z 

Für  die  andere  Seite  QQ'  des  betreffenden  Rechtecks  hat  man 


a«.  =  ..VTT(§^ 


Durch  Substitution    der  Werthe  von  QB  und  QQ*  in  die   Glei- 
chung df  z=z  QR.QQ*  und  durch  nachherige  Integration  folgt  nun: 

'6)  fz=zJzArmn^yi-\-{^^da. 

Als  Beispiel  diene  die  Bestimmung  der  Fläche  von  einem  Kugel- 
Y'it,,  42.  gewölb e   (böhmischen    Gewölbe). 

Die  Umdrehungsfläche  ist  hier  eine 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  und 
deren  Halbmesser  r  sei,  Fig.  42 ;  es 
ist  dann  z  =  V  r-  —  ä?^  und  man 
flndet  daraus: 


■V^' 


Die  Curve  BP  ist  eine  Gerade  pa- 
rallel   zur   Abscissenachse,    also   y 
=  OB  =  b;  aus  der  Gleichung  6)  wird  jetzt  die  folgende: 

f=.r    f  Ärcsin  "^ä., 

•     ■     ^  J  Yr'^  —  x'i 

oder  bei  theil weiser  Integration: 

.                 h                        p  x'^dx 

fz=zrai  Aresin.  .  —-br       — „^  -y 

=  rx  Arcsin  77=  —  br    1    ■— — 1  L  .  , 

Vr2— a?2  J  \r^  —  ^2  Jy^2_52_-p2 

wo  sich  wieder  eine  Integration  ausfuhren  lässt,  so  dass  man  er- 
hält : 

b  Sß 

/=  rx  Arcsin  ry====.  -\-  br  Arcsin 


_4  3    f  ^^ 
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Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Infegrale  x  =  yr^ — b^  sin  w,    so 

wird 

da ^  r du 

(r2  _  a?2)  y  ^2  _  J2  _  <p2  ~  J  r^co8^u-\-b^sin^u 

1      ,  /b  \  1      ,  bx 

=  -; —   Aretan  \  —  tan  u\  :^;=.  - —  Arctan  — ^  j ■ i    . 

br  \r  J         br  r  V  r^  —  b^ — x'^ 

Demnach  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

b  ,  X      . 

f=^rx  Aresin  ^  r  -V-  br  Aresin  ^y  - 

y  ^2_^2  V  r^  —  h^ 

bx  ' 

—  r^  Arctan  —   .*  , 

r  Vr^  —  b^  —  x^ 

wo  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  die  Fläche  HKMQ 
=  /  mit  X  gleichzeitig  verschwinden  muss.  Schreiben  wir  endlich 
um  grösserer  Symmetrie  willen  a  ==  OAfvtrx  und  F  für  /,  und  be- 
merken, dass 

Aretan     ,  >  =  Aresin  ( ,  .  .  ^  .  ) 

r  Yr^  —  62  —  a2  xy  r^  —  «2  y^2  —  J2/ 

ist,  so  können  wir  dem  Endresultate  in  sofern  eine  elegante  Gestalt 
ertheilen,  als  wir  sagen:  es  ist 

7)  F=r  iaA-}-  bB  —  rC), 

wobei  die  drei  Bögen  A^  B^  C  mittelst  der  Gleichungen 

b  ^  a 

8)  sin  A  =  ,y  ,  sinB=z  sin  C  =  sin  A  sin  B 

zu  bestimmen  sind. 

Die  allgemeine  Formel  6)  vereinfacht  sich  sehr  wesentlich  in 
dem  Falle,  wo  der  zwischen  den  positiven  Seiten  der  drei  Coordi- 
natenebenen  liegende  Octant  der  Rotationsfläche  selbst  betrachtet 
wird,  die  Curve  BP  also  congruent  mit  KQ  ist.  Es  wird  dann 
z  ==  if^  folglich: 

und  wenn  es  sich  um  die  ganze  ringsherum  liegende  Fläche  handelt: 

10)        i^=2./,y^i_^(|y... 

Hiernach  findet  man  z.  B.  die  Oberfläche  einer  von  der  yz  Ebene 
aus  gerechneten  Zone  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoides ,  indem 

man  y  =  —  V  62  —  x^  nimmt  und  F  mit  x  gleichzeitig  ver- 
schwinden lässt;  die  sehr  einfache  Rechnung  giebt: 
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11)       ^=«f  Vfcq=v«  +  «aH(^+^^±?), 

worin  zur  Abkürzung  • 

Va^  —  b^ 
gesetzt  worden  war.    Für  «  =  6  und  durch  Verdoppelung  des  ent- 
stehenden Werthes  folgt  noch: 

/als  Oberfläche  des  ganzen  abgeplatteten  Botaüonsellipsoides. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Cap.  XV. 
Die  einfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  70. 

Fundamentaleigenschaften  einfacher  'bestimmter 
Integrale. 

I.  Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  47  wieder  an,  de- 
nen zufolge  unter  dem  Symbole 


// 


f(jxi)  dx 

a 
der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«)«!  +/(a+«l)*2   4-/(«+«l+«2)«8  +  ••••• 

+/(a+*i  +  «2+...  +  «n-l)  «« 

convergirt,  wenn  die  Grossen  ^i,  ^s?  •  •  •  ^n  ^^^  -^^^  nähei'  und 
näher  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  Äi  -f-  Äj  -|-  Ä«  -fr- 
. . .  -j-  S^  ^genügen  müssen ;  zugleich  erkannten  wir  die  geometrische 
Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x  als  Abscisse  und 
y  =  f(je)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  angesehen  wird ;  es 
war  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der  Fläche,  welche 
diö  Strecke  h — a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat,  seitwärts  durch 
die  Ordinaten  /(a),  /(5)  und  oberhalb  durch  die  genannte  Curve  be- 
grenzt wird  (Flächa^jBjDC  in  Fig.  2^).  Später  ergab  sich,  dass 
das  bestimmte  Integral  auch  als  Diflferenz  zweier  Spezialwerthe  des 
nnbestimmten  Integrales 

2)  /  fißß)  dx  =  F(jß)  +  ConsU 
betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 


3) 


Jf(x)dx  =  F(h)  —  F(d), 
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unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  Funktion  fQe)  innerhalb  des  In- 
tervalles  von  o?  =  a  bis  a?  ==  b  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig, 
wenn  man  an  den  Begriffe  festhält;  wir  entscheiden  uns  für  die 
erste,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die  allgemeinere  ist.  Die 
zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass  man  das  unbestimmte 
Integral  VQn  f(jc)dx  bereits  kenne,  und  hierin  liegt  wiederum  die 
Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Funktion /(a?)  bekannt  sei;  eine 
solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  Definition  nicht  statt,  es 
reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  sß  von  «  =  a  bis  or  =  6  entspre- 
chende y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo.  man  es  herbekommen  hat. 
Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen  regellosen  (nur  wenig- 
stens zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier  wirft,  weiss  nach 
der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des  bestimmten  Inte- 
grales, da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstanden  ist,  er  kann 
den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  eine  mechanische  Weise*) 
mit  vieler  Genauigkeit  auffinden,  während  dies  nach  der  zweiten 
Definition  erst  dann  geschehen  könnte,  wenn  die  (vielleicht  gar  nicht 
angebbare)  Gleichung  der  entstandenen  Curve  bekannt  wäre. 

II.  Behält  die  Funktion  f(jß)  innerhalb  des  Intervalles  a  =  a 
hia  X  '=  b  dasselbe  Vorzeichen ,  so  kommt  letzteres  den  Grössen 
/(«)? /(«+^i)9  '  •  •/(«+^i  +  «'+*n— l)  gemeinschaftlich,  mithin 
auch  dem  ganzen  Integrale  zu;  geometrisch  heisst  dies,  eine  Curve 
mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  negativen  Ordinaten  besitzt 
eine  positive,  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

an,  so  entsteht  eine  Doppelsumme,  die  sich  zu  einer  einfachen  zu- 
sammenziehen lässt;  man  erhält  nämlich 

h  h  h 

4)    J^Ä0(x)+BWCx)  j  dx  =  Af9(x)dx-\-BC^(x)dx, 

a  a  a 

was  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  verifiziren  liesse. 

Aus  den  beiden  soeben  gemachten  Bemerkungen  zusammen  folgt 
noch  ein  Satz,  der  von  häufigem  Gebrauche  ist.   Setzen  wir  nämlich 


*)  Unter  den  mechanischen  Vorrichtungen  zur  Ermittelung  des  Flächen- 
inhaltes ganz  beliebiger  Figuren  empfiehlt  sich  das  Planimeter  von 
Weltli  nach  seiner  Verbesserung  durch  Hansen. 
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voraus,  es  sei  f(ß)  ein  Produkt  zweier  stetigen  Funktionen  9  (^)  und 
^  (a?) ,  deren  erste  innerhalb  des  Intenralles  a  bis  ft  für  a?  =  a  ih- 
ren grössten  und  für  w  -=  ß  ihren  kleinsten  Werth  annehmen  möge, 
so  ist  für  jenes  Intervall  qp(«)  —  9(^)  positiv,  (p(ß)  —  ^(ß)  negativ, 
ferner,  wenn  ^  (jß)  von  a  bis  h  positiv  bleibt,  auch  [9  (a)  —  q>  (x)]  ^  (ß) 
positiv,  dagegen  [9(^)  —  9(^)]^(a7)  negativ;  hieraus  folgt  nach 
dem  Obigen 
&  6  , 

/  \SP  («)  —  V  W]  ^  (^)  <^^  positiv ;  /  [y  (/3)  —  q>  (o?)]  ^  (»r)  dx  negativ. 
ß  a 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giefot  dies 
fe  6  h 

y(«)  /  i^(a)daf  >  /  (p(x)^(x)dx  >903)  /  ifix)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 

lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

h 

9iS)ft(^)dx     ' 

a 
die  willkürliche  Grösse  |  ^m  Intervall  a  bis  i  durohlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 


/ 


6 

9  Oö  t  (^)  d^ 


a 
wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  9(1)  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  b  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  ^  können  wir  mit  a-^-^ib  —  a) 
bezeichnen,  wo  d'  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

h  h  ^ 

5)  /  q)(x)f(x)da  =  q)[a'j-d'(b — a)]  /  il>(ai)dx^ 

a  a 

und  zwar  unter  der  Detennination,  dass  fp(x)  stetig  und^(a7)  stetig 

und  zugleich  positiv  bleibt  von  a?  =  a  bis  x  =:  b>     Beispielsweise 

ist  nach  diesem  Satze 

\^ 

/  sinx  ,  är*    ^  rf^  =r  8in  -r-  •  -^ , 

J  4  m 

0 


0 
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waraas  u.  A.  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlich 
wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderam  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  i^Qe)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  6) 
b 

6)  '  J  (p(x)dx  =  (h—ä)(pla  +  e'ib  —  ay], 

a 
was  eine  sehr  einfache  geometrische  Deutung  zulässt. 

m     Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  be- 
stimmten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integra^tionsintervall  zu-  oder 
abnimmt.    Aus  der  in  Nrö.  I.  gegebenen  Definition  folgt  die  nach- 
stehende auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende  Gleichung: 
h  c  c 

7)  JfOü) da  +Jf(äO  da  =  jf(a)da 


a  h 

und  umgekehrt. 


h 


I  f(a)  da  —  /  f(a)  da  ==  J-f(a)  da. 
ah  a 

Setzt  man  iii  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 
a 


ß 


f(a)  dax=zO 

a 
.  sein  muss,  so  folgt  noch 

'  h  a 

8).  ffiäi)  da==—  Jfia)  da, 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.      Nach 
Nro.  5)  hat  man 

J  f{a)  da=^  J  f(a)  da  +  J  f(a)  da; 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite  nach  Nro.  2),  indem 
man  der  Einfachheit  wegen  d^  =  d^  .  •  .  =  d^  =  d  setzt,  so  ist 

in  jedem  Falle  d  ==:  -2-  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 

bildet  den  Grenzwerth  von : 
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+/(ft— y+«-lÄ)« 

+/»+y)g  +  /(ft+y— '^'^  +  /»+y— 2^^  + 

-{-f(H-\-Y-n-lS)8, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  uitigekehrte 
Anordnung  erhalten  hai.     Ist  nun  für  jedes  | 

9)  /(/*  — Ö=/(ft+l), 

SO  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 

10)  /  fix)  dx=2  I  fix)  dx. 

Wäre  dagegen 

11).  /O*— Ö  =  — /(^+l), 

so  heben   sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 

12)  lf(x)dx  =  0, 

fA—Y 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende : 
wenn /(ft — |)==/(ft-f-|)7  »o  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aus  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  CiVund  Z>JV,  Fig.  43, 
wo  OJItf  =  ^  und  ^Jf  =  y.  Die  Fläche  ABDNC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  fQi  —  J) 
=  —  /0*-|-|)^  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  cojjgruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;   die    entsprechenden  Flächen  AMNC 

Fig.  44. 

Fig.  43. 


und  BMN*D  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte 
Vorzeichen  (Fig.  44),  es  ist  mithin  die  Fläche  ABDN'NC=i  0- 
Mittelst  dieser  Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung, 
dass 


S  c  h  1 0  m  i  1  c  h  f  Analy»ig< 


19 
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1. 


n  |7r 

/  sirFxdx  z=z2    /  8 


sirir  X  dx^ 


ebenso,   dass 


-71  - 

/  cos^x  dx  =  2  I 


2    /   cos^x  dx 
0 

sein  muss,  femer  bei  ganzen  und  positiven  n: 
n  In 

J  cos^^'-^x  dx  —  0,    rsir?'^-'^  x  dx  =  0. 

IV.   Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestinini- 
ten  Integrales 


/ 


Fig.  45. 


f(x)  dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Funktion  f{x)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet. 
Träte  eine  solche  ein  für  x  =  x,  wo  ft^x^a,  so  kann  man  nach 
Nro.  5)  die  Zerlegimg 

h  X— 0  h 

Jfix)  dx  =Jfix)  dx  -{-Jf(x)  dx 

a  a  x+0 

vornehmen,  die  geometrisch  bedeutet, 
dass  die  über  der  Strecke  AB=^b  —  a 
(Fig.  45)  stehende  Flächet 2? i)Z.'Z:C 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KB  D IJ 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KJL  = 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  KV  =  /(x-f-0)  die  erste  Ordi- 
nate des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Statt 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 

h  * — e  & 

/  fite)  dx  =  Lim  \  j  f{x)dx  -\-    1  f(x)  dx   | , 

a  a  x-f-cT 

wenn  man  unter  8  und  a  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht. 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 


/ 


fix)dx  =  F(jb)  -\-  Const, 
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ausführen,  so  wird  in  diesem  Falle 
h 

13)  j  f{xydx  ==  F(h)—F(a)--Lim  |F(x-|-d)  — l^(x  — 6)|, 

a 
also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correktion.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 
2 

r  dx i_  _  _i 

7  (1— a?)2  "~  1  — 2         1  — 0  ~~ 
0 

setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Funktion  -;; —   für 

...  ^   — ^^ 

0?  z=  1  discontinuirlich  wird ;  der  wahre  Werth  ist 

1  1  _.     l  1.  1 

—  : — T-  —  Lim 


-& 


1—2         1—0  ii  —  (i^S)        1— (1  — £) 

=  —  2-+  00.  , 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 
h 

/dx 
_  =  Z6_Z(_5)  =  Z(_1) 

— & 
zu  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer   imaginären  Fläche 

käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —   für  ar  =  0   eine  Unterbre- 

X 

chung  der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 
h 

y  -y  dx  —  lh  —  l{—h)  —Um  h(04-«)  — /(O  — «)| 

=  Liml(^^ 

da  b  und  £  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

so  ist  -T-   eine  unbestimmte   Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

Integrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  ß  und  8  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  oo  —  x  immer  den  Chkrakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  «  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

19* 
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f 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differenziation  als  richtig  ausweist. 


§.  71. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten 
Integralen. 

4t 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
vgralen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  hat 
man  dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  zu  beach- 
ten.    Setzt  man  nämlich  in  dem  Integrale 
b 


ß 


fl(pXäi)']dx 


a 


q)(x)  =  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  49,  m.)  a  =  ^(y)i 
dx  =  if'(y)dy',  ist  nun  ^  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  ip(a) 
angenommen,,  der  oberen  Integrationsgrenze  a  =  b  entspricht  auf 
gleiche  Weise  y  =  (p(b)  und  man  hat  daher 
b  gn(6) 

1)  ff\/p(^y]dx  =Jf(yW(y)dy, 
a  q){a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y  =  ^(d:) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
(p(x)  =  hx-\-k 

b  bh+k 

2)  Jf(hxJrh)dx  =  ±Jf(y)dy; 
a  aTi-{-k 

spezieller  für  a  =  0  und  t  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 
Ä+Jk  1 

Jf(y)dy  =  hJfQix-\-k)dx, 

k  0 

oder,  wenn  k  =  a^  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird : 

3)  ff(y)dy=(ß—a)Jf[a+(ß^a)x2dx, 

«  0 

;  i  -;   ;;    ^^.  ;v  ♦  ^        ,     ''    »•         77  " 
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wodurch   ein    Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 

so  erhält  man  zunächst 

/[«+«,-.,.]..=/(f±if)^,, 

wenn  femer  x  =  0  und  a?  =  1  geworden  ist,  so  hat  z  die  Werthe 
z  =  0  und  r  =  J  =  00   angenommen;  so  wird  aus  Nro.  3): 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  X   verschaffen. 

Eine  wesentliche  Modifikation  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  q)(ß!)  =  y,  nach 
x  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  derWerth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genom- 
men werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit 
wegen  geometrisch,  nämlich  y  =  9(*)  als  Gleichung  einer  Curve, 
so  bedeutet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher 
die  Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der 
beiden  Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der 
Ordinatenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  jboU. 
Ob  nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  a  oder  mehrere  a  ent- 
sprechen, das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab;  wenn 
dieselbe  von  a  =  a  hiB  x  =  b  nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  ^'(ar) 
sein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein 
neues  y,  ebenso  umgekehrt  zti  jedem  y  ein  einziges  x;  es  existirt  in 
diesem  Falle  nur  eine  reelle  ümkehrung  der  Gleichung  y  =  ^(ar), 
und  diese  Umkehrung  a?  =  ^(y)  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkom- 
p.     ^Q  mende.  —  Wenn  dagegen  die  Curve 

y  =  9  (^)  innerhalb  des  Intervalles 
X  -=  a  hia  X  =  b  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  hat,  welches  für  x  =  ^ 
eintreten  möge,  so  finden  sich  über  ^=| 
hinaus  die  früheren  Ordinaten  wenig- 
stens zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fi- 
gur 4  6,  für  0C=5,  OM=x,  OMi=x^, 
die  zu  x<^  I  gehörende  Ordinate  ^P=y 
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gleich  der  zu  ^i  >»  |  gehörenden  Ordinate  Mi  Px ;  umgekehrt  giebt 
es  also  für  ON  =  y  zwei  entsprechende  Absciss^n  NP  =  x^ 
NPi  =  >i ,  die  wir  durch  ^(y)  und %(y)  unterscheiden  wollen;  von 
diesen  beiden  Umkehrungen  a  =  il;(y)  und  x  =  xQ/)  ist  die  erste 
da  zu  nehmen ,  wo  ^  <C  |  sein  muss ,  die  zweite ,  wenn  man  weiBS, 
dass  äJ  >  I  sein  soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral 
wie  folgt: 

b.  $  h 

J  fi^>(.^y\dx=J fiq>ix)]dx  -^j f[spi^y\dx, 

aal 
so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand^  <^  |,  im  zweiten  «  >  |, 
also  dort  o?  =  ^  (y),  hier  a?  =  %  (y)  einzusetzen  J  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 

ffi(pix)]dx=Jf(yW(y)dy  +ff(y)x^(y)dy. 

a  (p(ä)  fpi^) 

Ganz  ähnlich  wäre  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  a  =  a 
und  X  =  b^  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Umkehnmgen  stattfanden ;  sind  |i ,  &  ^  •  •  •  In  ^^  Werthe  von  x, 
für  welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten,  so  zerlegt  man  das 
ursprüngliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  x=  a  bis  j?  =  f i , 
X  =  li  bis  a?  =  I2  ®*c.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Ümkehrung  der  Gleichung  y  =  fp(x)t  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

*  Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  q>(jx!)  =  x^-\- 2ra?,  a  =z  —  00,  ä  =  -|-oo,  so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  ar  =  —  r  und  aus  x^  -(-  2rx  -=  y  folgen  die 
beiden  Werthe 

X  =  —  r  —  Vr2-|-y,     x  =1  —  r  +  V^^'^H"^^ 
von  welchen  der  erste  <  r,  der  zweite  >  r  ist;  nach  diesen  Be- 
merkungen hat  man 


/ 


f(x'^-\-''lrx)dx 


=  I f(i^^-\-2rx)dx  -{-  j  f(x^-\-1rx)dx 

—  00  ^ 

— r«  +00 

/  — dy  r  '~\^dy 


+00 
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und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
grenzen vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird: 

00  QO 

für  y  =t  r^  (z^  —  1)  erhält  man  noch : 

— 00                                            0 
Es  sei  zweitens  q>(ß)  =  yx  -{ ,  a  =  0,  6  =  00 ,  so  tritt 

X 


für  a?  =  1/    —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher 


0 
°       .  Vi      „       ^ 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -j =  y  sind: 

und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

/^(y^  +  v)^^ 

0 
oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

Nehmen  wir  weiter  Vy2 — 4ay  =  ;?,  so  ergiebt  sich  noch: 


.  0 
2V^ 


6) 


//(y-+ v)^^  =  7-//(V^^H^)  ^^^ 
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hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Traosformationsformelii 
ableiten;  f tir /(«)  =  F  (^  j— j  folgt  z.  B.: 

/OO  00  ' 

für  /(m)  =  F(m2 —  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

^^  7  ^  V    ^*  "^  ^)  ^^  =  ~  y  ^  (2  ay4--p«)  (i^, 

0  ^  ^0 

und  wenn  man  «2  r=  a,  j32  =  j^  ^7  — -  ^^2  :::^  ^  setzt: 

endlich  fijr  i''(«)  =  9»  (      .     j; 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
barkeit  bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 

§.  72. 

Die  Differenzialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 
6 

/(a?)  dx 

a 
geht  unmittelbar  hervor,-  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
ar,  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  h ,  der  Natur  der 
Funktion/(a?)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig  ist. 
Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man  den 
Werth' des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  differenziren. 

Aendert  sich  h  allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales : 


// 
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h+Jh  b 

I  f(a)dx  —   f  f(ß)  da 


ß 


ß 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  jdh  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  S  za  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimn^ 
ten  Integrales  Nro.  2)  in  §.  70  vorkommen,  also  jdh  =^  *n+i  ^™. 
setzen;    nian   hat   dann  für  verschwindende  ^x)  ^2)  .  .  .  .  d^  und 

f{ä)dxz=fia)8^  +/(a+*0«3  +/(a  +  Äi+Ä2)*8+.... 

^f[x)dx=fia)d^  +/(«4-*i)«3  +/(a+*i+*3)«8  +  .... 
«  ....  +/(a4.«,+a,4...4.«„_^)*„ 

mithin  durch  Subtraktion,  Division  mit  d  6 = Ä^i  und  weil  ^i  -f"  ^2 "(" 
...-|-*rj  +  *n+l  =  *  —  ^  4"  ^^  "^  6^— a  übergeht: 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differenzial- 
quotient  einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 

6  a 

/(a)  d«  ^=rz  —  /  f(jß)  dx 


Jf(x)  dx  =  - /j 


ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  o, 
welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet : 
5 


'/ 


d  j  fix)  dx 
2)  ^__  =  _/(«). 

Enthält  die  Funktion  f(ß)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 
stante  r,  in  welchem  Falle  wir  /(jr,  r)  für  /(«)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a  und  h  von  r  unabhängig,  so  findet  sich,  ähnlich  wie  in 
§.49,  IV.: 
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6  6 

J  /(^i  r^dr)  dx  —J  f(ic,  r)dx  j 

«, a  '  __     rf(ß!,r-\-^'h)—f(jB,r) 


/Ir 


dx 


:/ji£i^+,j..,. 


a 
wo  £  beliebig  klein  werden  kann,  wenn  dr  gegen  die  Null  conver- 
girt.  Unter  der  schon  in  §.  49,  IV.  gemachten  Voraussetzung,  dass 
X  keine  unendlichen  Werthe  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
die  Integrationsgrenzen  endliche  Zahlen  sind,  ergiebt  sich  hieraus 
dass  B  mit  dr  gleichzeitig  verschwindet,  also: 
6 


ifn^. 


d      f(x,r)dx 


3) 


a 


=/i^.. 


dr 

a 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
f(x)  und  zugleich  in  a  und^J  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Funktion 
dreier  Variabelen  a,  6,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
ten abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differenzialrech- 
nung 

dr    ""    Sa    '   dr  "T"    2)6    *  dr  "•"    Sr  ' 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 

6 

dW  ^,      ^da     ,     ^,^        d6    .     r^f{x,r)   , 

—  =  -/(a,r)  -+  /(^r)  -+J  -^  dx, 

a 

oder  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differenzial- 

quotienten  kurz  mit  D^  bezeichnet: 

6 


4) 


D^  Jfix,r)da 


h 


=  f  l^rfi^^ry]  dx  +  /(6,r)  .  D^h—f(a,T)  .  D^a. 

a 
Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  =/(a?,r) 
als  Gleichung  einer  Curve^  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 
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die  über  der  Strecke  b — a  =  ÄB^  Fig. 47,  der  Abscissenachse  ste-^ 
pjg  47  hende   Fläche   ABDC  denkt.      Aendert 

sich  nämlich  r  in  f(jc^r)  allein,  so  erhält 
man  eine  ähnliche  Curve  von  anderem 
Parameter,  und  die  Fläche  J.  j^  £>  C  nimmt 
um  den  Streifen  OD  i^^  zu,  welcher  durch 
h 

[D^fix.r)  .  dr']  dw 

a 
ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige 
Aenderung  von  b  wächst  die  Fläche  umBB'D^D,=f(b^r).D^h.dr^ 
unä  durch  Aenderung  des  a  vermindert  sie  sich  um  ÄÄ*C'C  = 
f(a^r)  ,  t)^a,  dr.  Die  gleichzeitige  Aenderung  von  r,  b  und  a  ver- 
wandelt die  ursprüngliche  Fläche  in  Ä'  B'  F'E^xmä  mit  Weglassung 
der  Vierecke  DD*  F* F^  CC* E* E^  welche  unendlich  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnimg  sind,  hat  man 

A'B'F»m  —  ABDC=  CDFE-\-  BB'D*D  —  ÄÄ'C'C; 
auS'  diesem  Differenzial   der  Fläche  ABDC  ergiebt   sich  derselbe 
DifiPerenzialquotient  wie  oben. 

Will  man  das  Integral  mehrmals  nach  einander  in  Beziehung 
auf  r  differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
rechter  Hand  in  Nro.  4)  durch  die  Differenz 

i?^{6/(J,r)-a/(a,V)}  —  {J2)^/(6,r)  — aZ),/(a,r)} 

zu  setzen;  die  wiederholte  Differenziation  giebt  dann  immer  Aus- 
drücke von  derselben  Form,  nämlich: 

h 

5).  t>''^Jf(.x,T)dw 

a 

h 

=  f  [^"/(^,r)]  da!  4-  D^^l  6/(6,r)  — a/(a,r)j 


-\bD"^fib,r)-ajffia,r)\. 


Zum  üeberflusse  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlus- 
ses von  n  auf  n-|~l  verifizijren. 

Wenn  eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  ist,  oder  beide  es 
sind,  so  dürfen  die  Theoreme  4)  und  5)  nicht  ohne  eine  spezielle 
Untersuchung  angewendet  werden,  welche  die  Frage  zu  entscheiden 
hat,  ob  das  Integral 
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6 
s  d  x 


I' 


a 
mit  6  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht.     Beispiele  der  Art  wird 
§.  74  liefern. 

§.  73. 
Werthermittelungen  bestimmter  Integrale. 

In  dem  Falle,  wo  das  unbestimmte  Integral  eines  Differenziales 
f{x)dx  bekannt  ist,  kann  das  bestimmte  Integral  desselben  leicht 
mittelst  des  Satzes  entwickelt  werden,  dass  ein  bestimmtes  Integral 
als  die  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestimm- 
ten Integrales  angesehen  werden  darf,  so  lange  die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  Funktion  keine  Unterbrechung  der  Gontinuität 
erleidet.     Nach  dieser  Bemerkimg  findet  man  z.  B.  ohne  Mühe: 

a 
..  f    dx n^ 

2) 

ö 


a 

0 

Aus  der  Beduktionsformel  Nro.  8)  in  §.  57  ergiebt  sich  für 
a  =  1,  J  =  —  1,  n  =  1: 


/ 


mithin  f  ür  ä  =  1  und  ^  =  0 : 

1  1 

J  äF-^  (x—xY  dx  =  ^i^  f  a^^^  a—^y  dx.  ' 

0  .      ^"'"^  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  bei 
ganzen  positiven  m : 
1  1 

J  ^  ^  s  +  m  «4-7»— 1      5+3    5+2^ 

0  .  '  '  '0 
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Der  Wertb  dea  letzten  Integrales  ist,    nnbestimmt  genommen, 

= -J--  (1  —  4?)*+^,    zwischen  den  gegebenen  Grenzen  also 

=      ,  ^ ;  setzt  n^an  noch.«  =  a — 1,  so  ergiebt  sich: 

*^  J   "^        ^^    "^^  ,-    a    (a+l)(a+2)..(a4-m-.l) 

Für  X  =  z  :  (l-{-z)  erhält  die  linke  Seite  eine  etwas  andere 
Form;  es  wird  nämlich:     . 


»        fr 


z^-^^  dz  1  1.2.8...(m— 1) 


g/  (l-|_^)a+m  a    (a+l)(a+2)  ..  (a+m— 1) 

Aus  der  schon  benutzten  Reduktionsformel  Nro.  8)  in  §.57  be- 
kommt man  ferner  für  a=l,  6  =  —  1,  n=2,  «  =  —  |: 

J  Yl  —  a;2  m — 1  "^  m — lo/  y  l~d?a 

Schreibt  man  m  für  m —  1  und  führt  die  Grenzen  ä=1,/p=0 
ein,  so  wird 


r  x^dx     _  m  — 1   ro^-^dx 
J  Yl—a^  ~      ^    J   Vl—x^' 


0  0 
Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je 

nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

1  1 

/dx       _^  jr_        r    xdx     

und  gelangt  damit  zu  folgenden  zwei  Formeln: 
1 

C  sS^dx           1.3.5....(m  — 1)    n      ,      ^ 
«)  /  n/.       »  =  — TT-Ä ^T-  IT    (^  «^'a<le)^ 


2.4.6....m         2 

1 

C  ^  dx  2.4.6....  (m  —  1) 

^^  7yir:5=        3,5.7....m  (^""gerade). 

0 
Für  a?  =  5m  M  und  für  x  =  co8v^  wobei  im  letzteren  Falle  die 
Integrationsgrenzen  zu  vertauschen  sind,  hat  man  überhaupt: 


8) 


.     1  In  lin 

/x^dx  C  C 

a     ^  0  0 
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Die  Formeln  6)  und  7)  geben  also  gleichzeitig  die  Werthe  der  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  |  n  genommenen  Integrale  von  sin^  u  du 
und  co/'*  V  dv. 

Nimmt  man  in  der  Formel  6)  des  §.  59  a  negativ,   so  wird 
dieselbe 

und  durch  Einfuhrung  der  Grenzen  «  =  oo  ,  «  =  0  erhält  man 
daraus  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  a^  e^^^  iur 
4?  =  00   ebenso  wie  für  <r  =  0  verschwindet: 

00  00 

J^e-^dx=—  Jx^^-h-^dx. 

0  0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  führt  bei  ganzen  posi- 
tiven m  auf  das  Integral : 

00 

9)  fe-'^dx  =  —     ,  f Ür  a  >  0, 


/' 


a 


und  man  hat  daher: 

/\-      ^              1.2. 3... in 
^^e-'^dx  = -^^ ,  „  a  >  0. 

0 
Für  X  =  Z  ( — j  ist  noch: 

0 
Aus  der  unbestimmten  Integralformel 

/-^ — ; f  a*    ■  ^     =  "^  ArcUm  {—  tan  x) 

fliesst  für  X  =  I  ar  und  x  =  0  die  hanfig  vorkommende  Oleichunj 

12^  r     d*     L« 

'  J  a*c<w*«-j-^»«m»*        afi  i' 

Für  a  ^  h  hat  man  bei  nnbestimmter  Integration:' 

mithin  für  r  =r  ar  und  «  =  0: 
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71 

13)  /  — j-T =  ^>  ;         a  >  5. 


Die  beiden  Integralformeln 


„«.  .  ,      -  acoahx  —  hdnhx     _^y 


welche  dem  §.12  entnommen  sind,  liefern  noch  folgende  bestimmte 
Integrale : 


50 

a 


14)  .  /  e—^^coshx  dx= 


a2  4-ü>2' 
Ö  ' 

00 


15)  j  e-'^sinbx  dx  ———^ 

0 
in  denen  man  aber  a  nicht  der  Null  gleich  nehmen  darf,  weil  die 

Ausdrücke  e"^^  coahx  und  e"^  sinhx  nur  dann  für  a?  =  00  ver- 
schwinden, Wenn  a  von  Null  verschieden  ist. 

Man  sieht  aus  diesen  Ableitungen,  dass  der  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales  häufig  weit  einfacher,  als  der  des  entsprechen- 
den unbestimmten  Integrales  ausfallt;  ein  bemerkenswerthes  Bei- 
spiel hierzu  ist  noch  folgendes.     In  der  Formel  7)  §.  53   nehmen 

wir  X  =  —  und  a?  =  9,  wo  9  eine  beliebige  positive  Grösse  be- 

zeichnen  möge;  es  ist  dann  für  ganze  positive  «i,  gerade  n  ^  »i 

-f- —  27   sinhmd' ,  Arctan .  ,  ^    I 

n        L  Qsinhd'  J 

Zilstnhmd'  .Arctan  ^ — ^---- — L 

n         L  ainhd'     J 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  h  =  1,  3,  5,  .... 
(n  —  1)  bezieht.  Die  beiden  ersten  Summen  geben  durch  Vereini- 
gung der  entsprechenden  Glieder  Az^  ein^  Summe 
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=  —  lQ\co8md''\-co3Sm^-\-co85m^-^.,  4"  ^<>*  (^ — l)!»-©"?. 

Da, nun  überhaupt  die  Summenformel: 

-r,^  I         Ol         Kl         I         y        *v  sinnu 

17)         cosu-f-casöu-A-cosou-f-..  -i-coßCn — 1)m  =  --— : — 

'  '  I         I         V  '^  2sinu 

gilt,  deren  Richtigkeit  durch  Multiplikation  mit  2  sin  u  und  Zerle- 
gung der  links  entstehenden  Produkte  leicht  zu  prüfen  ist,  so  kann 
die   vorige  Summirung  sofort  ausgeführt   werden;    für  w    =   m<^ 

—  7C  ergiebt  sich,  dass  jene  Summe  =  0  ist  und  es  bleibt  daher 


n 

1 


Cx'^-^dx  2        r  i  —  gcoak^-X 

I  =  — 2j  \  ainhm^ .  Ardom, .  ,  ^      1 

J     l-X-a-w  n        L  Qsinh%^     J 


27 1  sinhm^.  Ärctan  - — .  ,  . —  1. 

n        L  stnhd'     J 

Lassen  wir  noch  Q  in  Null  übergehen,  so  wird 

/v^-lrf/c  2    ^r  .      ■  ^    arl 

J      1 4-a;'*  »        L  2  J 

0  ' 

—  —  HXsinlim^.  Ärctan( — cot  kd')u 

oder,  weil  immer  Ärctan  ( — cotz)  =  — Ärctan  (cot  z)  = — (|3r  —  z) 
ist: 

00 

A!!l!l^  =  —  27  [(^r  -  Ä  ^)  «m  A»7i  ^1 
J      l^a^n  n        L  J 

=  — I  8inm&'^3inSm%'-{'Sinbmd'-^  ...-\-8in(n — l)w^| 

\l8inm&'{-B8in3md'-j~  ...  -f-  (n — 1)  sin(n — l)mO'|. 

Die  Summe  der  ersten  Reihe  kann  unmittelbar  mittelst  der  (auf  ähn- 
liche Weise  wie  Nro.  17  zu  prüfenden)  Formel 

1  .   «      I            I     .   ^        ^%          1  —  cosnu 
sinu-\-stnöu-\- . . .  .-f-  8in(n —  1)m= — -r—. 

'  '  '  2  8tnu 

gefunden  werden;  indem  man  m  =  w^*  =  —  7t  setzt;  die   Summe 

der  zweiten  Reihe  ergiebt  sich  durch  DifFerenziation  der  Gleichung 
17);  man  erhält  nämlich  zunächst: 
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,1  «nM-f-  3  m3  M-(-  5  sin  5  t<-j-'. . .  -f-  (n —  l)«n(n —  1)« 

ainnuoosu  ncoanu 

28in^u  2nnu 

worin  noch  u  =  md'  za  setzen  ist;  nach  diesen  Ai^gaben  fod0t  mau 
ohne  Mühe: 

X      14-Ä^  n    *       -,   .  OTÄ  «    V      o   .    "*V' 

.    0      A~r*  2«n —     *  2 sin  — *  ■ 

n  n 

und  vermöge  des  Werthes.von  -ft; 

Durch  Einfiihru»g  einer  neuen  Variabelen  z  =^  x^  und  indem  man 
— =11  setzt,  nimmt  das  erhaltene  Resultat  die  elegantere  ^orm  an: 

wo  man  sich  unter  /&  eine  beliebige  Zahl  zwischen  0  und  1  denken 
kann,  da  eine  solche  immer  in  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner 
(z.  B.  Dezimalbruch)  verwandelbar  ist.  Für  z  =  t^  =  tan^u  und 
2/&  —  1  =  A  erhält  man  noch: 

00  ^^ 

^   l-|-«2       ^  2co«|Ajr 

Ganz  ähnlich  gestaltet   sich  der  Calcül  fiir  das  bestimmte  In- 
tegral 

CO 


ß 


nur  ist  hier  zu  beachten ,  dass  für  a  z=^^  l  eina  UnterlHrechung  der 
Continuität  eintritt,  dass  man  also  zunächst  die  Zerlegung 

1—«  00 


vornehmen  mnss.  Setzt  man,  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  zn 
erhalten ,  e  =£  d  =  0,  föhiC  aber  im  Uebrigen  die  Rechnung  ganz 
wie  vorhin,  so  findet  sieh: 

SehlOmtUk»  AttOyiU.  20 
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21) 


r.        1 — 'SCr  nt/in 


0      ^ — ^  ntan 

n 


oder  auch 

22)  frl^^^    ,    0<^<l. 

j/      1  —  z  tanfijt  ^  ^ 


§.  74. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

I.  Ein  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Er- 
mittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale  besteht  darin,  dass  man 
das  tägliche  Integral  in  Beziehung  auf  eine  darin  vorkommende 
willkürliche  Constante  erst  differenzirt,  den  Werth  des  neuen  In- 
tegrales aufsucht  und  dann  zu  dem  ursprünglichen  Integrale  zurück- 
kehrt.   Aus  der  Gleichung 

h 


u  =fn^ 


folgt  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  h  endliche  von 
r  unabhängige  Grössen  sind : 

h 
dl 

a 
und  es  kann  vorkommen,  dass  der  Werth  des  neuen  Integrals  leicht 
aufzufinden  ist;  bezeichnen  wir  ihn  mit  Mj,  so  wird 


tr        J        ^r 


u  =  I  ui  dr-\^  Consta 


wo  es  auf  die  Ausführung  dieser   Integration  und    nachher  darauf 
ankommt,  die  Integrationsconstante  zu  bestimmen,  wie  man  ans  den 
nachstehenden  Beispielen  ersehen  wird. 
a.    Das  gesuchte  Integral  sei: 

Ol 

1)  ^  =  J  ^"^^^'^^  ^ 

'  0 

Um.  in  Beziehung  auf  r  zu  differenziren ,  dürfen  wir  die  gew<^n- 
liche  Regel  nicht  ohne  alle  Vorsicht  anwenden,  weil  die  obere  In- 
tegrationsgrenze unendlich  ist;  dagegen  haben  wi^*  unmittelltKar ; 


30 

dx 
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/x 
'        \     Jr     J    X  ' 
0 

aus  der  Gleichung: 

^ sim        dsinz    .  . 

WO  Q  mit  jd  z  gleichzeitig  verschwindet,  folgt  aher  für  t  '=  xr^  in- 
dem X  als  Constante  angesehen  wird, 

^ainxr  ,  ,     ^ 

— — —  =  X  (coÄorr-f  ^); 


mithin 

dl 

Ö  0 

Denkt  man  'sich  q  willkürlich  gewählt   und  z/r  danach  Itestimint, 
so  ist  der  Werth  des  zweiten  Integrales 


/»  00 


^9  Je 


h  ' 

ö 

mithin  ergiebt  sich  für  f  =  0  und  ib  >►  0: 

k 


0 

Umgekehrt  folgt  daraus  «  =  Arctan  — — |-  Const;  die  Constante  mnss 

I  •  k 

aber  =  0  sein,  weil  aus  Nro.  1)  unmittelbar  hervorgeht,  dass  u  mit 
r  gleichzeitig  verschwindet.  Wir  gelangen  so  zn  der  Integralformel: 

2)  le    ** dx:=zÄrctan-r' 

J  X  k 

0 
Dieselbe    gilt  für  alle  an  sich  positiven  A;,    man   darf  sie  jedoch 
nicht    ohne    Weiteres    für    A   =    0    in    Anspruch    nehmen,    weil 
die   vorhergehende  Gleichung    für  ä:  =  0   unrichtig    wird;    dage- 
gen kann  folgende  Transfonnation  vorgenommen  werden.  Man  setze 

z 
r  =  fc*  und  X  =  -rr,  wo  z  eine  neue  Variabele  bezeichnet,  dann  ist 


/'■ 


Z 

T  sinz   , 

*  dz  =  Arctan  ife, 

0 


und  wenn  die  bekannte  Gleichung  f  {z)  =  f  (0)  -\-  z  f'  (S z)  auf 
die  Exponenzialgrösse  unter  dem  Integralzeichen  angewendet  wird : 

20* 
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yoo  00 Sz 
dz  -\ T"  /  ^        ^  sin  z  d&  =  Aretan  k, 

0  0 

Welches  nun  auch  der  Werth  des  positiven  Bruches  8  sein  möge, 
so  ist  doch  aus  der  Integratformel 


/• 


S9 
e^^sinz  dz  = 


0  ' 

unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Werth  des  zweiten  Integrales  in 
der  vorigen  Gleichung  ein  endlicher  bleiben  muss,  und  daher  ergiebt 
sich  für  Ä;  =  00  : 

sinz 


/sinz 


— du  =  Aretan  oo  =  |«. 
Ö 

Für  z  =  rsg  folgt  daraus,  wenn  r  eine  positive  von  Null  verschie- 
dene Constante  bezeichnet: 

3)  J  -—j-  do!  =  i  Ä.  . 
0 

Dasselbe  würde  man  aus  der  Formel  2)  fiir  jb  =r:  0  erhalten,  letz- 
tere gilt  daher  auch  noch  in  diesem  Falle. 

/S.    Für  ein  zweites  Beispiel  sei: 
oo 
1^ — X g — rx 

4)  «  =J ^'' 

0  • 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  leitet  man  hieraas 
die  Gleichung  ab: 

dt 

dt 

0 

derzufolge  w  =  Zr  -j-  Const  sein  muss.  Da  andererseits  die  Glei- 
chung 4)  unmittelbar  erkennen  lässt,  dass  m  =  0  wird  für  r  =  1, 
so  ist  Const,  =  0,  also: 

5)  / ' da  =  Ir. 

Giebt  man  dem  r  zwei  Werthe  a  und  5,  so  ist  durch  Subtraktion 
der  beiden  entsprechenden  Gleichungen: 


00 

^  =    fe-^dx  =—     ,        fiir  r  >  0, 
ir        J  r 


6) 


/-^..  =  ,(-l> 
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y.    Betrachten  wir  noch  die  allgemeinere  Gleichung: 


4, — oa: ^—hx. 


^  „ Ce—^  — e  ~"*  C08  r<ß  , 

7)  J :: ^^5 


ö 


es  ergiebt  sich  zunächst  daraus: 

0 
mithin 

M  =  I Z  (52  4-  r2)  4-  Qmst. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setzen  wir  r  =  0,  wodurch  u  in  das 
unter  Nro.  6)  entwickelte  Integral  übergeht,  also 

l  {—\  =  I  l  (62)  +  Consi. 
wird.     Dieser  Bestimmung  zufolge  ist: 


-00 

8) 


fe-^-e-Kosr.^^^,^^J±r^y     ^^^ 


g 

Nehmen  wir  spezieller  a  =  r,ft=l,  a?  =  — ^,so  wird  noch: 

V 

z 


f\e-^-e     r^,,j^=x,(_l._|.i), 


9) 

ö 
wobei,  ähnlieh  wie  in  a,  für  die  linke  Seite  geschrieben  werden  kann : 

J   {e^^ — cosz) 1 — J  ^      ^ C08Z  dz. 

0  ^        ''o 

Für  r  =  00   verschwindet  der  zweite  Theil  und  es  bleibt  daher  aus 
der  Gleichung  9)  noch  übrig: 

10)  fe-'-cos.  ^^  _ 

0       .     ' 

wovon  wir  später  einmal  Gebrauch  machen  werden. 

m.  Jn  allen  Fällen,  wo  man  mittelst  der  bisher  angegebenen 
Methoden  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  findet,  blei- 
ben immer  noch  zwei  Wege  zur  Berechnung  desselben,  nämlich  die 
Verwandlung  in  eine  Reihe  und  die  sogenannte  näherungsweise 
Quadratur. 

Für  die  erste  dieser  Berechnungsweisen  ist  nur  das  Eine  zu 
beirtericen,  dass  die  Reihe,  welche  an  die  Stelle  von  /  (^)  in 
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b 


ß 


a 
gesetzt  wird,  auch  für  alle  a  von  j?  =  a  bis  x^=b  dem  f(x)  gleich- 
gelten, also  convergiren  muss ;  findet  diese  Bedingung  nicht  statt,  so 
ist  deswegen  die  Anwendung  der  Reihe  noch  nicht  ausgeschlossen, 
nur  muss  man  in  diesem  Falle  die  Reihe  endlich  nehmen  und  ihren 
Rest  hinzufügen.    80  z.  B.  würde  es  voreilig  sein,  in  dem  Integrale 

1 


/lii'Ci)- 


1  —  a;      \  X  / 
0 

ohne  Weiteres  1  :  (1  —  j?)  =  1  4-  a?  --|-  j?^  -f-  . .   in  m/.  setzen  zu 
wollen,  weil  die  Convergenz  dieser  Reihe  an  der  oberen  Integra- 
tionsgrenze aufhört;  dagegen  ist  jenes  Integral 
1 

0 
und  wenn  man  die  einzelnen  Reihenglieder  mittelst  der  Formel  11) 
in  §•  73  integrirt,  so  hat  man  auch 

-^  +  i  +  i.  +...+  -^  -  /-^-^  .--^  d.. 

12     ^22    ^'    32    ^•••^    „2  J     l_j.      *    . 

0 

In  Beziehung  auf  das  Restintegral  ist  zu  bemerken,  dass  der  Aus- 

X  Ix 

druck-; von  d?  =  0  bis  ar  =  1  endlich  bleibt  (er  verschwindet 

1  — X 

für  d?  =  0  und  wird  =  —  1  für  a?  =  1),  dass  mif^in  sein  Maxi- 
mum A  und  sein  Minimum  B  endliche  Grössen  sind;  da  ferner 
x^"^  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  liegt  der  Werth  des  Restiu- 
tegrales  zwischen 

1  1 

A    /  a?"-*dÄ=  -  und  5    lx''-^dx  =  -, 
J  n  J  •         n  . 

0  '0 

hat  also  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze ;  aus  diesen 

.  Bemerkungen  ergiebt  sich: 

1  , 

/i^b  '  (-7)''*  =  ^  +  F  +  y^-+-  •"  •">■• 

.0 
Die  zweite  Näherun gsinethode  ent^^pringt  unmittelbar  aus   der 
geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten  Integral-js ;  betrachtet  man 
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dasselbe  als  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  so  bieten  die  Lehren 
des  §.66  hinreichende  Mittel  .dar,  um  den  Werth  des  Integrales 
mit  jedem  beliedigen  Grade  'der  Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich 
ist  hieraus  ersichtlich,  dass  ein  einfaches  bestimmtes  Integral,  dessen 
Constanten  numerisch  bestimmt  sind,  als  eine  völlig  angebbare 
Grösse  betrachtet  werden  kann,  und  daher  muss  eine  unbekannte 
Zahl  von  dem  Augenblicke  an  als  bekannt  gelten,  wo  man  sie  in 
ein  bestimmtes  Integral  verwandelt  hat.  Hiernach  ordnet  sich  auch 
das  Yerhältniss,  in  welchem  die  bestimmten  Integrale  zu  den  Bei- 
hen  stehen.  .Eine  Gleichung  nämlich  zwischen  einer  endlichen  oder 
unendlichen  Beihe  und  zwiscl^en  einem  bestimmten  Integrale  ist 
einer  dopt>elten  Auüassung  fähig ;  convergirt  diese  Reihe  rasch ,  so 
wird  man  ihre  Summe  leicht  durch  gewöhnliche  Addition  ermitteln, 
und  man  findet  damit  den  Werth  des  Integrales;  convergirt  aber 
die  Reihe  so  langsam ,  dass  eine  grosse  Gliederzahl  vereinigt  wer- 
den müsste,  um  n^r  eine  erträgliche  Genauigkeit  zu  erreichen,  so 
wird  man  den  Werth  des  Integrales  mittelst  der  Methode  der  Qua- 
dratur (z.  B.  durch  die  Simpson'sche  Regel)  aufsuchen,  und  gelangt 
damit  gleichzeitig  zur  Kenntniss  der  Reihensumme.  Beispiele  sol- 
cher doppelter  AufKassungen  wird  man  im  nächsten  Capitel  finden. 
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§.  76. 

Ableitung  neuer  Reihen  aus  früheren. 

Kennt  man  bereits  eine  Gleichung  von  der  Form : 

worin  Zq^  Z^  2^,  etc.  Funktionen  von  z  sind,  so  lässt  sich  daraus 
durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen  Differenziale  9(2)  dz 
und  durch  nachherige  Integration  eine  neue  Beihenformel  ableiten, 
nämlich 

jF{z)fp(£)dz 
—  Cz^^>iz)dz'{'    rZi(piz)dz -\-    Cz^tpiz^dz-^-...', 

bei  unbestimmter  Integration  wird  dieses  Resultat  oft  etwas  ver- 
wickelt, dagegen  nimmt  es  leicht  eine  Sehr  elegante  Form  an,  wenn 
die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  vollzogen  wird,  und 
es  erklärt  sich  diese  Erscheinung  von  selbst  aus  der  grösseren  Ein- 
fachheit bestimmter  Integrale. .  Einige  Beispiele  mögen  dies  zeigen. 
I.     Wir  gehen  von  einer  Gleichung  der  Form  aus: 

1)  /(^)  =  .lo  +  4i^  +  ^2«^  +  --=2^(^fc^i 

setzen  a  =  uz^  ^  wo  u  eine  beliebige  Constante  bedeuten  möge, 
multipliziren  mit  ä;"""^  (1  —  ä)'"""^  dz  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  z  =  0^  z  =  1^  natärlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gleichung  von  ^  =  0  bis  ar  =  w .  1  richtig  bleibt.  Wir  erhalten 
rechter  Hand  eine  neue  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
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l 

0 
sein  würde,  wo  sich  die  Integration  ausfuhren  lässt,  wenn  wir  erst 
«  =  1  —  «  setzen  und  unter  der  Voraussetzung  eines  genzen  po- 
sitiven n  die  Formel  4)  in  §.  73  für  a  =  a  -|-  jfe/J  in  Anwendung 
bringen.  Bei  nachheriger  Division  mit  1.2...  (w  —  1)  ergiebt 
sich  das  Resultat: 

1  .  *    > 

0 
__  4)  ,  ÄiU 

a(a+l)...(a+«i— 1)  "T  (a^^(a-^tH-^)...(a+ß+m—l) 

"^(«+2/J)(a+2/J  +  l).....(a+2/J+m  — l)^-"" 
Die  linker  Hand  vorkommende  Integration  lässt  sich  häufig  dadurch 
ausführen,  dass  man  (1  —  z)^^^  nach  dem  binomischen  Satze  ent- 
wickelt und  dadurch  das  gesuchte  Integral  auf  m  andere  von  der 
Form 

1 


/ 


s^-^-^fiuz^dz 


0 
reduzirt.    So  erhält  man  z.  B.  für 

und  «  =  1  die  Gleichung: 

1  U  .  «2 «« 

'     i       Q     A     K  A     K     a      I    • 


1.2.3         2.3.4  "^  3.4.5         4,5.6 
wobei  wegen  des  früheren  1  >►  a?  >>  —  1  nunmehr  1  ^  «  >i.  —  1 
sein  muss ;  ferner  für  a  =  l  nach  Division  mit  8 : 


1  "        I        "^ 


1.3.5        3.5.7^5.7.9        7.9.11~ ' 

worin  u  wiederum  ein  echter  Bruch  sein  muss.  « 

II.    Gilt  für  alle  z  von  «  =  0  bis  jc  =  J«  eine  Gleichung  von 
der  Form : 
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so  erhält  man  durch  Multiplikation  niit~^2;  iind  Integration  zwischen, 
den  Grenzen  0  und  \it  mittelst  der  Formeln  8)  und  6)  in  §.  73: 

*)  r Fit)  dt 

0 

Wenden  wir  z.  B.  dieses  Verfahren  auf  die  Gleichung 
,       „ ,  1  —  €08  z         1  —  Vi  —  «tn*  z 

_  1    1. 1  ^^  ^    I    1*8  sin^z     .    1.3.5  sin^z     . 

—  5  +  2     4     +2.4      6      +2TI76      8     "+" 

an  und  dividiren  nach  geschehener  Integration  mit  |)r,  so  gelangen 
wir  zu  dem  nicht  uninteressanten  Besultate: 

i=i+UD.  +  i(H)+ä(^)'+ 

Eine  weniger  jgpezielle  und  deshalb  an  Folgerungen  weit  reichere 
Anwendung  desselben  Prinzipes  möge  dem  nächsten  Paragraphen 
vorbehalten  bleiben. 


S.  76. 

Die  trigonometrischen  Funktionen  als  unendliche 

Produkte. 

Die  unter  Nro.  17)  in  §.  34  entwickelte  Gleichung 

_X2(A2-22)(A2-.42) 

1.2.... 6  ^«^-t--- 


gilt  fär  alle  X  und  für  alle  zwischen  0  und  \  n  liegenden  z ;  an  der 
Grenze  dieses Intervalles,  d.h.  für  a  :^  ^sr,  convergirt aber  die  Reihe 
noch,  zugleich  behält  coakz  seine  Continuität  und  daher  gilt  die 
obige  Gleichung  noch  für  z  =:\n.  Durch  Multi|)likation  mit  di 
und  Integration  zwischen  den  Grenzen  x;  =  0  und  z  =  \n  folgt 
nun  augenblicklich: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


^«n|A«  =  l--4-      V.4» 


Gap.  XVI.  §.  76.  Die  trigononietr.  Funktionen  als  onendl.  Ftodukte.  815 

A2(Ag  — 2«) 
22.4^ 

23. 42. 6*  '  ' 

oder  für  A  =  2ft: 

ft2(lg  — ft2)(2«  — fi«) 
12.22.82 

Man  könnte  statt  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  schreiben,  bei 
der  rechts  eine  endliche  Beihe  gesetzt  ist: 

—  mfi«4-9(fi,n) 

*-  12  12.22  12.22/32  

^a(12_ft2)(22  — ^2)...(|;h^  Ip-ft^) 
12.2«.32...n2 

liier  bedeutet  9  (fi ,  n)  den  Rest  der  Beihe,  auf  dessen  genaue  Kennt- 
niss  es  nicht  ankommt,  von  welchem  wir  aber  wenigstens  wissen, 
dass  er  fär  unendlich  werdende  n  verschwindet,  weil  dann  die  vor- 
stehende Gleichung  mit  der  unter  Nro.  1)  verzeichneten  zusammen- 
fallen muss«  Vereinigt  man  die  Glieder  der  endlichen  Beihe  durch 
gewöhnliche  Addition,  so  folgt: 

—  «ntt«-|-g>  (tt,  n) 
(in       "^       I    X  vr- 7    ^ 

_(12_^2)(22— ^2)(32—^2)....(n2_ft2) 

~  12. 22.32. ...n2 

=(-^)('-f)('-0-('-5) 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n: 
2)  ««^«=^„(1-^)  (l_^)  (l_|i) , 

wo  nun  8in(JLX  unter  der  Form  eines  unendlichen  Produktes  er- 
scheint. 

Setzt  mau  in  der  vorhergehenden  Gleichung  erst  n  gleich  einer 
geraden  Zahl  2  m,  dann  =  m  und  schreibt  im  letzteren  Falle  |ft  für 
fi^  so  giebt  die  Division  beider  auf  diese  Weise  gebildeten  Glei- 
chungen : 
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2 


■  =(-^)(-f^)(-^)-(-ä^.)- 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m: 

8,  ^.,.=(:_^)(i-^)(.-f) 

Die  Gleichungen  2)  und  8)  können  auch  in  den  Formen: 
4)  ««*=«(l-j^)  (l-2^)  (l-g^) 

dargestellt  werden;  für  «  =  |3r  erhält  man  aus  der  ersten: 

3g     1.3    3.5    5.7 

2  •   23  *  42  •   62  ""' 
oder  umgekehrt : 

Jt  2       2       4      4       6      6 


^^  2    —    1'3*3'5*5'7  ••-. 

Nimmt  man  in  den  (Gleichungen  4)  und  5)  beiderseits  die  na- 
türlichen Logarithmen  und  von  diesen  die  Differenzialquotienten ,  so 
ergeben  sich  die  beiden  neuen  Formeln: 

1_  _       2x  2a  2x 

^y^''^^—    ^         3r2-^2  —  (23r)2-^2  -  (3jr)2_a:2^----' 

QN  *  ^2j?  ,  2ä  .  2a?  . 

«)   ^^«  ^=  (l^)2_^2  +  (3^)2_^2  +  (5^)2_^2+—  ^ 

um  eine  ähnliche  Reihe  für  co9ec  x  zu  erhalten,  vereinigen  wir  die 
nach  Nro.  8)  gebildete  Gleichung: 

1     _  _i£_      .  ^x  4:x 

2^  ~  3r2_-B2  "T"   (33r)2  — ^2  "^  (5ä)2— «2"^**" 

mit  der  Gleichung  7)  durch  Addition,  wobei  linker  Hand  die  For- 
mel cot  X  •\-  tan  \x  r=z  cosec  x  zur  Anwendung  kommt;  es  ist  dfinn: 
1      ,        2j;  2x  .  2x 


^2_^2        (2;r)2  — a?2    I    (33j)2-^a.2      

Daraus  folgt  noch  eine  Reihe  für  die  Sekante,  wenn  man  der  vor- 
stehenden Gleichung  die  Form: 
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giebt  und  nachher  J«  —  a?  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt;  man 
erhäU  durch  Vereinigung  der  entsprechenden  Glieder:  / 

)8ecx  —  ^i^y_^^  —  (8^)2_^2  +  d^y^^a  — 

Sehr  nahe  liegt  hier  der  Gedanke,  die  soeben  gewonnenen 
Resultate  mit  den  früheren  in  §.  33  entwickelten  Formeln  zu  ver- 
gleichen; hierzu  bedarf  es  nur  einer  Umwandlung  der  vorigen  Rei- 
hen in  Potenzenreihen;  wir  wollen  diese  an  der  Gleichung  7)  zei- 
gen.   (I  Iiibt  man  ihr  die  Form : 


1 2^  1  2« 


(fX  ''"'  -fey 


2a 
(3«)« 


\8«/ 


und  setzt  —  als  echten  Bruch ,  also  ä  >  «  >  —  ä  voraus ,  so 

7t 

kann  jedes  einzelne  GUed  mittelst  der  Formel : 

1  ——z 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  werden ;  darauf  lassen  sich  alle 

die  Glieder  vereinigen,  welche  gleiche  Potenzen  von  a  enthalten, 

und  es  entsteht  so  die  neue  Gleichung: 

12                   2                   2 
cot  X  = ÄjÄ. 7  &lX^ 7  /Se«*  — ...., 

in  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

11)  J-  J-  J-  +  J-  -f....  =  s 

Aus  der  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  in  §.  33  folgt: 

1  J_ 

1.2.3...(2n)  '^*'*-^  ~   «2n     2n, 

worin  ein«  direkte  Bestimmung  der  CotangeutencoefficiMiten  liegt. 
Setzt  man,  wie  es  gewöhnlich  ist, 

"22^     ~  %-^^ 
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und  nennt  ^2«— 1  ^*^  BernouUische  Zahl  des  In^x  2  n  —  1,  so  geht 
die  vorige  tHeichung  in  die  folgende  über: 

^'^)  l2n  +  2^"        S^'*        1.2.3...(2n) 

und  die  Cotangentenreihe  lautet  dann: 

1  22Ä  2*&     ,  2«^8      . 


Ä  >  a?  >  —  «. 
Wendet  man  dieselben  Transfonnationen  auf  die  ftbrigen  Gleichun- 
gen 8),  9)  und  10)  an,  so  ergeben  sich  ganz  ähnliche  Resultate, 
nämlich  aus  Nro.  8) : 

UV        -L4_J-4-J--|-      _i(2'"-l)^2n-l«'" 
l2«-r32n"r  52nT^'-'        *       1.2.3...(2n) 

+T3^"*"'+ !«>•>-!»■ 

Femer  aus  Nro.  9): 
16) 


l2n        22«        32»  '     1.2.3...(2n)     ' 

1      ,    2(21-1)  „        .    2(2»— 1) 


endlich  aus  Nro.  10): 

,,,   _j i_  .  _!__  ^2»»^"+' 

^      l2n+l         32n+l  1"  52«+!       •-        1.2 ...  (2n).22'H-2 ' 
worin  To»  2"j,  T«,...  die Coefficienten  der  Sekantenreihe  bezeichnen. 


§.  77. 
Die  Reste  der  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

I.    Bezeichnen  wir  mit  F(x)  die  Summe  der  «.gliedrigen  Reihe 

so  ist  nach  §.  30 : 
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dx  1.2.3..(n  — 1/      ^^' 

mithin  ooigekehrt  diircfa  Integration: 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  «  =  «,  dann  jp  =  a    ^ 
und  snbtrahiren  die  beiden  so  entstehenden  Werthe  von  F(a!) ;  ist  nun 
p^^  (ai)  stetig  von  j?  =zr  or  bis  «  =  a ,  so  ist  es  auch  das  Produkt 
(a—ar)'*— !/«)(«)  und  die  Differenz  /*(«)  —  F(a)  besitzt  in  die- 
sem  Falle  denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral: 

/(a-^)"-V»)(x) 


A 


1.2.3...  (n — 1) 
Vermöge  der  Bedeutung  von  F(x)  giebt  dies : 

/W-/(«)+^/'(*)-f-^-^=^/"(*)+.... 

wobei  wir,  um  Yerwechselimgen  vorzubeugen,  statt  der  rechten  Seite 
das  Integral 

./   1.2..(n— !)•'     W««—     7  l,2..(n— l)'      ^' 

setzen  wollen.  Fär  a  —  a?  =  ä,  also  a  =  /p  +  ä  geht  die  vorige 
Oleichung  in  die  folgende  über: 

1)  /(*)+T/'(^)+~/n^)+...+^  g^"~Lt/"-^>w 

x-f-Ä 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  /^H^)  stetig 
bleibt  von  ii  =  «bi8M  =  «4"^  Gewöhnlich  giebt  man  der 
Gleichung  1)  die  Form: 

2)  /(.*+Ä)=/(*)+-Y/'(«)+~j/"(*)  +  .-- 


•-^^X^:^^^ 


Digitized  by 


Google 


320  Cap.  XVL  §.  77.  Pife  Reste  der  Beihen  von  Tas^or  utad  Mac  Laurin 
wo  B^  den  Best  der  Beihe  beseichnetf  derselbe  ist: 

oder  aber,  wenn  man  statt  u  eine  neue  Variabele  t  =  u  —  x  ein- 
führt, also  tt  =  a?  -(-  t  und  du  =  dt  setzt: 

4)  ^n  =  /"    (^-0^*^^      y(n)  (^  .  j)  ^^ 

'^      ^    1.2.,. (n—l)-'       ^*-rU«^ 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  für  o;  =:.  0  und  indem  man  nach- 
her a  fiiT  h  schreibt: 

•••+1.2...(n-l/       ^^"^ 
wobei  /^"H«)  von  «  =  0  bis  u  =  «  stetig  bleiben  muss;  lÜr  den 
Best  der  Beihe  hat  man: 

Die  in  §.  30  angegebene  Form  des  Bestes  der  Taylor'schen  oder 
Mac  Lanrin'schen  Beihe  ist  aus  diesen  Integralen  leicht  herzuleiten, 
indem  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes  TL,  in  §.  70  Gebrauch 
macht. 

n.  Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Bestformeln  ist  folgende. 
Wir  bezachnen  Fia-^-h)  —  F(jb)  kurz  mit  ^F(w)  und  geben  der 
Gleichung  2)  folgende  Gestalt: 

JFi.)  =  -fif  W+^f '  W  +■■■+  i^^  f<"'(') 

in  dieser  setzen  wir  gleichzeitig 

F(x)=fixy  ,  /'  (x)  ,  f^  (*),..  ./C-^^-i) (X) 
m=2n    ,  2n— 1,  2n--2,  ...       1 

und  erhalten  so  die  folgende  Beihe  von  Gleichungen : 
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+/Sf£?/«-^«<-+''^^ 


j    ..2..(2n-2)' 
h 

0 
Wir  addiren  alle  diese  Gleiohangen,  nachdem  wir  die  zweite 
mit  Äih,  die  dritte  mit  Afh^,...  die  letzte  mit  ■^n—l^**~^  multi- 
j^irt  haben,  wo  Ai,  ^,...  A2„_i  gewisse  nachher  zu  bestim- 
mende Zahlen  bedeuten.  Durch  Yereinigong  der  gleichartigen 
Grössen  wird  jetzt 

JfCx) -^Aih  Jf  («)  +  ^2 A»  Jf" («)  -f  . . . 

+  Ll...(2n)~'"l..(2n-l)+l7:(2n— 2)+"* 
SeUOmiUli,  Audyili.  21 


Digitizedtoy 


Google 


ras  Oap.  XVI.  §   77.  Die  Beito  der'Beihen  von  Ta^or  und  Mbc  I^qria. 

h 

~f"^  Ll,.(2n)  "T"  1.2..(2n— l)"""   1.2..(2n  — 2)  "•"•" 

..■+-^-";"'''-'']/(^ow... 

Die  noch  willkürlichen  Coefficienten  ^i ,  A^,.».  -^n— 1   ''^oIIöö 

wir  so  wählen,  dass  die  mit  h^f'*(x),  h^  f***ix)  ...1?^f^^^^ (jß)  ver^ 
sehenen  Glieder  verschwinden;  wir  setzen  also: 

/J_  J_A_n       ^ 


7)i 


1.2    '     1 

1.2.3^  1,2^  1 

, \ I ^_L^_(_i«   =0 

1.2.3.4^1.2.3~1.2~   1 


Ax  ,  ,  ^n—t   I    -^n— 1  ^  - 


1.2..(2n)   '    l..(2n— 1)    '         '      1.2     '        1 

and  diese  Bestinunung  ist  jederzeit  mäglich,  weil  diese  Gleichungen 
sammt  und  sonders  vom  ersten  Grade  sind.  Die  vorhergehende 
DiOferenzensumme  vereinfacht  sich  jetzt  bedeutend;  bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  wie  folgt: 

■'  1.2..(2n)"f~  1.2..(2n— 1)"^"   1.2...(2»i— 2)  "*" '" 

,  A^^_y1?^Hh-€) 

so  ist  bei  umgekehrter  Stellung : 

9)  hf>  (X)  -\-J  j/^'^^\äi + 0  d  t 

0 
=  ^/(a)+4,Ä^/'(«)+4iÄ»^/«(«)+... 

Diese  Gleichung,  welche  nur  voraussetzt,  dass  /(^M"^)  (u)  von  u  =  a 
bis  w  =  a?  -f-  Ä  stetig  bleibe,  gestattet  einige  Transformationen,  die 
wir  an  dem  Spezialfälle  n  =  2  durchluhren  wollen;  ilnan  wird  dar- 
aus zugleich  ersehen,  wie  jeder  andere  Fall  zu  behandeln  sein 
würde. 

Für  n  =  2  ergeben  sich  aus  Nro.  7)  die  Werthe  Äi  =  —  |, 
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^  =  Jjj,  J,  =  0,  aus  Nro.  8)  erliält  man  J=  ^(ä— 0*t*,  mit- 

Mb  ist: 

h 

10)  Ä/'W+Ä  Aä-0«<^/^  C^-f  0^< 

Der  Betrag  des  Integrales  lässt  sieh,  wenn  auch  nicht  genau, 

doch  näherungsweise  mittelst  der  Beziehung 

&  &  & 

A   rtlf(t)dt>  fip(t)i;Ct)dt>B  r^(t)dt 

a  a  a 

finden,  in  welcher  A  und  B  das  Maximum  und  Minimum  von  ^>(t) 
bezeichnen  und  ^  (0  eine  positiv  bleibende  Funktion  ist  (§.  70,  ü.) ; 
man  kann  nämlich  entweder  (p(f)  =  /^  (a?-f-e),  ^(0  =  (h  —  O^  ^2 
setz^  oder  auch  umgekehrt  ^(O  =  (ä— O«««,  ^(0  = /^  («+0 
nehmen,  wobei  aber  im  letzteren  Falle /^  (^~|~0  positiv  bleiben 
muss  von  ^  =  0  bis  <  =  A,  was  sehr  häufig  der  Fall  ist.  Bleiben 
wir  bei  den  letzten  Substitutionen  stehen,  so  wird  ^=y^jÄ*,  -B=0, 
also: 

0 
und  man  kann  demnach  den  Werth  des  Integrales  mit 

bezeichnen,  wenn  0  ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Aehnliche  Be- 
trachtungen würden  für  den  Fall  gelten,  wo  /^  («+0  negativ  wäre 
von  «  =  0  bis  «  =  Ä  (es  würde  sich  in  der  That  nur  das  Vorzei- 
chen äi^4emX  und  wir  können  daher  di(B  Gleichung  10)  unter  folgen- 
der Form  darstellen:        • 

Ä/'(^)=/(a?  +  A)— /(^)-  |Ä[/'(a?+Ä)r-/'W] 
H-ZjÄ»  [/"  (0?  +  Ä)-/"(ar)]-^j^Ä4[/iv  (w  +  Ä)  -/iv  <^)i, 

wobei /^  (w)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss 
innerhalb  des  Intervalles  w  =  j?  bis  m  =  «  -|-  ä.  Setzt  man  noch 
f  (u)  =7  9>(u),  so  wircj  aus  der  vorigen  Q-leichung  die  nach- 
stehende : 

Ä9(ä?)=  y  9(M)dti  — |Ä[9(ä?-|-ä)— 9(a?)] 

X 

+^Ä»[9>'(*+A)-9)'(,)]_.^^«[9'"(»+A)-9"'W], 
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vorausgesetzt,  dass  fp  ^(u)  innerhalb  der  Gr^izen  t«=  jp  bis  u  =  ^ 
-|-  h  endlich  und  stetig  bleibt  und  ausserdem  keinen  Yorzeiditti!- 
wechsel  erleidet.  Wir  nehmen  noch  a?  der  Reihe  nach  =  a,  a-|-Ä, 
a  -j-  2h^  •  .  .'a-f-n  —  1^  und  addiren  alle  so  entstehenden  Glei- 
chungen, wobei  sich  die  Integrale  zu  einem  einzigen  Integral  zu- 
sammenziehen lassen ;  wir  erhalten  nämlich : 

11)       ÄJ9(a)  +  9(a+Ä)4-9(a+2Ä)+..,  +  9(a+;i3r-U)j 
=  r9(tt)dtt— |Ä[9((i-j-nÄ)  — g)(a)} 

wo  S  den  Ausdruck: 

. .  .  +  Ön-1  [9«'(a+nÄ)^  g)'"(a+n—  1  Ä)] 
bedeutet ;  der  kleinste  Werth ,  den  u  bekommen  hat,  ist  o,  der  grösste 
ä  -f-  wÄ;  die  Gleichung  II)  besteht  daher  nur  dann,  wenn  q>^  (m) 
stetig  und  endlich  bleibt  von  w  =  abisii  =  a-f-nÄ  und  zugleich 
dasselbe  Vorzeichen  behält.  Ebendeswegen  beträgt  der  absolute 
Werth  von  S  weniger  als  Das,  was  aus  Nro  12)Jür  ©  =  ©i 
=  ®3  ...  ®n— 1  =  ^  werden  wurde  und  ist  also  S<1  g)'"(a -(-«*) 
—  9'"(a),  oder  S  =  &  [g)'"(a-f-«Ä)  —  9'"(flO]i  wo  &  wiederum 
einen  echten  Bruch  bezeichnet.  Schreiben  wir  endlich  s  und  / 
für  u  und  9 ,  so  haben  wir  nach  allen  diesen  Bemerkungen  den 
Satz: 

IS)       ÄJ/(a)+/(a+Ä)4./(a4-2Ä)+,..+/(a-f-^i=lÄ)j 
a+nh  ♦ 

a 

+ÄA*t/'(«  +«Ä)  _/'(a)]-^Ä*  [/'"(a+nÄ)-/«"(a)],. 

und  zwar  muss/^(/t7)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Yoneichen 
sein  innerhalb  des  Intervalles  o;  =  a  bis  o;  =^a  -{-  n^. 
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§.  78. 
Anwendungen  des    Torigen  Thearemes. 

I.     Da  die  Grösse  h  und  die  ganze  Zahl  n  willkürlich  sind, 

so  kann  o -f-  nÄ  jede  beliebige  Grösse  b  darstellen;  unter  dieser 

b  —  a 
Voraussetzung  wird  h  = und    die   Formel    13)   des    vorigen 

Paragraphen  gestattet  folgende  Schreibweise: 

h 
1)  y*/(^)  dw  =h  {i/(a)-f-/(a+Ä)+/(a+2Ä+ 

. . . +/(a-Hr=T:Ä)+ J/(a+nÄ)  j 

Geometrisch  betrachtet  ist  das  Integral  die  über  der  Strecke 
b  —  a  der  Abscissenachse  stehenden  Fläche  von  der  durch  die 
Gleichung  y  =  f(a)  charakterisirten  Curve;  der  erste  Theil  rechter 
Hand  bedeutet  die  Summe  der  Trapezflächen,  welche  entstehen, 
w^in  man  die  Basis  b  —  a  in  n  gleiche  Stücke  zerlegt,  durch  jeden 
Theilpunkt  eine  Ordinate  legt  und  die  Ordinatenendpunkte  durch 
Gerade  verbindet;  diese  Summe  voii  Trapezflächen  bildet  einen 
Näherungswerth  der  krummlinig  begrenzten  Fläche,  die  übrigen 
Glieder  der  rechten  Seite  in  Nro,  1)  dienen  daher,  um  die  Annähe- 
rung weiter  zu  treiben.  Bezeichnen  wir  f(a)  mit  y©,  f(ß-\-K)  mit 
yit  /(ö-i-2Ä)  mit  1/2  etc.,  schreiben  d  für  h  und  setzen  endlich  zur 
Abkürzung: 

so  geht  die  Formel  1)  in  die  folgende  über: 
h 

a 

und  bildet  eine  Verbesserung  der  in  §.  66  unter  Nro.  2  angegebe- 
nen Gleichung.  —  Die  Beschränkung,  dass  y'"  von  x  =  a  bisa?=6 
endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss,  hindert  übri- 
gens die  Anwendung  der  Formel  2)  nicht  wesentlich ;  denn  man  kann 
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das  zn  berechnende  Integral  nöthigenfalls  dnrch  Theilang  des  Inte- 
grationsintervalles  in  andere  Integrale  zerlegen,  innerhalb  deren 
Grenzen  jene  Bedingungen  erfüllt  sind. 

n.  So  wie  vorhin  die  Gleichung  1)  zur  Berechnnng  eines  be- 
stimmten Integrales  mittelst  einer  Summe  diente,  so  kann  auch  um- 
gekehrt die  Summe  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedruckt  wer- 
den.  Setzen  wir  a  =  A  =  1,  und  addiren  beiderseits  /(»-f-  1)»  w 
wird: 

/(l)+/(2)-}-/(8)+ .  ..+/(n-|-l) 

=  y/(«)d*+ij/C«-|-l)+/(l)j     , 
1 

+Ä)/'(n+l)-/'(l)J--3^  j/'"  (»+!)  — /"'(1)|, 

oder,  wenn  wir  n  -|-  1  mit  p  bezeichnen  und  auflösen : 
/(l) +/(2) +/(3)+ . . . +/(p) 

1 

odw  durch  Vereinigung  der  von  p  nn»bhängigen  alao  constanten 
Grössen  zu  einer  einzigen  Gonstanten  K'. 

«)  /(l)+/(2)-|-/(3)+-..+/(p) 

Bedingung  für  die  Gültigkeit  dieser  sehr  brauchbaren  Formel  ist 
dass  /^  (x)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  bleibe  inner- 
halb des  Intervalles  x  =  1  bis  s  =  p.  £in  paar  bemerkenswerthe 
Beispiele  sind  folgende: 

a.     Mit  der  Annahme  /(^)  =  —  genügt   man    den    ang^«- 

benen  Bestimmungen  und  zwar  für  jedes  beliebige  ganze  p  ]>-  1: 
es  ist  daher 

*)  f  +  l  +  l  +  -.  +  y 

wo  es  noch  auf  die  Bestimmung  der  Constanten  K  ankonunt^  Schaffi  I 
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man  /p  aaf  die  liüke  Seite  und  lässt  darauf  p  ins  Unendliche  wach- 
sen ,  so  verschwinden  rechts  alle  Glieder  bis  auf  K  und  es  bleibt 

5)  Lm\\-\-\-\-...-\-^-lv\=K. 

Dass  nun  die  angedeutete  Grenze  einen  bestimmten  endlichen  Be- 
trag hat,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Der  in  Nro.  5)  ein- 
geklammerte Ausdruck  werde  mit  ^(p)  bezeichnet,  so  ist 

♦('+"-*«=JTi-'(^)=;TT-'(r^> 

und  da  aus  Nro,  18)  in  §.  30  hervorgeht,  dass  bei  echt  gebrochenen  x 
jederzeit  /(- )  I>  4?  sein  muss,  so  wird  die  vorstehende  Diffe- 
renz negativ  oder  ^  (|?  -f-  1)  <C  V'  (p) ;  ^e  Funktion  ^  (|?)  nimmt 
also  ab,  wenn  p  wächst.  Andererseits  giebt  die  Ungleichung 
AT  >  Z  (1  -|-  a?),  welche  aus  Nro.  3)  in  §.  32  hervorgeht,  füra?=^, 

I ,  . . . folgende  Beziehungen : 


[>i(D,i>i(!),....-i->i(^); 

vereinigt  man  sie  mit  der  Gleichung  ^  =  1  durch  Addition,  so  folgt 


and  durch  Subtraktion  von  Z/>: 


*(l>)  >  1  —  ^  2  +  /  (^1-f -l.^>  1 


Z2. 
V 

c::'  Die  Abnahme,  welche  ^(p)  bei  unendlich  wachsenden  p  erleidet, 
geht  also  nicht  ins  Unbestimmte  hinein ,  und  demnach  ist  Lim  ^  (p) 

,  .:^  ==  K  eine,  bestimmte  zwischen  \  —  ZI  ==  1  und  1  —  Z2  =  0,8.. 
liegende  Zahl,  genauer 

6)  £:=  0,57721566490..., 

wie  sich  bei  wirklicher  Berechnung  mittelst  einer  grossen  Zahl  p 
^    finden  lässt. 

Den  vortheilhaften  Gebrauch  der  Formel  4)  möge  das  Beispiel 
p  =  1000  zeigen;  das  Restglied  gl  ~<"ßT  TÄrfo*  ^®*  ^^°  ^^ 
klein,  dass  es  auf  12  Dezimalen  keinen  Einflnss  ausübt;  sind  also 
K  und  Z|7  auf  12  Dezimalen  bekannt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die 
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Summe  i  -}-  5  -f-  •••  +  iöIrj  a«^  ebensoviel  Stellen  genau;   sie  ist 
7,48547086... 

/)•    Die  Annahme  f(jß)  =^  Ix  genügt  gleiohfalb  den  aufgestell- 
ten Bedingungen  für  jedes  |)  ]]>  1 ;  sie  giebt 
7)  ZI  4-  1%  4-  ...  +  Zi>  =  Z(1.2.8...j?) 

Für  die  Bestimmung  der  Constante  erinnern  wir  zunächst  an  die 
identische  Gleichung: 

2. 4. 6. ..(2g)        2?. 1.2. 3. .g 
aus  welcher  die  nachstehende  folgt : 

2. 4. 6. ..(2g)      _  2^^(1.2. 8. ..g)» 
1.3.5...(23— 1)  ""     1.2.8....(25)  ' 
Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
dier  Ausdruck  2gZ2  -f-  2/(1.2 ..g)  — /(1.2...2g)entsteht,  und  be- 
nutzen die  Gleichung  7),  indem  wir  zur  Abkürzung 

^  p  192  1»»  ~"    P 

setzen ;  wir  erhalten  so : 

oder  nach  Multiplikation  mit  2  und  Subtraktion  von  /(2g-f-l): 
/    2KiK^K..my         1      \^      ,. 
Vi. 32.52. ..(2ö— 1)2  2a+l/ 


.(2^-1)2  2(z+] 


5 
Für  !](nendlich  wachsende  q  hat  die  linke  Seite,  die  unter  der  Form 

l(l    1  iL  1         2g  2g     \ 

\  r8*8  "5  "'2g— r  2g+l/ 
dargestellt  werden  kann,  l(\it)  zur  Grenze,  rechter  Hand  verschwin- 
den — ,  R^  und  Ä2o9  ®s  bleibt  daher  Z(|ä)  =  2 jK"  —  2  Z2 ,  wor- 
aus iT  =  1 2  (2  3r)  folgt.     So  ist  nun : 
8)  Z(1.2.3...|>)  =  M(2Ä)+fP+2)^i>— P 

J-iJ-_  JLJ. 
^^  p  192  p8' 

und  diese  Formel  wird,  wie  die  vorige,  um  so  brauchbarer,  je  grdsser 
die  Zahl  p  ist. 
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Bnntzt  ZB 
zu  den  Zahlen 


Benutzt  man  Ep  wieder  zur  Abkürzung,  so  ist  durch  Bückgang 


9)      *  1  .  2  .  3  .  .  .  i>  =  V2itp  C^j    e  P. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoeffident  (k^.  eines 
ganzen  Exponenten  fi  unter  der  Form 

1  .  2  .  3  ......  f* 

1.2.3..  (ft  — fc)  .1.2^...* 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  9)  noch  das  Resultat : 

,^.  _      1  ft^+^  Rfjr-Eh-RfA^h 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


S.  79- 
Die  periodischen  Reihen  von  Lagrange. 

Eine  der  interessantesten  und  zugleich  einfachsten  Anwendun- 
gen der  Theorie  bestimmter  Integrale  bildet  die  Untersuchung  der 
Umstände,  unter  welchen  sich  eine  gegebene  Funktion  von  x  in  eine 
Reihe  von  der  Form 

Äq  -f-  iii  CO«  a?  -f-  -^2  CO«  2  d?  -f-  ^8  coä  3  ä  -f-  .  .  . 
oder  von  der  entsprechenden  Form 

Bi  sin  X  — |—  JBj  sin  2  x  — |-  B^  sin  3  x  -j-  •  •  . 
verwandeln  lässt.     Die  ganze  Betrachtung  beruht  auf  einigen  Fun- 
damentalsätzen, die  wir  zunächst  erörtern  müssen. 

I.  Wenn  /(«)  eine  von  «  =  a  bis  t  ==  J  continuirliche  Funk- 
tion von  t  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

/coskt  ,   1  r 
f(t)  sinkt  dt  =  —  /(O  — r h  "T"  /  -^^'^  ^^***  ^* 

augenblicklich  die  nachstehende 

/\.^   .   ,     .         f(a)coska  —  fQ))coskh    ,      1     P  ,^^       ,     , 
/(0«mfc«  dt  =  '^-^ — i-5^^1 ^T  J  /  (0<?o«ik<  de. 

«  .  a 

Unter  der  Voraussetzung ,  dass  /'  (t)  von  f  =  a  bis  <  =  ä  po- 
sitiv bleibt,  also  f(t)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  wächst,  kann 
man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  Erörterungen  in  Nro.  II.  des 


Digitized  by  VjOOQ IC 


9S0        Gap.  XVL  §.  79.    Die  periodiadien  Bfeihen  von  Lagraoge. 

$.  70  für  ^(«)  =/'(a?)  und  ip(a)  =  eonhx  anwenden,  indem  man 
1  als  den  grössten  und  — 1  als  den  kleinsten  Werth  von  coihti  oder 
coaht  ansieht;  es  folgt  dann 

h  * 

m  -  /(«)  >  frit)co3htdt  >  -  lf(b)  -  /(a)], 
a 
und  man  darf  daher  den  Werth  des  Integrales  mit  £  [/(^)  —  f(ß)\ 
bezeichnen,  wo  £  zwischen^ — 1  und  -j-l  liegt     Die  nunmehrige 
Gleichung 

fm^ki  dt =m<^o'^-  -  moo"'''  + ,  m  -  /(«) 

giebt  zu  erkennen,  dass  für  unendlich  wachsende  k 
h 

1)  Lim    I f(t)smktdt=:0    ' 

a 
sein  muss,  wenn  /(Q  eine  yon't  =  a  bis  f  =  ^  nyir  wachsende,  ste- 
tig und  endlich  bleibende  Funktion  ist.     Nähme /(Q  während  des 
Integrationsintervalles  beständig  ab,  so  würde  das  Theorem  1)  zwar 
nicht  auf  /(Q,  wohl  aber  auf  die  Funktion  /(a)  —  /(Q  passen  und 

es  ist  dann 

& 

Lim  j  [/(a)  —  /(<)]  sinkt  dt  =  0, 


d.  h. 

h 


Ltm  \f(a) 7 /  f(t)stnktdt  \ 


=  0. 


Da  der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet,  so  folgt 
auch  für  eine  abnehmende  endlich  und  stetig  bleibende  Funktion 

h 


jmm 


Lim  I  f(f)8inktdt  =  0^ 
a 
und  die  Gleichung  1)  gilt  nunmehr  für  beide  Fälle.  Wenn  die 
Funktion  f(t)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  bald  wächst,  bald 
abnimmt,  also  zwischen  a  und  b  verschiedene  Maxiroa  und  Minima 
erreicht,  so  denke  man  sich  die  Stellen  f  =  t^,  ^29  •••  'm  aufgesucht, 
an  welchen  jene  Maxima  und  Minima  eintreten  und  zerlege  darauf 
das  in  Bede  stehende  Integral  folgendermaassen: 
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I  f(f)8inhtdt 
a 

=  j  fiOsinkidt-j-  I  f(t)8inktdt'^...'^  I  f(i)8inktdt.      . 

a  t^  tm 

Innerhalb  der  rechts  vorkommenden  Intervalle  ist  die  Funktion 
/(Q Jedesmal  eine  abnehmende  oder  eine  wachsende;  für  nn^idlich 
werdende  k  verschwindet  daher  jedes  Integral  rechter  Hand  und  es 
bleibt  eine  Gleichung  von  der  Form  Nrö.  1)  übrig,  für  deren  Gül- 
tigkeit nur  noch  erfc^dert  wird ,  dass  /(Q  stetig  und  endlich  bleibo 
von  t  =  a  bis  t=b.  Aber  auch  die  Bedingung  d^  Stetigkeit  lässt 
sich  eliminiren ;  erleidet  nämlich  /(Q  zwischen  a  und  b  Unterbre- 
chungen der  Continuität,  etwa  für  <  =  ri,  r2,  .  .  .  r^,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  das  fragliche  Integral  gleich  der  Sunome 
der  Integrale 

Ti— 0  Tg— 0  6 

I  f{t)8mktdt']- 1  f{t)9mktdt'\-...'\'  I  fit)8inktdt\ 

in  jedem  Integrale  für  sich  betrachtet  bleibt  /(Q  stetig  und  endlich ; 
f ür  fc  =  00   verschwinden  daher  die  Integrale  und  es  ist  wiederum 

h 

2)  Lim  I  f(i)sinkt  dt  =  0, 

a 
und  das  Bestehen  dieser  Gleichujag  ist  jetzt  nur  an  die  eine  Bedin- 
gung gebunden,  dass  /(O  von  t  z=z  a  bis  i  =  i  endlich  bleibt.  — 
Durch  eine  völlig  analoge  Betrachtung  lässt  sich  nachweisen^  dass 
unter  derselben  Determination  die  entsprechende  Gleichung  ^ 

h 


fmc 


3)  Lim    I  f(t)cosktdt  ==  0 

gelten  muss. 

Für  das  Folgende  denken  wir  uns  k  als  positive  ungerade  Zahl 
und  setzen 

^^^^-  HiTt ' 

wo  X  eine  beliebige  Constante  und  F(u)  eine  von  w  =  a?-|-a  bis 
u  ==  a?-)-6  endlich  bleibende  Funktion  bezeichnet.  Nehmen  wir 
a  =  0  und  ^  <;  ä,  so  wird  /(<)  unter  den  gemachten  Y oraoBseteun- 
gen  nicht  unendlich  und  es  ist  daher 
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J       ,  smt 

0 

oder  durch  Integration  der  einseinen  TheUe: 

6  h 

4)  Lim    f^  Fia^-Odt  =  F(x)  .  Lm    f^^  dt. 

0  0 

Um  den  Grenzwerth  rechter  Hand  zu  finden,  zerlegen  wir  wie 
folgt: 

6  \%  h 

/sinkt  ,^  r sinkt  ^^  .     C    l        .    ,  ^  ,^ 

— : —  dt  =  I  — : —  dt  +  I  --. —  sinkt  dt. 

8int  J    mnt  ^  J    wnt 

0  0  i„ 

und  bemerken,  dass  nach  Nro.  2)  das  zweite  Integral  rechter  Hand 

für  miendliche  k  verschwindet,  weil  coBtct  von  t=|3C  bis  t'=z^<^n 

endlich  bleibt.     Vermöge  der  bekannten  Summenformel 

8xnt  '        (  '  '  '        .  3 

findet  sich  augenblicklich  für  2n-|-l  =  Jb: 

{Sinkt   .         . 

I  -T-T-  dt  =  ijr, 
J    sint  ' 

0 

und  nach  diesen  beiden  Bemerkungen  zusammen: 

6  In 

Csinkt   ,  ,.      iainkt   .         ,  ^  ^,  ^ 

(/    Mn«  «/    stnt 

0  0 

Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zu  folgendem  eigenthüm- 

lichen  Theoreme: 

& 

5)  Lim    f^^  F(iX'{-f)dt  =  litFix),     0<i<«. 

«/     stnt 
0 

Fär  b  =  jt  gilt  dasselbe  nicht  mehr ,  weil  der  für  f(t)  substi- 
tuirte  Ausdruck  für  t  =  h  =  jt  unendlich  werden  würde;  man  hat 
in  diesem  Falle 

n  \n  n 

/sinkt  _,     ,  ^^  ,^         [sinkt  _,     i  ,.  j.    i     C^^^^  ijtr    i  ^x  j. 
-j  Fi.+t)dt  =rj  —^  Fi.+t)dt  +  1  ^^Fi^^^dt; 

0  0  In 

setzt  man  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  t  =z  x — t,  so  ver- 
wandelt es  sich  wegen  des  ungeraden  k  in 
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.0  k"  ' 

^/    8tn  V  t/    sin  % 

\n  '*,.■.:•  '•; 

wobei  wir  wieder  t  für  t  schreiben  können^  weil  in  einem  bestimm- 
ten Integrale  nichts  auf  die  Bezeichnung  der  Integrationsyariabelen 
ankommt ;  die  vorige  Grleiehung  lautet  jetzt  , 

0  0  0 

und  iiiflem  man  die  Formel  5)  auf  jedes  einzelne  der  rechts  vorhan- 
denen Integrale  anwendet,  ergiebt  sich: 


n 


6)  Lm  J^^  F(x^t)dt  =  \nF(ai)  +  |jri?'(Ä+«). 

0 
n.    Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  leicht,  die  Siunme  der 
unendlichen  Reihe  zu  finden,  von  welcher  das  Integral 

n 

I  f(u)  cosm  (u'^a)du 

0 
das  allgemeine  GHed  bildet.    Setzen  wir  nämlich  m.=  0,  1,  2,  • . .  n 
und  nehmen  das  erstd  Glied  nur  zur  Hälfte^  so  entsieht  diß  endliehe 
Reihe 

n  n  n       , 

7)  lf/(M)du  '^J'f(u}co$iu^:a)du  '^J/(u)eo82iupt)du+..^ 

0  0  0 

71 

\  •  • -}- 1 /i^)co^n(u^:a)du    ^ 

0 
n 

^  //(«)  B+öo«<ttT«)  +  0M2(«:f  «)-f- .  .-f  C08n(u^:ay] du, 

0 
und  durch  Summirung  der  eingeklammerten  Reihe 

Lassen  wir  n  ins  Unendliche  wachsen  nnd  bezeichnen  2n  -f<  1 
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mit  Jb,   so  wird  die  Reihe  unter  Nro.  7)  zur  unendlichen  und  aus 
der  Vergleichung  mit  Nro.  8)  folgt: 
n  n 

9)  \ffO*)äu^£    ffiu)ca8miu^:a)du 

J  2«n|(tt^a)'' 

wobei  indi  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  ,m=l,2,  3,... 
bezieht  Wir  betrachten  nun  die  willkürliche  Constante  a  als  po- 
sitiv und  theilen  die  weitere  Untersuchung  in  zwei  Theile,  je  nach- 
dem das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird. 

Im  ersten  Falle  setzen  wir  J(« — a)  =  ü,  also  u  ==  a-|-2t;; 
das  rechter  Hand  befindliche  Integral  geht  dann  in  das  folgende  über: 

/(a+2v)cfo, 


rsinkv  ..     lax,  Csinkv  ^,    i  «  ^  ^     i     isinkv 

^1«  —Ja  0 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  v  =  —  t,  im  zweiten 
V  =  t  substituirt  wird : 
1. 


/^'/(.-i 


•2t)dt  +  J^'~fia+20dt 
ö  0 

Fiir  unendlich  wachsende  h  sind  nun  die  früheren '  Satze  an- 
WMi^bar  und  zwar  wollen  wir  dabei  die  Fälle  a  =  0,  0  <C  f^  <C  ^ 
und  a  =  sr  unterscheiden ;  wir  erhalten  dann  sehr  leicht : 

n  n 

10)  *  ^J ^^^^  ^"  +  ^  J  f(u)co8m(u—a)du 

je  nachdem  «  =  0,    0  <  «  <;  »,    a  =  «  i?t. 

Gilt  in  der  Gleichung  9)  das  untere  Vorzeichen,  so  sei|(M-|-a) 
=  t,  mithin  u  =  2t — ce;  das  liitegral  rechter  Band  wird  dann: 

1«   '  0  0 
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wo  sich  die  Sätee  5)  und  6)  wiedenun  anwenden  lassen;  mittelst 


derselben  findet  man  ohne  Mühe : 
n 


11)  I  jKu)du  4-  S  Jf(u)oo8m(u+d)du 

für  a  =  0    ,     0<;a<;3r,  a  =  n. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  10)  und  11)  und  durch  nach* 
herige  Division  mit  7i  folgt  nun,  dass  die  Summe  der  Reihe' 


n  n 


—  I  fO*)^^  +  ^  1 —  I  f(ü)co8mudu  .ecama  | 
0  ^0 

durch /(O),  i[/(a_0)4-/(«+0)],  oder  |[/(jr-0)-|-/(«+0)] 
ausgedrückt  wird ,  je  nachdem  a  =  0,  zwischen  0  und  n  enthalten 
oder  =  «  ist;  dabei  kann  |  [/(«— 0)  4-/(a-|-^)]  =  /(«)  geaetit 
werden,  wenn  die  Funktion  /(^)  an  der  Stelle  a  =  a  stetig  bleibt 
Schreiben  wir  x  für  a  und  setzen  zur  Abkürzung: 

n 

12)      ^  ~ "«"  y  ^^"^  ^^'  **"  ^"' 

0 
so  erhalten  wir  folgendes  Theorem: 

Bleibt  die  Funktion  f(x)  endlich  und  stetig  von  /r  =  0  bis 
d?  =  ff,  so  gilt  die  Gleichung 

13)  f(s)  =  lAii  -]-  Aicosa  -j-  Ä2  cos^x  -|-  -4^  co«  3  «  -f-  .  •  . 
für  alle  Werthe  von  a  =  0  hw  a  =  7C  mit  Einschluss  beider 
Grenzen;  erleidet  sie  aber  an  einer  Stelle  innerhalb  dieses  In- 
tervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuitäf ,  ohne  jedoch  un- 
endlich zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  bfiiden  W^rtben,  welehe  dem 
f(a)  an  jener  Stelle  zukommen. 

Durch^  Subtraktion  der  Gleichung  11)  von  der  Gleichung  10) 
ergiebt  sich  für 


14)  ^n  =  —  /  /(«)«»*««*  äu 

ein  ganz  ähnliches  Theorem;  es  lautet: 
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Blttbt  /(«)  stetig  imd  endUch  von  a  =  0  bis  x  =  M^  so 
ist  die  Gleichung 
15)  f(x)  =  Bisinx  -j"  ^»«»2^  -f-  B^tin^x  -|-  .  .  .  . 

für  alle  zwiachen  O.nnd  X  liegende  Werthe  von  x  richtig, 
nicht  aber  für  «  =  0  und  für  a?  =  ä,  in  welchen  Fällen  die 
Reihe  verschwindet ;  wird  f(jß)  zwischen  0  und  %  discontintiir- 
lich,  so  giebt  die  Summe  der  Beihe  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  an  der  Discontinuitätsstelle  vorhandenen  Werthe 
von  f(ß). 

Ausserhalb  des  Intervalles  0  bis  n  gilt  im  Allgemeinen  keine 
der  Gleichungen  13)  und  15);  die  Summen  der  darin  vorkommenden 
Reihen  sind  nämlich  periodische  Funktionen  von  /r,  wie  cwrax  und 
8inmx\  eine  weitere  Gleichung  könnte  also  nur  daim  stattfinden,  vrenn 
zufälligerweise  f{x)  gleichfiills  periodisch  wäre.  So  würde  z.  B. 
für  negative  x  die  Gleichung  13)  geilten,  wenn  /( — x)  =  f(ß\  und 
die  Gleichung  15),  wenn  /( — x)  =  —  f(x)  wäre,  was  wohl  in  spe- 
ziellen Fällen  vorkommen  kann,  im  Allgemeinen  aber  nicht  anzuneh- 
men ist. 

§.  80. 
Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

I.  Setzt  man  /(x)  =z  x  und  beachtet  die  sehr  leicht  zu  ent- 
wickelnden Gleichungen 


n 

ucoanu  du 
Q 


/' 


n 

urinnudu  = 


coann — 1 

Äco«(n-|-l)« 
n  ' 


so  führen  die  Theoreme  13)  und  15)  zu  den  folgmden  zwei  For- 
meln: 
..  9r       /    4    (  C08X    .    eoadx    ,    coabx    ,  ) 


«  >«>  0, 

ri2x    ,    sindx 
2        ^3 


Q.  __£ 8mx        8in2x    ,    sindx        sin^x    , 

^  2—1  2^+     3  J-+--- 
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deren  zweite  auch  für  x  =  0  und  ftif  negative  x  <^  n  gilt,  weil 
die  linke  Seite  die  Eigenschaften  /(O)  ==0  und  /( — x)  =  —  f(x) 
besitzt. 

Die  Substitution /(o;)  =  e'^  .-\-  e~~^  gieht  vennöge  der  Inte- 
gnOformel 


/' 


folgende  Beihenentwickelung : 

JL  ^  "l~  ^""^ 1 aco«^     ,    aco8  2x 

^         2    ^'J  _  ^-ow  ^  2  a  ~  i^+lä  +  «a-f  2«  ~ ' 

wobei  das  Gültigkeitsintervall  3f  >  ^  >  0  auf  Jt  >  x  >  —  jr  er- 
weitert werden  kann,  weil  /( — o?)  =  —  f(x)  ist.  Ein  analoges  Re- 
sultat ergiebt  sich  aus  Nro.  15)  für/(a?)  =  e^  —  e~^,  nämlich: 

JL   ^^  —  ^""^    _     ma?     2sin'2x    .    3 «m 3 o? 

^  2     ^071  _  e-a^i   —  a2-[-12  ~  a2-f-22"+"  a2_[_32  ~  •'"^ 

und  ewar  gilt  dasselbe  f ür  ^  >  Jf  >  —  n.  Man  würde  das  l^äm- 
liche  durch  Differenziation  der  Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  x 
erhalten,  darf  indessen  diesen  Prozess  nicht  zum  zweiten  Male  an- 
wenden, weil  man  sonst  auf  eine  divergente  Reihe  kommen  wurde. 
Für  /(o?)  =  cos II X  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  fi  keine 
ganze  Zahl  ist,  findet  sich  aus  Nro.  13): 

jc    cos  II X _1_        II  cos  X     .    II  cos  2  X 

^  2    siniin:  ~  2/i  ~  [i^—V    '    ii^—2^  ~ 

3r  >  fi.>  —  «, 

und  aus  Nro.  15)  f  ür /(a?)  =  sin  fix  unter  derselben  Voraussetzung: 

n  sinpLx sinx  2sin2x    ^^  dsinSx 

^  r  a^JÄsr  ~  12— f*2  ~  22— f*2  +  32  —  ^2  ~ 

ar  >  «?  >  —  Ä, 

wie  man  auch  aus  den  Formeln  3)  und  4)  durch  die  Substitution 
a  =  fiV — 1  erhalten  könnte.  Setzt  man  in  Nro.  5)  einmal  x  =vO, 
dann  x  ■=:  n  und  in  Nro.  6)  ^  =  ^sr,  so  kommt  man  auf  Resultate, 
welche  mit  denen  des  §.76  übereinstimmen,  sobald  man  fiar  oder 
|fi?r  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnet. 

n.    Nach  diesen  speziellen  Beispielen  kehren  wir  zu  den  all- 
gemeinen  Tfaeoremeu   des   vorigen  Paragraphen  zurück,  um  poch 
eine  wichtige  Transformation  zu  erwähnen,  welche  das  Integral 
SeblAmlleb,  Aiulyilt.  22 
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n 

f(u)  eo8  nu  du 

Ö 

in  dem  Falle  betrifft,  wo  f(u)  von  der  Form  (p(cosu)  ist.  Diese 
Umwandlung  beruht  auf  folgendem  einfachen  Satze :  wenn  die  Funk- 
tion 9>(^)  so  beschaffen  ist,  dass  sie  und  ihre  n  —  1  ersten  Differen- 
zialquotienten  von  a  =  a  bis  x=:b  endlich  imd  stetig  bleiben,  wenn 
femer  ^(a?)  und  ^(''(ä),  ^"W,  .  .  .  ^('*"~^)  (x)  sowohl  für  a  =  b  als 
für  a  =  a  verschwinden,  so  gut  die  Gleichung 
h  h 

Jif (x)  9W  (ar)  da  =  (— 1)^  r^W(ar) 9 (ai)dx, 

a  a 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  durch  n  malige  Anwen- 
dung der  theilweisen  Integration  überzeugt     Für 

^(a?)  =  (1  — a?2)^--2,    a  =  —  1,    6  =  -fl 
sind  nun  die  dem  ^(ß)  auferlegten  Bedingungen  erfüllt,  also 

/(l  _  sßTf^A  fp(n)  (^)  ^^  ^  (_  i)n  r  <^(^—^T       ^  f^^  ^^ 
«/  da^ 

—1  —1 

Vermöge  der  unter  Nro.  12)  auf  Seite  182  entwickelten  For- 
mel ist  aber 

dr.-l(l_^2)n^        (_l)n^ll.3,5..(2n-l) 

; =  ' 8in  (n  Are  cos  x\ 

da^-^  n 

und  daher  wird  aus  de^  vorigen  Gleichung  die  folgende: 


1 


— 1 


y  (1— «2)«— 2  g)W  (ar)  dx 

1.3.  5... (2«— 1)  rdsinCnArccoax)      ,  ^  , 

= ;;—J T. — -  ''(*>''*' 

—1 

hebt  man  rechts  dxnnd  setzt  beiderseits  iircco«a;=tt,  sAbox=co9u^ 
so  folgt 

n  0 

r   '2n       (n).        x^              1.3.5... (2n—l)   C^  .  ,         ^ 

/  «n^" w 9^'*''(co«M)d[tt= ^= 1^ dstnnu.tpCcosu)^ 

0  n 

oder  endlich,  wenn  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  reduzirt: 
n  n 

7)   /  fp(eosü)co8nu  du  =  .    ,    ^ — 7^^ rr  /  9W(cMw)«n2"tt<iu, 
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Uin  den  Gebrauch  dieser  Formel  au  einem  Beispiele  za  zeigen, 
sei 

/(o?)  1=  (1  —  2a€08a-^ä^     5  =  (p(co8X) 
die  nach  dem  Theoreme  13)  des  vorigen  Paragraphen  zu  entwickelnde 
Funktion;  es  wird  dann 

9(r)  =  (l— 2(i;e;+a2)— i  , 


also  nach  Nro.  7) 


1.8.5...(2»-l)='^(^-2-+«^-^"^^ 


.     f       coanudu        ^  /*/  smu  y^         du ^ 

^  y  1— 2acp«w-|-a3  J  \V  1— 2aco«M+aVl^l-^2aco«w-|-«^ 

Das  Integral  rechter  Hand  vereinfacht  sich  mittelst  der  Sub- 
stitution 

sinu  .  .      .  sinu 

F'  =  smw^    w  =  Arcnn  _>  , 

1— 2aco«tt4-a^  V  l  —  taco8u-[-a^ 

man  erhält  nämlich  daraus 

1  V^l — 2aco«ti-|-a*    ,  '     (1  —  aco9Ai)du 

r= ■ ! ,  d%0  = ■  w 

Vi — a'^sin^w  1  —  acosu  1  —  2aco*ti-f~  «^ 

und  durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen 

dw  du 

Vi  — <i2«h«w        Vi  — 2aco«M-|-a2 

2 
Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  8) ,  nachdem  dieselbe  mit  — 

multiplizirt  worden  ist,  so  haben  wir  als  Resultat,  dass  die  CoeiBci- 
enten  Ä  in  der  Gleichung 

9)       y  =  \Aü  -\-  Äi  C08X  -f-  ^2  CO«  2  a?  -|-  .  .  .  • 

V  1  —  2aco8X'\'a^ 

durch  die  Formel 

10)  Ä^^^^f.r'^-'^  ^±^11'^'^-^- 

^      {^    yl  —  a^sin^w  ^       J  V  l  —  a^8in^w 

zu  bestimmen  sind»     Die  wirkliche  Ausführung   dieser  Integration 
mittelst  einer  unendlichen  Reihe  hat  keine  Schwierigkeit. 


M* 
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§.  81. 

Erweiterungen  der  früheren  Sätze;  Theorem  von 

Fourier. 

I.  Die  Grenzen  0  und  sr,  innerhalb  deren  die  Beihenentwicke- 
lungen  18)  und  15)  in  §.  76  giihig  bleiben,  lassen  sich  auf  folgende 
Weise  beliebig  erweitern;  es  sei  für  ein  beliebiges  poßitives  X: 

so  geht  die  Gleichung  13)  in  die  folgende  über: 

1)         tp(t)  =  1^  -\-  Aicos  —r    -{-  Ä^  cos  —r 1-  .  .  .  • 


und  gilt  unter  der  Bedingung: 

7t  z 
>  ^  > 

Die  Coefficienten  Ä  bestimmen  sieh  wegen  f\~7~)    =  9(0 


Ä  >  ^  >  0,  d.'h.  X>  z>0. 


nach  der  Formel 

wobei  die  Integrationsgrenzen,  welche  0  und  7C  für  «  waren,  nun- 

Jtt  jtt 

mehr  durch  die  Gleichungen  —  =  0  und  —  =  ä  bestinunt  wer- 
den, worauB  t  =  0  und  f  =  A  folgt;  so  wird: 

X 

0 
Mittelst  ganz  derselben  Substitutionen  ergiebt  sich  aus  den  For- 
meln 15)  und  14)  in  §.  76,  das»  die  Gleichung: 

8)  9(«)  =  -Bi  «n  -TT-  -|-  Bi  sm  — \-  B^  sm  — 1-.... 

unter  der  erweiterten  Bedingung 

l^tig  bleibt,  und  dass  die  Coefficienten  B  aus  der  Formel 

iL 

0 
sa  bestimmen  smd. 
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n.  .Die  Gleichnngeh  1)  und  3)  lassen  sich  endlich  noch  za 

einer  einzigen  Formel  vereinigen,  welche  von  ^f=r-— A  bis  isss-f-A 
richtig  ist.  Die  Entwickelung  unter  Nro.  1)  würde  nämlich  für  ne- 
gative z  Bestand  haben,  wenn  zufällig  g?( — z)  =  ^>(z)  wäre;  die- 
ser Bedingung  kann  man  aber  gans  allgemein  durch  die  Substitution 

9W  = 2~ 

genügen  und  daher  gilt  die  Gleichung 

5)  -j- 

=  \Aq  -\-  AiCoa  —  -\'  Asi  cos  -j-  -|-  Ä^  cos  —j-  -fr  ...  . 

von  z  =  —  A  bis  2?  =  -f-  A.     Der  Coefficieint  A^  ist 
X  X 
1     r ,  r^        nTtt  ,      ,      1     r ,  ^      ^        nTCt   , 
A^  =  -j-J  tCOcos  -^  ^«  +  -J-J  *  ^~^^  ^^*  "F      * 
0                                                    0 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  f  =  m,  im  zweiten  t  =  —  ti,  so 
ändert  sich  das  erste  nicht  und  aus  dem  zweiten  wird 
—X  0 
1     r...         njcu                  1     r,..         riTtu    . 
T  I  ^wö05  —r-  du  =  —  J  ^(u)  C05— T—  duy 

0  '  — A 

und  dadurch  ziehen  sich  beide  Integrale  auf  das  eine  zusammen : 

X 

^     r  ,  ^  ^        n  7t  u    , 

6)  ^n  =  "J"  /  ^(m)cos  — t—  du. 

Femer  würde  die  Entwickelung  in  Nro.  3)  für  A  >  ^r  >  —  A 
richtig  bleiben,  wenn  g?(0)  ==  0  und  ^( — z)=  —  q>(z)  wäre;  bei- 
den Bedingungen  genügt  man  mittelst  der  Substitution! 

t(,z)  —  tlf(—z) 


<p(z). 
[  hat  daher  die  fi 
7) 


'  2 
und  hat  daher  die  für  A  >>  ^:  >>  —  A  gültige  Gleichung: 
^(z)  —  if(—z) 


=  Bi  8in  -^ f-  B2  sin  — 1-  B^  sin  — r—  -f-  .  •  .  •, 


2 

7CZ       .       ^        .      27tZ       .       _        .      STCZ 

—  -\-  B2  Sin  — 1-  B^  stn  — 

deren  Coefficienten  ganz  derselben  Umwandlung  unterworfen  werden 
können,  die  wir  oben  auf  A^  angewendet  haben ;  man  erhält  nämlich : 

X 


8) 


J9^  =  —  /  1^  00  sin  —T—  du. 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  5)  und  7)  g<llangt  man  schliess- 
lich zu  der  Formel: 

9)            tl;  (z)  :=  \Aü  -}-  Ai  C08  —  -^  Äi  cos  -j^  -|-  .  .  .  .  . 
+  5i  «tt  ^  -r^  B^  8tn  —r-  + , 


welche  für  alle  zwischen  — X  und  -j-A  liegende  z  gilt;  für 
21  =  +  A  dagegen  besteht  die  Gleichung  nicht  mehr,  es  verächwin- 
det  dann  der  zweite  Theil  der  Doppelreihe  und  die  Summe  ist  nicht 
^(A),  sondern  j  {^(A)  -f-  ^( — A)| ,  wie  aus  Nro.  5)  unmittelbar 
hervorgeht. 
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Die  Transcendenten  der  Integralrechnung. 

§.  82. 
Der  Integrallogarithmus. 

Wenn  ein  Differenzial  durch  die  gewöhnliehen  einfachen  Funk- 
tionen nicht  integrabel  ist,  so  bildet  das  Integral  eine  ihrer  Art  nach 
neue  Funktion  der  Integrationsvariabelen ,  und  man  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen,  aus  der  durch  das  Integral  selbst  gegebenen  Defi- 
nition einer  solchen  Transcendenten  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  letzteren  herzuleiten.  Dabei  ist  es  nöthig ,  der  willkür- 
lichen Constanten  des  Integrales  einen  bestimmten  Werth  zu  erthei- 
len,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral  zwischen  bestimmten  Gren- 
zen zu  nehmen,  damit  die  aufgestellte  Definition  an  keiner  Unbe- 
stimmtheit leide.  Wäre  z.  B.  der  natürliche  Logarithmus  nicht 
bekannt  gewesen,  so  würde  die  Integralrechnung  bei  Gelegenheit 

der  Integration  von  —  darauf  geführt  haben;  die  Gleichung 


f 


X 

dx  .  ^ 

— -=  q>(x) 


1 

hätte  dann  als  Definition  der  Funktion  9  (^)  gedient  und  man  würde 
daraus  die  Eigenschaft  9(^i)-[~9('^2)  =  ^(^^2)^  sowie  die  loga- 
rithmischen Reihen  entwickelt  haben.     Eines  der  einfachsten  unter 

-  ,  .  .     dx 

den  in  geschlossener  Form  nicht  integrabelen  Differenzialen  ist  - — ; 

Ix 

bestimmen  wir  die  Constante  seines  Integrales  so,  dass  letzteres  für 
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^  =  0  verschwindet,  so  entsteht  das  zwischen  den  Grenzen  «  =  0 

dx 
und  X  z=z  X  genommene  Integral  von  -;— ;  dieses  heisst  der  Inte- 

Ix 

grallogarithmus  von  x^  in  Zeichen: 

X  '    1 

0  0 

Für  I  <^  1  ist  Za?  innerhalb  des  Integrationsintervalles  negativ, 
mithin  auch  li(£)  negativ 

r  dx 

wobei  man  bemerken  kann,  dass  der  Formel  n j=Ä-|-|z'-j-etc. 

zufolge 

•-'<'(t)<'-^.     • 

mithin  durch  allseitige  Umkehrung 

sein  rouss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  i«  (|),  bei  echtgebrochenen  |. 

zwischen  den  Zahlen  Z(l  —  Ö  ^»d  Z(l  —  S)+S  liog*;  für  |=1 — 0 

wird  daher  Zt  (1  —  0)  =  —  oo  .    Wenn  endlich  |  die  Einheit  über- 

•1    . 
steigt,  so  erleidet  der  Ausdruck  -r—  mnerhalb  des  Integrationsinter- 

ix 

valles  eine  Unterbrechung  der  Continuität;  wir  verstehen  dann  unter 
h'(J)  den  Hauptwerth  des  in  Nro,  1)  verzeichneten  Integrales, 
d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Summe 

1-cf  I 

ix 


1 


/dx     ^^     r  da 


ix 

^+^ 
für  0  =  0  annimmt. 

Die  Gleichung  1)  lässt  einige  Transformationen  zu,  welche  i^r 

zunächst  erörtern  wollen.     Für  |  =  e~"'^,   x  =  e~~^  wird! 
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ferner  für  J  =  e^'^  und  x  =  «""** : 

Die  Substitatioh  u  =i=  t^t  -^  ri  giebt  weiter  aus  Nro.  2) : 

4)  enii(,-n)=-JjL.^e-ni, 
und  die  Substitution  w  =  i^<  —  fi  in  Nro,  3): 

5)  e-'i  li(&'i)  =  +  jY^Tt  ^■"'''• 

0 
Um  eine  Reihe  zur  Berechnung  des  Integrallogarithmus  zu  er- 
halten, betrachten  wir  zunächst  das  Integral 

worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  sein  möge;  vermöge  der  bekannten 
Reihe  für  e^^  ergiebt  sich 


ii(e-'>)  -  inT"^  =  z,  _  1  -S-  -I-  j  -a' 


2 

I  z«        1  -!L    1    1  _ü!_  _ 
-|  in-  I    1     +  ii.2        •• 

oder  auch,  wie  man  leicht  bestätigt  findet: 

6)  h(e- '')   ~  Zi(.-^)  =  f,y  _  1  -3-  +  1   ii^  -  .  .  .  . 

.  1 

dz  —  ln\ 

0        •  ^ 
.  für  unendlich  wachsende  n  geht  die  linke  Seite  in  lHjT'^  —  Z2(0) 
=  li{e    '0  über  und  es  kommt  also  wesentlich  darauf  an,  denGrenz- 
werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand  zu  ermitteln,  wobei  zur 

Abkürzung 

1 
CX  —  e-''^ 

7)  ^n  =  7 1 dz -In 

0 
sein  möge.     Nun  ist  identisch: 
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1  1 


^=/i^^^--'"-/- 


^={+i+i+...+i->»-/'^-<'->" 


0  0 

Die  erste  Integration  wird  dadurch  ausgeführt,  dass  man  1 — z  =  u 

setzt,  dann  die  bekannte  Gleichung  (1  —  «**):(!  —  M)=l-|-w-|-tt^ 

.  \  -j-  u^~~^  in  Anwendung  bringt  und  die  einzelnen  Glieder  inte- 

grirt;  dies  giebt 

1 

—n« n r^w 

dz. 
z 
0 

Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  für 
echtgebrochene  z  immer  «""^  >  1  —  z^  also  e — ^^  >  (1  —  z)^^  der 
Werth  des  Integrales  folglich  positiv  ist.  Andererseits  führt  die 
Ungleichung 

a^  —  ßn^  na^-i  (a—ß),      «  >  /J, 
auf  unseren  Fall  angewendet,  zu  der  Beziehung 

z  $ 

wobei  die  Bemerkung  benutzt  ist,  dass  (1  —  ^-\-z^  :  z  weniger 
als  z  beträgt,  so  lange  z  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Es  ist  nun 
weiter  I 

1  _  1 

0  <:^  JiJllzS^—1^  dz<:njze-^  dz, 
0  0 

oder  wenn  man  die  Integration  rechter  Hand  ausführt  und  mit  ^ 
einen  nicht  weiter  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bezeichnet: 

0  ^ 

Ans  der  nunmehrigen  Gleichung 

-»li-('+i)H 

geht  hervor,  dass  LimK^  mit  der  in  §.  78  Formel  5)  vorkommenden 
<])on8tanten  iT  =  0,5772156  .  .  .  identisch  ist;  man  hat  daher  aus 
Nro.  6): 

8)  li  (.-'?)  =  ir+Zi?_i-^+i^-.... 
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Um  eine  Reihe  für  /t(e''')  zu  erhalten,   kann  man  von  der 
Gleichung 


■h 


n 

ausgehen  und  ganz  dieselben  Schlüsse  in  Anwendung  bringen,  in- 
dem man  festhält,  dass  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales 
handelt;  man  findet  so: 

9)      /,(«+■»)=:  js:  +  j ,  + 1  -a-  +  j  j2L  ^  ... . 

Die  Formeln  8)  und  9)  lassen  sich  zu  einer  einzigen  für  jedes 
71  geltenden  zusammenziehen,  nämlich: 

10)  li(e^  =  K.-ir\Hn^+\^  -^-l  ^  +  • . . . 

und  f ür  i|  =  Z|: 

11)  j.(ö  =  ü:  +  |, [(/!)»] +  j-l  +  iiÜI'-f 

Die  vorstehende  Reihe,  obwohl  immer  convergent,  ist  doch  für 
sehr  kleine  (d.  h.  nahe  bei  Null  liegende)  oder  sehr  grosse  |  un- 
brauchbar zur  wirklichen  Berechnung  von  /i(l)»  weil  in  diesen  bei- 
den Fällen  die  rasche  Convergenz  erst  spät  anfängt.  Wir  betrach- 
ten daher  diese  Fälle  noch  besonders. 

Beim  Anblicke  der  Gleichung  4)  liegt  der  Gedanke  nahe,  den 
Quotienten  1  :  (l-f-t)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln;  diese  darf  aber 
nicht  unendlich  genommen  werden,  weil  die  Bedingung  !]>•<> — 1 
nicht  innerhalb  des  ganzen  Integrationsintervalles  erfüllt  ist;  ^ wir 
setzen  daher    ' 

iqr^  =  i_t4-t»_(8  + . . .  -f  (-i)»-i  <»-i 

.  (-1)"  <" 
"•~.    i-\-t  ' 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  der  einzelnen  Beihenglie- 
der  nach  Formel  10)  in  §.  73: 

„,.,_„^  1      I      1  1-2    ,    1.2.3 


^         '       ^2  1^'  ^^ 


"i^dt. 


'  *     0 

Innerhalb  der  Grenzen  t  =  o  bis  t  =  <»   ist  nun  ^  •.  (1+0 
kleiner  als  t",  mithin  der  Werth  deS  l^^^^^^  Integrales  kleiner  als 
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/ 


00 


n 


,n+l 


bezeichnen  wir  driier  mit  9  einen  positiven  echten  Brach,  so  haben 
wir: 

.2)      „„■(.-,,  =  _i.  +  A_Li+Mi_... 
. . .  +  (_,)»  '■^■•';-"  +  (-i)M-i  «  i:ii^ 

und  diese  Formel  ist  bei  grossen  17  sehr  brauchbar,  sobald  man  dem 
n  denjenigen  Werth  giebt,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  wird; 
ö""*?  =  I  gesetzt,  liefert  das  für  kleine  |  anwendbare  Resultat: 
..,^  I    (.         1.1.2         1.2.3     ' 

...  +  (_  i)«-l  l'^-(n-l)  g  1,2^1 

Nachdem  die  Berechnung  von  i  i  (|)  anfangs  mittelst  der  vor- 
stehenden Formel,  nachher  (etwa  bis  |  =  10)  mittelst  der  Formel 
11)  bewerkstelligt  worden  ist,  kann  die  Fortsetzung  der  Tafel  auf 
die  Weise  geschehen,  dass  man  aus  einem  bekannten 'Integralloga- 
rithmus li  (a)  den  Integrallogarithmus  li{a-\-z)  herleitet.  Zu  einer 
derartigen  Formel  führt  folgender  Weg.     Aus  Nro.  3)  folgt  leicht: 

-«  -(«+0 

-(«+0  -« 

und  für  u  =  —  (« -f- 1 0^  wo  t  die  neue  Variabele  bezeichnet : 

J  a+li  a  J  |t_ 

'     a 

Der  Werth  des  Integrales  ist  immer  leicht  zu  finden,*  entweder 
durch  die  Methode  der  Quadraturen  oder  durch  Reihen  Verwandlung: 
letztere  mag  auf  die  Weise  ausgeführt  werden ,  dass  wii*  e^^   sowohl 

als  1  :  (  1-| 1  entwickeln,    wobei  aber  a  mehr  als  der  grösste 

Werth  von  f «,  d.  h.  mehr  als  ^  betragen  nrass,  nachher  beide  Rei- 
hen multipüziren  und  integriren.     Nach  dieser  Angabe  findet  sich: 
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=  f|K+i?'(i-i)+ir'(T^-fi  +  ^) 

In  der  Parenthese  ist  die  Summe  der  von  a  freien  Glieder 

tind  daher  kann  m«i  dem  Besnltate  folgmde  Fonn  geben: 
14)  7.-  (««+f)  —  /.(««)  = 


worin  erstlich  «  ]>►  5  sein  muss  und  die  Coefficienten  A  nach  den 
Formeln 

A—    „,  ^  — r    ^  — „j,  ^3  — 1   2    a         I  a»  ^^  «8'  — 

bestimmt  ^«rden;  will  man  sie  aber  sucoeasiv  berechnen,  8o  empfiehlt 
sich  die  Beziehung 

Für  e"  =sa,  e"+C  =  a+Ä  gebt  die  Formel  14)  in  die  fol- 
gende über: 

15)  li  (a+«)  ==  li  (o)  +  j^ 

-l^|M.['0+^)]'  +  !^['('+f)]'  +  --l' 

für  welche  Za^  l  (Z-j j  sein  muss  und  die  Coefficienten  aus 

den  Gleichungen 

16)  A=:±      ^^,  =  ^(y_^_^) 

abgeleitet  werden,  Ist  a  eine  sehr  grosse  und  z  eine  kleine  Zahl, 
so  differirt  M  1  -| )  nur  wenig  von  I  (1)  =  0  und  dann  ge- 
stattet die  Formel  15)  eine  verhältnissmässig  leichte  Rechnung. 
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S.  83. 
Der  Integralsinas  und  der  Integraleosinus. 

L     Wir  verstehen  unter  „Integralsinus^^  und   bezeichnen    mit 

S  i  (^)  eine  Transcendente,  deren  Definition  durch  die  Gleichung : 
X  w 

^^  dfa?,      oderÄi(a))=    1  ^^  dx 
X  \J       X  ^ 

0  .  ^  0        .      ^ 

gegeben  ist.     Man  kann  dieselbe  leicht  durch  eine  unendliche  Reihe 
ersetzen,  indem  man  sinx  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  inte-* 

grirt;  dies  giebt 

,    CD  ,      fi>*        .    ,       cö^ 

2)       Ä.(«,)  =  i--ii-^  +  j^-2:^ ...... 

Für  grosse  o  ist  diese  Reihe  nicht  bequem,  weil  die  Conver- 
genz  dann  erst  spät  eintritt,  eine  für  diesen  Fall  brauchbarere  For- 
mel erhält  man  auf  folgendem  Wege. 

Wir  nehmen  zuerst  ö  =  oo  und  benutzen  das  unter  Nro.  3) 
in  §.  74  gewonnene  Ergebniss ;  es  ist  dann : 


/sin  X 
-^  dx  =  \n, 

0 
und  vermöge  dieser  Gleichung 

/oo  op 

sinx    ,  r  sinx    _  .  /    sinx 

0     ^  «  « 

wo  es  noch  auf  das  Integral  rechter  Hand  ankommt.     Aus  der  For- 
mel 1)  in  §.  62  folgt  für  m  =  —  k  und  indem  man  die  Grenzen 

a?  =  00 ,  Ä  =  ö  einführt : 

/oo  öo 

sinx   ^  cos  CO         ,  sino         ,  „    1    *v     1     «««^     •, 

und  durch  fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formel  für  k=l^  d^.,.(2n — 1) 

f   sinx   . 

J  ir^" 

%/  so 

=  _  ooB^     i.2^-ll3.4^+...-K-l)«1.2..(2n-2)^ 


_l£^+1.2Ä_1.2..5^+...-K-l)«1.2..(2„-l)i^ 
+  (-iri.2.3..(2n)y^d;r.      ' 
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Das  letzte  Integral  liegt  seinem  absoluten  Weithe  nach  zwischen 

00  00  .        ' 

tu  ^      -^  m  ^      ■' 

&  . 

und  kann  demnach  mit  r-  bezeichnet  werden,  wo  ©■  zwischen 

—  1  und  -j-1  enthalten  ist.     Wir  erhalten  so:        , 

^.^    o-^   N      1      r  fl        1-2,  1,      ,^n-i  l-2-(2«— 2)1 

4)  Ä.(«')=^«  +  co«a,[--  — +  ...+(-1)"  ^2^1     J 

,     .      ri        1.2.3,         ,,     ,.__!  1.2..(2n-l)1 
•  +«««»1«-- ^+...+(-1)"  ^2n        J 

und  diese  Formel  benutzt  man  so,  dass  dem  n  derjenige  Werth  ge- 
geben wird,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  ausfällt.     Besonders 
leicht  würde  sich  hiernach  Si  (kjt)  berechnen  lassen,  wenn  k  eine* 
ganze  einigermaassen  grosse  Zahl  bedeutet. 

II.     Eine  dem  Integralsinus  verwandte  Funktion  entsteht  durch 

Integration  des  Differenziales  —^dx;  zwischen  den  Grenzen  0  und 

a  kann  man  diese  Integration  nicht  vornehmen,  weil  sonst  der  Werth 
des  Integrales  unendlich  werden  würde;  wir  verstehen  daher  unter 
dem  „Integralcosinus"  und  bezeichnen  mit  Ci(a?)  eine  durch  folgende 
Gleichung  definirte  Funktion: 

5)  Ct(*)=    f  ^-^  dw,  oder  Ci(o)  =   f^^d^. 

J  X  J  X 

00  00 

cos  X  , 
Für  negative  (o  würde  die  Funktion  innerhalb  des  Inter- 

X 

valles  «=:-|-oobis  j?  =  —  co  eine  Unterbrechung  der  Continuität 
und  zwar  an  der  Stelle  ^  =  0  erleiden;  wir  nehmen  dann  den 
Hauptwerth  des  Integrales  als  Werth  von  Ci(a>). 

Um  eine  unendliche  Beihe  für  Ci(c3)  zu  erhalten,  betrachten 
wir  zunächst,  unter  Voraussetzung  eines  positiven  o,  das  Integral: 

0) 

CO* 


^    /'-2f  d^  =  Zc.-|j^  +  i- 


2.3,4 
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oder,  wenn  wir  den  zweiten  Thii^ii  mit  H^  bezeichnen: 

CÜ 

Ccoax  .  TT     t    I  1    ^*     I    1     ^* 


n 


Die  Grösse  H^  ist,  wie  man  leicht  findet,  folgender  Umwand- 
lung föhig:  • 

n 

0 

0  0 

d.  L  wenn  im  ersten  Integrale  u  =z  z  und  im  zweiten  u  =  ng  ge- 
setzt wird: 

.   ^«=7 ;-^dz-^J ——dz-m 


=/' 


0 

n 


0 

WO  Kf^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  §,  82.  Lassen  wir  n  unend- 
lich werden,  so  gehtZ"^  in  JC=  0,5772156. ..  über,  das  noch  übrige 
Integral  verschwindet  laut  Formel  10)  in  §.  74,  und  es  bleibt  daher 
LimiH^  =  K  übrig.    Demzufolge  erhalten  wir  aus  Nro.  6): 

7)  C.(a,)  =  K+  1^  ^  I  ^+-|^^^_ 

Bei  negativen  cd  ist  vermöge  der  ursprünglichen  Definition: 

Cii — m)  =  —  I  d»-}-  l  ' da^ 

d.  h.  weil  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  handcilt; 

— cT  -|-ai 

C»(— ci>)  =  -•  /  dx —  /  d«4*^*(ß»)i 

wenn  schliesslich  d  =  0  gesetzt  wird.  Aus  der  Bemerkung,  dass 
die  Eigenschaft  9( — x)  =  —  9?(^)  besitzt,  findet  man  aber 

X 

leicht,  dass  die  boideu  npch  übrigen  Integrale  sich  aufheben,  also 
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Ct( — o)  =  Cx{p)  ist.     Demnach  wird 

«(-«)  =  jr+  ia>  -  1  ^  +  J^^_ , 

und  will  man  diese  Formel  mit  der  früheren  in  eine  zusammenfassen^ 
so  schreibt  man: 

8)         Ci(m)  =  Jf  4- 1  K"')  -  \  -Ti+^T^zÄ- 

Obschon  die  hier  vorkommende  Reihe  immer  convergirt,  so  ist 
doch  wenig  brauchbar,  wenn  co  eine  grosse  Zahl  ausmacht.  Für 
diesen  Fall  kann  man  in  der  Weise  sorgen,  dass  man  von  der  For- 
mel 6)  in  §•  62  ausgeht,  m  ==  —  jfc,  o?  =  co  und  a?  =  oo  setzt  und 
di^  so  entstehende  Gleiohung 

mehrmals  nach  einander  für  k  =  1,3,5... (2 n — 1)  auf  die  Defi- 
nition von  Ci(a})  anwendet.  Die  übrige  Betrachtung  ist  der  vor- 
hin durchgeführten  so  vollkommen  analog,  dass  die  Angabe  des 
Endresultates  genügen  wird ;  dieses  lautet : 

^•r   ^  Fl         1-2   ,  ,    ,      ,,„    .  1.2...(2n— 2)1 

f  1        1.2.3  ,        ,    .      ^^„_il.2^^^(2n--l)l 

wo  ^  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegt. 

Als  Beispiel  für  den  Gebrauch  der  Transöendenten  Si((ai)  und 
Ci((ai)  möge  die  Entwlckelung  des  Integrales: 


/ 


sinyt 

1+. 


dz 


X 


Platz  finden«    Für  «  = 1  geht  dasselbe  in  folgendes  über: 

7 

00  00  OD 

/8in(x  —  r)  ,                     I  sinx  .                    f*co8X  , 
— i ^  aa?  =  cosy  I  dx  —  «ny  /  dx 

r  y  r 

=  cMy[j3r — iSi(y)] — «ny[ — Ci(y)] 
und  daher  ist: 

•chlOmiloh,  Analytifl.  SS 
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j  sm2±^^  _  cHy)8iny-\-Wn  —  SH!yy\coBy. 
0 

X 

Für  y  =  aft,  «  =  —  ergiebt  sich   noch  das    etwas  allgemeinere 
Resultat : 

isifi  h  X 

I       I       da  z=  Ci(ab)sinab'j-[^x  —  Si(ab)']co8ab. 


§.  84. 
Die  Gammafunktion. 

Aus  den  Formeln  11)  und  10)  des  §.  73  geht  hervor,  dass  für 
jedes  ganze  positive  fi  die  Gleichung 

1  _^  00 

/ K'7")T      ^^=7  ^^"T^^~'*'^^=l-2.3...0t  — 1) 

0  0 

stattfindjrt,  dass  also  der  Werth  des  Integrales  eine  Funktion  von  ff 
ist,  die  in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  fi  in  das  Pro- 
dukt 1 . 2  .  3  . . .  (/x —  1)  übergeht ;  diese  Funktion  hat  man  Fifi)  ge- 
nannt und  ihre  Definition  lautet  demnach : 

1)  rCii)  =  /[^{-y)]         dz^Jxf'-h-^dx. 

0  0 

Um  zunächst  eine  Beziehung  zwischen  i^(ft)  und  jTCft  -f-  1)  zu 
erhalten,  wenden  wir  auf  die  Gleichung 

1 

r(^+i)=/[<^)p. 

0 
die   theilweise  Integration  an;    bei  unbestimmter  Integration   giebt 
dieselbe : 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet  sowohl  für  z=il 
als  für  2;  ==  0,  wenn  /x  positiv  ist,  und  daher  bleibt: 

1 

2)  r(^+ 1)  =  ^J^i(±^y^    dz=iir(ii). 
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Wendet  man  diese  Formel  mehrmals  nach  einander  an,  so  ergiebt 
sich  r(ft+2)  =  (/i  +  l)  r(ji-\-  1)  =  (^+1)^  rill),  ebenso 
rQi-\-d)  =  (/x-)-2)  (ft-f-1)  fti^Cft)  u.  s.  w.  überhaupt,  wenn  m 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

3)    ro*  -f  7n)  =  ftot  +  1)  (^  +  2)...(f*  +  m  —  i)r(^). 

Für  ft  =  1  wird  jr(l)  =  1 ,  wie  man  aus  der  Gleichung  1)  un- 
mittelbar ersieht;  die  vorstehende  Formel  giebt  dann  weiter 

r(2)  =  1.1 ,  r(3)  =  1.2 ,  r(4)  =  1.2.3  u.  s.  f. 

übereinstimmend  mit  dem.  anfangs  bemerkten  SpezialMle.  üeber- 
hanpt  erkennt  man  aus  der  Gleichung  3),  dass  /^(ft)  für  jedes  ft 
bekannt  ist,  wenn  man  es  für  echtgebrochene  [i  finden  kann;  denn 
es  lässt  sich  jede  beliebige  Zahl  m  immer  in  eine  ganze  Zahl  m  und 
einen  echt  gebrochenen  Best  fi  zerlegen ,  die  Formel  reduzirt  dann 
r(a>)  auf  r(ii). 

Die  in  der  Gleichung  1)  geforderte  Integration  lässt  sich  mit- 
telst der  Bemerkung  ausführen,  dass  für  verschwindende  d 


Ltm  — 5 —  =  Iz 


ist  (§.  3,11.),  dass  mithin  der  Ausdruck  |z(  —  *)  als    Grenzwerth 


1  _  /\^-l 


(^0' 


betrachtet  werden  kann.    Denken  wir  uns  8  als  reziproken  Werth 
einer  ganzen  positiven  Zahl  n,  so  dürfen  wir  setzen: 

[<i)r=K'-'^r+- 

wo  Q  eine  Grösse  bezeichnet,  die  in  Null  übergeht,  wenn  n  ins  Un- 
endliche wächst;  hiemach  ist 

11  1 

rQi)  =  n^-^J{l  ^^^'^'^dz  +Jq  dz, 
0  0 

oder,  wenn  wir  im  ersten  Integrale  z  =  a^  setzen: 
1  1 

riii)—jQdz  =  n^Jil-  a?)i"-laj'»'-l  da. 
0  0 

Der  Werth  des  rechterseits  befindlichen  Integrales  kann  der  Formel 
4)  in  §.73  für  w  =  n,  f*  =  «  unmittelbar  entnommen  werden; 

23* 
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lassen  wir  darauf  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  verschwindet  q  und 

es  bleibt: 

.^      „.  .         ^.    <         1.2.3 (n  — l)n  ^^J 

Diese  allgemeine  Formel  gestattet  sehr  mannigfaltige  Folgerangen, 
von  denen  wir  eine  wenigstens  erwähnen  wollen  n&mlich  die 
Gleichung: 

*^  r(a-A)r(a+A)— r~a«)r~(a+l)»ir~  («+2)»  i""' 
die  sich  ganz  von  selbst  ergiebt,  wenn  man  die  drei  Funktionen 
nä),  r(a  —  A)  und  r(a  +  k)  nach  der  Formel  4)  entwickelt. 
Die  Gleichung  5)  kann  zwei  verschiedene  Dienste  leisten,  sie  giebt 
den  Werth  des  unendlichen  Produktes,  wenn  die  Gammaftmktionen 
(mittelst  einer  Tafel  derselben)  bekannt  sind;  sie  liefert  umgekehrt 
eine  Beziehung  zwischen  Gammafunktionen,  wenn  der  Werth  des 
Produktes  anderwärts  ausfindig  gemacht  wird.  Das  Letztere  ist  z.B. 
der  Fall  f  ür  a  =  1,  man  hat  dann 

1 (^_h^(\_^      _sink^ 

ro— A)r(i+A)  — V      ivV     2V Aä  ' 

mithin  umgekehrt  bei  Anwendung  der  Formel  Jr(A  -f- 1)  =  ^  ^W  - 

6)  ra)rii-k)^-^. 

sinATC 
Hieraus  ergiebt  sich  unter  Anderem  für  A  =  1: 

7)  [r(i)]3  =  Ä,      r®  =  VH, 

und  nach  Formel  3)  für  ^  =  ^: 

8)  r(.  + 1)  =  iiii^iii^i^izil)  v^ 

Um  eine  unendliche  Reihe  zur  Berechnung  der  Gammafunk- 
tionen zu  erhalten,  gehen  wir  von  der  analog  zu  Nro.  4)  gebildeten 
Gleichung  aus: 

(l+f*)(2+^)(3  +  ft)...(n4-ft) 
und  nehmen  beiderseits  die  Logarithmen;  dies  giebt: 

Hier  lassen  sich  alle  Logarithmen  vonder  Form  2(1 -|t-u)  entwickeln. 
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wenn  das  grösste  der  u,  nämlich  fi,  zwischen  den  Grenzen  —  1  und 
-|-  1  liegt;  unter  dieser  Beschränkung  erhält  man  ohne  Mühe: 

/r(i+^)=-[j+|+j+...+l-i»]^ 


_ifl+i+l_L. 4.J-L, 


+     . 

worin  noch  n  ==  x)   zu  setzen  ist.     Der  Qpefficient  von  (i  verwan- 
delt sich  dadurch  in  die  Constante  K  des  Integrallogarithmus  und 
es  wird  überhaupt: 
9)         ir(l  +  (i)  =  -K(t-j-lS,ii^-lS,ii»-\-lS^ii*-... 

1  >  F  >  —  1, 

wobei  die  Bezeichnung  nach  Formel  11)  in  §.  76  benutzt  worden 
ist.     Entsprechend  der  vorstehenden  Gleichung  ist  die  folgende  r 

1  >  ^  >  -  1, 

die  halbe  Summe  beider  Gleichungen  giebt  wegen  FQi  -^  1)  = 
ftJTCft)  und  nach  Formel  6): 

und  durch  Substitution  in  Nro.  9): 

Eine  stärker  convergirende  Reihe  entsteht,  wenn  man  diese  Glei- 
chung mit  der  nachstehenden 

0  =  -  1^(1^)+/»+^*»"+^^»+ 

durch  Addition  vereinigt;  man  erhält  f ur  1  >  ft  >  —  1 : 

'»>  "■<'+'"=Ki?i)-''(T^) 

_|_(l_Jf)^_l(Ä,-l)^8_l(Ä,_l)^6_ , 

mithin  auch  l  F  (ft)  selbst  vermöge  der  Beziehung  /  F  Qu)  = 
l  F(l  +  f*)  — ^  ^f*'  Beim  Gebrauche  der  Formel  10)  kann  man 
übrigens  immer  voraussetzen,  dass  li  <Cl  ^^h  <^®^^  ^ür  ft  ^  |  lässt 
sich  FQa)  mittelst  der  Gleichung  6)  auf  Jr(l — fi)  zurückfuhren; 
wo  nun  1  —  (i  jedenfalls  <  ]  ist.     Für  |i  =  |  kennt  man  in  Nro. 
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10)  den  Werth  der  linken  Seite  und  die  Gleichung  kann  zur  Be- 
stimmung von  K  benutzt  werden. 

Wir  wollen  in  der  Kürze  noch  einige  der  bemerkenswerthesten 
Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  Grundfonneln  angeben.  Dif- 
ferenzirt  man  die  erste  der  für  ir(\  -f-  ft)  geltenden  Gleichungen, 
80  wird 

ilBx±jtl^i^ l l ... i_ 

worin  n  =  oo   zu  setzen  ist;  dies  giebt: 
oder  aach: 

0 
denn   wenn  man  das  Integral  dadurch   in    eine  Beihe  verwandelt, 
dass  man 

setzt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  nachher  n  unendlich  wer- 
den lässt,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  11)  zurück.  Die  For- 
mel 12)'  bildet  den  Ausgangspunkt  für  eine  weitere  hier  nicht  aus- 
führbare Untersuchung  der  Gammaftinktionen. 

Aus  Nro.  9)  folgt  durch  Rückgang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen: 

r(l-ffA)  =  e~^."+5'S'.^*-iÄ'8^«  +  .... 
oder,  wenn  die  rechte  Seite  mittelst  der  bekannten  Formel 

e^  =  1  +  -e  +  1^:2  +  etc. 
entwickelt  wird: 

r(i  +  ft)  =  1  -  ÄTft  +  liK^  -f  Ä2)ft2 

-  i(Ä3  +  3ü:^2  +  2.S8)f*3  + , 

andererseits  ist  vermöge  der  Formel  1)  und  durch  Entwickelung 
von  i»^: 
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0 

00 


0 
mithin  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  Vergleichung  mit 
dem  ersten  Resultate: 

0 

0 

0 


U.     8.     W. 


Diese  Ergebnisse  lassen  noch  insofern  eine  Verallgemeinerung  zu, 
als  man  x  ^=^  ay  setzen  kann,  wodurch  die  neuen  Gleichungen  ent- 
stehen : 


0 


0 

u.    s.    w. 


Aus  der  Gleichung  1)  ergiebt  sich  ftir  a?  =  aj^: 

oo 

15)  /j^-l.-«3'dy  =  ^, 

0 
also  z.  B.  f Ür  ^  ==  I  und  für  ^=  n  -j-  |: 
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oder  wenn  man  y  ^  ^  setzt  und  a'  an  die  Stelle  von  a  treten  Ifisst: 
16) 


j/  VT*  2»a«  vT' 

:  t^  setzt  und  a'  an  die  1 

0 
,^  Z;.«,-.'^^,  =  l-3.5...(2n-l)V^. 

0 

f  2  &)^^ 
Die  letzte  Gleichung  moltipliziren  wir  mit  -r-— — ---—  und  bemerken 

,  1  •  Z  •••  ylttt) 

rechter  Hand,  das« 

1.2.3...(2n)=  1.3.5...(2n— 1).  1.2.3... n.2'* 
ist;  es  ergiebt  sich  so: 

J  1.2.3...(2n)  2a    1.2.3..,n' 

setzen  wir  hierin  n=  1,  2,  3,....  und  vereinigen  alle  so  entste- 
henden Gleichungen  mit  der  in  Nro.  16)  verzeichneten,  so  wird: 


^ 


0 
endlich  noch,  wenn  wir  hV  —  1   an  die  Stelle  von  h  treten  lassen, 
d.  h.  den  einzelnen  Gliedern  wechselnde  Vorzeichen  geben: 

19)         Jco32bt,e-^''*  dt  =  ^^-^^^  . 

0 
Dieses  in  seiner  Art  bemerkenswerthe  Resultat  ist  fiir  die  mathema- 
tische Theorie  der  Wärme  von  Wichtigkeit. 


S.  85. 
Die    Betafunktion. 

Unter  dem  Namen  „Betafunktion^^  versteht  man  zuweilen  eine 
Funktion  zweier  Variabelen  p  und  g,  welche  durch  die  Gleichung : 
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1 


1)  jxP-^  (1  —  xf-'^  da  =  BCp  ,  q) 


0 

definirt  wird.    Die  genannte  Transcendente  ist  übrigens  symmetrisch 
in  Beziehung  auf  p  und  q^  denn  setzt  man  ^  =  1  ^ —  y,  so  wird : 
1  1 

Jap-^a^w)9-Ux  =  y(i-y)^- v^^y, 

0  0 

wo  die  rechte  Seite  =  B(q^p)  ist;  man  hat  daher  immer: 
2)  BCp,q)  =  Biq,p). 

Will  man  die  Funktion  in  eine  Reihe  verwandeln,  so  kann  dies 
dadurch  geschehen,  dass  man  (1  —  ^)9*~^  nach  dem  binomischen 
Satze  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  integrirt.  Die  so  ent- 
stehende Reihe  ist  aber  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  nicht  son- 
derlich brauchbar,  und  wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  der  haupt- 
sächlichsten und  wichtigsten  Eigenschaft  von  B(p^q)^  welche  darin 
besteht,  dass  unsere  Transcendente  jederzeit  durch  drei  Gammafunk- 
tionen  ausgedrückt  werden  kann.  Vermöge  der  Reduktionsformel 
7)  in  §.  57  ist  nämlich  f ür  m  =  |),  «  =  g  —  1,  a  =  1,  ^  =  —  1, 
n=:  1: 


/• 


«P-l(l_a()9-ld« 

P       J 


P  '  p 

und  da  für  a  =  1  und  für  a:  =^  0  der  vom  Integralzeichen  freie 
Theil  verschwindet,  sobald  p  und  q  positive  Grössen  bezeichnen,  so 
hat  man  weiter: 

1  1 

faP-\l  -  ä)9-1  dx  =  ^^JxPa  —äi)^''^da. 
0  ^0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  giebt: 
1 

3)  fä!P''\l  —  a)^-^da 

0 

_  (p+g)(p-f  g+l)(P+g+'i)-..(p+7+n^l)  /^p+„_i  ^^^^1 
l,(p+l)(p  +  2) (|>  +  «-l)      J"^       ^'     *■*      /^' 

in  Beziehung  auf  die  rechte  Seite  bemerke  man,  dass  der  Formel 

4)  des  vorigen  Paragraphen  zufolge: 
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1.2.3 (n— l)n  ^^_^  _ 

gesetzt  werden  kann,  wo  e  in  Null  übergeht,  wenn  n  unendlich 
wächst,  dass  daher  die  Gleichung  3)  auch  in  folgander  Grestalt  er- 
scheinen kann: 

für  a?P+^=^  wird  hieraus: 

Da  nun  bekanntlich  fiir  verschwindende  8  der  Ausdruck 
in  ( —  Iz)^    ^  übergeht,  so  darf  gesetzt  werden: 

»-^')'-='-'![<i)r+4 

wo  Q  mit  d  gleichzeitig  verschwindet ;  auf  die  obige  Gleichung  für 
d  =  —r —  angewendet,  giebt  dies :  j 

Lassen  wir  die  beliebige  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  so 
verschwinden  €i,  £3,  d  und  q;  es  bleibt  demnach: 

Die  hiermit  gewonnene  allgemeine  Formel,  die  man  gewöliD- 
lieh  unter  der  Gestalt: 

angegeben  findet,  lässt  noch  einige  Transformationen  und  Erwei- 
terungen zu ,  die  es  verdienen ,  hervorgehoben  zu  werden.  Für  s 
=  z:(l  -{-  z)  ergiebt  sich: 

.,  f^^^dz  rip)riq) 


Digitizedby  Google  1 


Cap.  XVII.  §.  85.  Die  Betafunkdon.  86S 

in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  p  gehen  die  For- 
meln 5)  und  6)  in  die  Formeln  4) und  5)  des  §.  73  über;  für  p-^q 
=  1  verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  Formeln  19)  des 
§.  73. 

Setzt  man  in  Nro.  5)  o?  =  y*^,  so  entsteht  die  Gleichung: 


oder,  wenn  man  -^  an  die  Stelle  von  p  treten  lässt: 
m 

/  yP-'  (1  -y'»)?-idy  =  -^ -. , 


m 
1 

7) 

Ö 
also  z.  B.  für  m  =  2: 

8)  /  yP-'  (1  -y^i--'dy=  —^ r  ; 

hieraus  folgen  unter  Anderem  die  Gleichungen  6)  und  7)  des  §.  73, 
wenn  man  ^  =  ^,  j>  als  ganze  positive  Zahl  nimmt  und  auf  die  Un- 
terscheidung gerader  und  ungerader  p  eingeht.  Die  Substitution 
y  =:  sin  u  verwandelt  die  Gleichung  8)  in  die  nachstehende : 


1  ; 


r(|)r(,) 


2r(|-  +  ,)' 

oder  fürp  —   1  =  |i*,  2^  —  1  ==  v: 

9)  /  sinr  neos  u  du  = ; — , r-- 

Wir  betrachten  noch  das  allgemeinere  Integral: 
1 


^    .    >  +  i(l-^)]H-9' 

worin  a  und  h  beliebige  Constanten  bezeichnen  mögen.     Um  den 
Werth  desselben  zu  finden,  benutzen  wir  die  Substitution: 

^  =  "T; \  \  i     oder  umgekehrt  ,    ,   , -—  ;=  «, 
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aus  welcher  nachstehende  Ausdrücke  folgen; 

Bemerken  wir  femer ,   dass  den  Grenzen  o?  =  0  und  «  =  1  die 
neuen  Grenzen  y  =  0  und  y  =  1  entsprechen,  so  wird : 

1 

0 
d.  i.  vermöge  der  Bedeutung  von  S: 

1 

und  wenn  man  a  —  J  =  c  setzt: 
1 

0-1(1— a.)g-ic^a.  _  rip)riq)     1 


11) 


/•- 


(6  +  ü^)l^+^  Aj'+g)  (i-f-e)^i'? 

Nehmen  wir  endlich  wie  früher  x  =  y^  und  lassen  -*- an  die  Stelle 

m 

von  p  treten,  so  ergiebt  sich  noch  das  Besultat: 


welches  alle  Formeln  dieses  Paragraphen  als  spezielle  Fälle  in  sich 
enthält. 

Will  man  eine  der  Gleichung  9)  entsprechende  Formel  ge- 
winnen, so  hat  man  in  Nro.  10)  ^  =  cos^u  zu  setzen;  dies  giebt, 
wenn  a^  und  b^  für  a  und  b  geschrieben  werden: 

rcoa^P-^usin^'l-^u  du  r(p)r(q)    1_ 

y/  0 


örthe  Spezialisirungen  hie; 

r      tar^u  du 

^  .   J  a:^co8^u4'b^sin^u~ 


Bemerkenswerthe  Spezialisirungen  hiervon  sind 
In 

1 


i-^b^sin^u        2üo«|ft3t     «^—^51+^' 
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deren  letztere  durch  die  Substitutionen/?  =  g=2ft,  a*  =  gCfli-f-^), 
i^  =  5(01  —  61),  w  =  Jw  erhalten  wird. 


§.  86. 

Die    elliptischen    Integrale     und    Funktionen 

erster    Art. 

In  Cap.  XII.  bemerkten  wir  schon,  dass  irrationale  Differen- 
ziale,  in  denen  Wurzeln  aus  algebraischen  Funktionen  dritten  oder 
vierten  Grades  vorkommen ,  nicht  mehr  durch  Logarithmen  oder 
Kreisbögen  integrirt  werden  können,  dass  im  Gegentheil  derartige 
Integrale  eigenthümKche  Funktionen  bilden;  wir  kommen  jetzt,  wo 
uns  mehr  Mittel  zu  Gebote  stehen,  auf  diesen  Gegenstand  zurück, 
lun  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  jener  Funktionen  zu  ent- 
wickeln. ^ 

Wir  betrachten  zunächst  das  Integral: 

X 

/dx 
^    V(l— a?2)(l  — ib2a?2) 

in  welchem  k  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende  Constante,  den 
sogenannten  Modulus,  bezeichnet.   Setzen  wir  a^=8inq>^  so  wird: 


2) 


(cp  =  Aresin  x) 
J  y  1— Jb2sm2  9 


und  insofern  nun  u  von  fc  und  9)  abhängt,  können  wir  u  =  FQc ,  9) 
schreiben,  wo  9  die  A  m  p  1  i tu  d  e  des  Integrales  heisst.  Die  Gleichung : 

J  Vi— Ä;2  5m2^ 

enthält  demnach  die  Definition  der  Funktion  F{}c ,  9) ,  welche  man 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung  genannt  hat;  ist  derWerth 
desselben  bekannt  (man  hat  in  der  That  Tafeln  dafür),  so  folgt  dar- 
aus der  von  u,  nämlich: 
4)  u  =  FQc  ,  Aresin  x)^ 
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indem  man  nur  den  zu  x  gehörenden  Bogen,  die  Amplitude,  aofzu- 
auehen  braucht. 

Die  Sache  ist  aber  noch  einer  anderen  Ansicht  fähig;  so  wie 
nämlich  u  von  x  abhängt,  so  ist  auch  umgekehrt  x  eine  Funktion 
von  ti,  was  man  durch  irgend  ein  beliebiges  Symbol  ausdrücken 
könnte;  um  jedoch  zu  der  passendsten  Bezeichnung  zu  gelangen, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  q>  als  Amplitude  von  u  durch 

q>  =  ampl(u)  oder  kürzer  ^  z=i  amu 
dargestellt  werden  kann,  woraus,  wegen  x  "=.  sinq>^  folgt: 
5)  ^  ==  sinamu  ,  modh. 

Diese  Gleichung  ist  nun  die  Umkehrung  der  in  Nro.  4)  angege- 
benen, wobei  das  Zeichen  sinam  als  Funktionsbezeichnung  dient*). 

I.  'Unter  den  zahlreichen  Transformationen,  deren  das  ellip- 
tische Integral  erster  Art  fähig  ist,  verdient  besonders  die  folgende 
hervorgehoben  zu  werden,  welche  zudem  sogenannten  Additions- 
theoreme führt.  Ersetzen  wir  nämlich  die  Variabele  ij  in  der 
Gleichung : 


6)  l-y^=J2^==  =  F(k,ß), 

J  V  l—k^sin'^ri 

durch  eine  neue  Veränderliche  (,  welche  mit  jener  durch  die 
Gleichung : 

•7)  coaa  coaij  —  «n«  sinri  V  1 — k^ain^i  =  co«f, 

verbunden  ist,  so  entspricht  dem  Werthe  ri  ==  0  der  Werth  S  =  « 
und  wenn  ij  =  ß  geworden  ist,  so  hat  ^  einen  Werth  y  ange- 
nommen, welcher  aus  der  Gleichung: 

8)         cosa  coaß  —  sina  sinß  yl — k^sin^y  =  cos  y 

zu  berechnen  sein  würde.    Um  weiter  dri    durch  d^  auszudrücken. 


*)  Wenn  die  goniometrischen  Funktionen  nicht  bekannt  wären,  so  würde 
^e  Integralrechnung  darauf  führen  und  zwar  bei  Gelegenheit  des  Inte- 
grales: 

X 

t) 


r  dx 


0 

hier  ist  ti  eine  Funktion  von  x  (nämlich  u  =  Arcsin  x)  mithin  umgekehrt 
X  eine  Funktion  von  u  (x  =  sinu)  und  es  hätte  keine  Schwierigkeit,  die 
Eigenschaften  beider  Funktionen  aus  der  Gleichung  f)  abzuleiten;  in  der 
That  erhält  man  sie  aus  den  Entwickelimgen  des  Textes  für  ib  «»  0. 
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könnte  man  ri  der  Gleichung  7)  entnehmen  und  es  dann  differen- 
ziren;  rascher  aber  gelangt  man  durch  die  Bemerkung  zum  Ziele, 
dass  die  Gleichung  7)  auch  in  den  folgenden  Formen   dargestellt 

werden  kann:  

9)  Cö5g  cosa  -f-  «nj  sina  Vi — k^  än^ri  =  cosi]^ 

10)  cos^  cosr^  -f-  «nf  ainfj  yl  —  Jb^  sin^a  =  oosa; 

man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  7), 
9)  und  10)  rational  macht;  weil  aber  dabei  die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  verschwinden,  so  bedarf  die  Richtigkeit  dieser  Vorzeichen 
eines  besonderen  Nachweises.  Für  A;  =  0  geht  die  Gleichung  7) 
in  cofi(a-|-i2)  =  cos^  über,  daraus  folgt  co5(f — a)  =  cosij  und 
cosd — 7p  =2  cosa;  dasselbe  geben  auch  die  Gleichungen  9)  und 
10),  woraus  die  Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  hervorgeht. 
Durch  Differenziation  der  Gleichung  10)  wird  nun,  wenn  wir  die 
Wurzel  für  den  Augenblick  mit  Ä  bezeichnen: 

(Ä  cos rj  sin^  —  sin rj  cos  5)  dri  =  (cosri  sin  %  —  Ä sinr}  cos f) d^ , 

und  durch  Substitution  des  der  Gleichung  10)  entnommenen  Wer- 

thes  von  A: 

cosacosri  —  cos^   _     -      cosri — cosacos^     , 

: dfl  =  r-T af 

sznii  szni 

d.  i.  nach  Nro.  7)  und  Nro.  9): 


sinaV  1  —  k^sin^i  dvi  =  sinaV  l—k^8in:^ri  dfg, 
oder  endlich: 
11)  ^^  _  ^g 

y  1— Äj2«n2iy         V^l  — Jfc2«nH 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  6)  ein,  oder  was  dasselbe  ist, 
integriren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  i^  =  0  und  ri  =  ß  die  Grenzen  5  =  "  ^^^^  5  =  y 
entsprechen,  so  folgt: 


J  Vl—k^sin'^n        J  \ 


dl 


Vl  —  k^Bin'^vi        J  Yl  —  k^sin'^t 


J  Vi— fc2  5m2g        J  Vi— Ä;2«m2e' 

d.  h.  F(k^  ß)  =  F(k^  y)  —  i^(A;,  a),  wobei  die  Amplituden  «,  /J,  y 
durch  die  Gleichung  8)  verbunden  sind.  Schreiben  wir  endlich  qp, 
^,  (o  für  a,  /S,  y,  so  gelangen  wir  zu  dem  Fundamentaltheoreme, 
dass  die  Gleichung: 
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12)  F(k,  9,)  +  if  (jfc,  H,)  =  Fik,  m) 
stattfindet,  wenn  die  Amplituden  9,  ^,  m  der  Bedingung: 

13)  cosq)  cosif  —  ainq)  sinif  V  1 — k^sin^cj  ==  cosa 
genügen,  welche,  dem  Früheren  analog,  auch  unter  den  Formen:    * 

^  .  (  co8(o  cosg>  -f-  ««c> ^9>  Vi  —  k^sin^'^  =r  eoailf 

l  008G}  cosilf  -(-  ainfo  sintl;  V  1 — k^sin^q>  =  co9q> 

dargestellt  werden  kann.  Hierin  liegt  die  Addition  der  ellipti- 
schen Integrale  Erster  Art,  da  sich  ein  elliptisches  Integral  finden 
lässt,  welches  die  Summe  zweier  gegebenen  Integrale  derselben  Gat- 
tung ausmacht ;  sein  Modulus  ist  derselbe,  seine  Amplitude  bestimmt 
sich  dadurch,  dass  man  cd  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  ent- 
wickelt, was  auf  folgende  Weise  geschehen  kann.  Wir  bezeichnen 
Vi  —  k^ sin^ 9  mit  ^(q)}  und  eliminiren  cosiD  aus  den  Gleichun- 
gen 14);  es  ergiebt  sich  dann  von  selbst 

cos^q)  —  cos^il^ 
coaq)  sinilf  ^(jfi)  —  «mg>  co«^  ^ii>)  ' 
und  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  cos  q>  sin  if  ^  (y)  -f-  «n  9  co«  ilf^(i^) 
multiplizirt  werden : 

sin  w  coa^f  ^iif)  4-  cosw  sinib  ^(w) 

15)  «no  = ; ,^   .'  er-: ' — ' 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  14)  erhalt 
man  weiter : 

coa  fp  coaif  —  ain  (p  aintl^  ^  (g>)  ^  (if) 

16)  coafo  = : r- — — tt'. 1 

^  l  —  k^ain^q>ain^if  ' 

ferner  durch  Division: 

17)  tana  —    <«»y^W  +  ^^»»^(y) 

1  —  tanq>tanif^(j(p)^{if) 

Die  letzte  Formel  giebt  die  leichteste  Bestimmung  von  oi;  be- 
rechnet man  nämlich  zwei  Hülfswinkel  q>*  und  if*  nach  den  Formeln 
tanq>*  =  tanq>^(if)  und  ton^'  =  tanif^{fp\  so  ist  a>=  qo'-|-^' 
Aus  Nro.  13)  folgt  endlich  noch  durch  Substitution  von  coa  es : 

18>  ^C(a\  =  ^(y)  ^  W— fe^^w  y  C09  (p  sin  ifooajf 

^  ^  ^  l—k^ain^q>ain^if 

Käme  es  z.  B.  darauf  an,  zwei  Amplituden  der  Art  zu  finden, 
dass  JF'CA;,  9>) -pi^(jb,  ^)  =F(k,l7C),  wo  F(k,ln;)  das  voll- 
ständige elliptische  Integral  erster  Art  heisst  und  mit  F^Qß)  oder 
nur  mit  K  bezeichnet  wird,  so  würde  die  Subfltitatioii  Ol  ;::=  |^  fol- 
gende Gleichung  geben: 
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tan  w  tanrp  =  ^  r "^^  "TTi 

vermöge  deren  t^  aus  ^  bestimmt  wird;  Vf  nennt  man  das  Com- 
plement  des  Modulus,  jP(*, g?)  und  jP(jb,  ^)  complementäre 
Integrale,  wenn  sie  zusMnmen  das  vollständige  Integral  aus- 
machen. 

Bei  weitem  eleganter  gestalten  sich  die  obigen  Resultate,  wenn 
man  die  umgekehrten  elliptischen  Integrale  einführt;  setzt  man  näm- 
lich i^(fc,  9)  =  t«,  jP(fc,  t^)  =  ü,  JP (ib,  o)  =  «;,  so  ist  9  ==  am  w, 
^  =  am  V,  CD  =  am  w\  die  Crleichung  12)  geht  in  w-j-t?=w  über 
und  es  ist  daher  o  =  am  (w-(-t;);  die  Formel  13)  wird  nun  bei 
umgekehrter  Anordnung 

cos  am  (w-f- v)  =  cos  amu  cos  am  v  —  sinam  u  sifiamv^  [^am  (w-|-»)], 
ebenso  treten  an  die  Stellen  der  Gleichungen  15)  und  16)  die  fol- 
genden : 

^-^     .        ,    I    ^        sinamucosamv^amv-j-sinamvcosamu^amu 

19)  8inam{u-H3)  =  r .•  .  ■ 7-:: — , 

^^^  ,    I    ^   ^     cosamucosamv  —  sinamusinamv /!lamujd amv 

20)  co«aOT(tt-fv)  = rr-r-5 — ' 

Diese  Formeln  sind  vollkommen  analog  den  goniometrischen 
Formeln;  in  der  That  erhält  man  letztere  daraus  für  ä:  ==  0,  wo- 
durch sin  am  u  in  sinu  und  z^am  ti  in  1  übergeht.  Sowie  nun  die 
gesammte  Goniometrie  auf  den  Fundamentalformeln  für  8in(u-^v) 
und  co9(u-\-'V)  beruht,  so  bilden  die  Gleichungen  19)  und  20)  in 
ganz  ähnlicher  Weise  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Funktionen 
«in  am  M,  cos  am  u  etc.,  welche  in  neuerer  Zeit  vorzugsweise  ellip- 
tische Funktionen  (im  Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen) 
genannt  worden  sind ;  die  Theorie  selbst  kann  hier  nicht  Platz  finden. 

n.  Die  Subtraktion  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich 
leicht  auf  die  Addition  zurückführen ,  indem  man  ^  negativ  xummt 
und  berücksichtigt,  dass  die  Substitution  0  =  —  r  zu  der  Gleichung 

r      dö       _  _   r      dt 

J  Vi— ifc2^„2d  ~~         J  V  l  —  k'^siriH 

führt,  die  nach  unserer  Bezeichnung  einerlei  ist  mit 
J'CA:,— *)  =  — F(Ä?,i<^). 
Dem  Additionstheoreme  tritt  jetzt  das  Subtraktionstheorem  zur 
Seite,  welches  lautet :  die  Gleichung 

21)  F(k,  (p)  —  F(k,  t)  —  F(k,  a>) 

S c hl 0 milch,   Atiftlyjrts.  24 
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I  findet  statt,  wenn  die  neue  Amplitude  O)  mittelst  der  Formel 
I  sin q)  cosij;  ^  (jf)  —  C08^  einijf  ^  (y) 

j  22)  wo  =  l_jfc2«„2y  ««2^ 


bestimmt  wird.  Auf  gleiche  Weise  Hessen  sich  die  Formeln  16), 
17)  und  18)  umgestalten,  was  keine  Schwierigkeiten  hat.  Behält 
man  die  Bezeichnung  jP(äj,  9)  =  m,  F(k^  1^)  =  t?,  FQc^  coi)  •=  w  bei, 
so  ist  wiederum  (p  =  am  m,  1^  =  «mv,  o»  =,am  w  =  am(^^ — u), 
mithin : 

sinamuGOsamv^  amv  —  sinamvcosanu^canu 

)  stnam^u—v)  1 — k^ sm!^ amu  8in^  amv  ' 

was  der  Formel  19)  entspricht;  ähnlich  ist: 

cosamucosamv-^-sinamu  sinamv  ^ amu^ amv 


24)  co8am(u — v)  = 


1  —  fc2  sin^  am  u  sin^  am  v 


III.     Durch  mehrmalige  Anwendung  des   Additionstheoremes 
kann  man  offenbar  eine  Amplitude  o  finden,  für  welche 

F(k,(o)  =  FQc,  90  +  i^(ÄH  92)  +  .  .  •  +  n^  VJ 
ist;  nimmt  man  spezieller  9)1  =  9)3  ...  =  ^^m  =  9,  so  wird  . 

F(k,a})  =  mFik,g>^, 
wo  das  Integral  linker  Hand  ein  gegebenes  Vielfaches  des  rechts 
befindlichen  Integrales  ausmacht.  Bezeichnen  wir  etwas  sprechender 
o  mit  9^,  wenn  es  der  obigen  Gleichung  genügt,  so  besteht  die 
Multiplikation  des  elliptischen  Integrales  in  der  Bestimmung 
der  Amplitude  9,„,  wenn  m  und  q>  gegeben  sind.  So  ist  z.  B.  aus 
Nro.  L  für  ^  =  9  und  o)  =  q>2: 

F  (fc,  9)j)  =  2  F  (k,  9),    wenn 

2  8inq>  cosq)/4({p)                              1  —  28in^q)-\-k^8in^w 
8tn(pi  = — :; ;c   .  ^ oder   cosw^  = ; ,^  .  . 

Denken  wir  uns  allgemeiner  drei  Amplituden  ,9>^__ii  9^1,  ^n4-b 
welche  den  Gleichungen 

F  (k;  9„_i)  =  (n—  1)  i^  (Ä;,  9), 
25)  i^(fc,  <|p^        =    nF\k,ip\ 

F(k,q>^{)  =  (n^Y)F(k,q>) 

genügen,  so  ist  gleichzeitig 

^(^.  9>n+l)  =  ^(^1  9n)  +  ^ft  9^), 
i^(fc,  9n-l)  =  FQc,  9^  -  i^(fc,  9>), 

und  durch  Anwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtraktionstheo- 
remes  findet  man  hieraus: 
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2^(9)  C08fp  sintp^ 


[am 


9>n+l4-«n9>„_i  =  -^— - 


I  2  CO«  9  C03  q>^ 


»9n+i+öoa9>„_i  =  -j: 


-Aj^Äin^qpÄm^g)^ 


lÜittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  9?„_lx  aus  (p^  und  9>ii_i 
ableiten,  indem  man  von  9>o=  ^  ^^^  9i  =  9  ausgeht;  so  erhält 
man  z.  B.  für  n  =  3  durch  Substitution  der  schon  bekannten  Werthe 
von' am  93  Und  C08<p2: 

4  (1  —  fe2  sin^  y)  cos^  y  —  (1  —  fc^  gin^  y)«  . 

)     «n  yg   —  ^  j  _  ^2  5i>i4  gj)2  _  4  ifc2  (1  _  fc2  52Vi2  gj)  co«2  y  ^iVi*^,   ****  9^' 

Um  indessen  so  zusammengesetzte  Ausdrücke  zu  vermeiden, 
dividiren  wir  die  Gleichungen  26)  durch  einander,  dies  giebt: 

28)  to«(3  9n+l  +  59>n-l)  =  ^C9)tan^n^ 
also  für  n  =  1,  2,  3,  etc.: 

tanl<p2  =  ^(Sp)tanq>^ 
«««(593+59^)  =  ^(SP)tanfpi 
u.  s.'w., 
woraus  sich  y2,  ya,  y4  etc.  ohne  Mühe  berechnen  lassen. 

Will  man  den  Multiplikationsformeln  für  die  elliptischen  Inte« 
grale  die  entsprechenden  Formeln  für  die  elliptischen  Funktionen 
an  die  Seite  stellen,  so  hat  man  nur  JCp  z=z  amu  und  y^  =  aminri) 
zu  setzen. 

rV.    Stellt  man  die  Gleichung  F(k^  y^  ==  »iiP(Aj,  y)  in  der 

umgekehrten  Form  i?'(Ä;,  y)  =  —-  F  {k^  y^  dar  und  schreibt  um 

grösserer  Symmetrie  willen  y  statt  y^  und  y  ^  für  y,  so  liegt  in 

m 
der  Gleichung 

29)  i?'(fc,yi)  =  —  i^Ä  y)       '. 

m 
das  Problem  der  Division;  die  Lösung  desselben  ist  aus  Nro. lÜ. 
herzuleiten,  indem  man  umgekehrt  die  grössere  Amplitude  als  gege- 
ben und   die  kleinere  als  zu  entwickelnde  Unbekannte  ansieht;  für 

den  Fall  tw  =  2  z.  B.  bestimmt  sich  yi  mittelst  der  Gleichung : 

2 
1  — 2«n2yi  +  fc2  5e„4g,^         1  — 2a?2+ib3aJ* 

cos  €D  ~——  — ~  ' 

^""  1— ib2«n4yi  ~"    "    1  — ifc2a.4       ' 

2 

24* 
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wo  wir  zur  Abkürzung  simpi  mit  x  bezeichnet  haben;    für  m  =  3 
ergiebt  sich  ähnlich  aus  Nro.  27)  für  «ng)i  =  x: 

Ueberhaupt  ist  zur  Bestimmung  der  Amplitude  (p  ^   immv  die 

m 
Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  m^  nöthig,  oder, 

wa«  auf  dasselbe  hinauskommt,  sin  am  —  ist  die  Wurzel  einer  der- 

m 

artigen  Gleichung,  welche  ausser  sin  am  u  oder  cos  am  u  nur  noch  k 

und  ganzzahlige  CoefBcienten  enthält. 

Wäre  endlich  eine  Amplitude  ijf^  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die 

Gleichung 

30)  F(k,^)=-^F(hq)) 

stattfände,  worin  |3*und  q  gegebene  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so 
kann  man  dieser  Gleichung  zunächst  die  Form  qF(k^tlj)=pF(k^q>) 
ertheilen  und  sich  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden  Pro- 
dukte als  ein  neues  Integral  F(k^T)  denken,  so  dass  einerseits  qF(k^  ^) 
=  F{k^t\  andererseits  pF(Jc^q>)r=  F(k^x)  ist;  die  erste  Bedingung 
gie'bt  nach  Nro.  III.  eine  Gleichung  zwischen  i^  und  t,  die  zweite 
eine  Gleichung  zwischen  (p  und  r;  eliminirt  man  r  aus  diesen  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  BeziehuYig  zwischen  t^  und  g?  übrig  und  zwar 
eben  die,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  30)  nothwendig  ist. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  fol- 
gendes Theorem  zusammenfassen,  bei  dessen  Formulirung  der  ge- 
wöhnliche goniometrische  Calcül  zu  den  algebraischen  Operationen 
gerechnet  worden  ist:  „wenn  r,  «,  t  etc.  beliebige  positive  oder  ne- 
gative'rationale  Zahlen  und  9,  t^,  ;|f  etc.  gegebene  Amplituden  be- 
zeichnen, so  kann  das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende 
Aggregat 

rF(k,q>)  +  sF(k,^)  +  tF{k,%)  +  •  •  • 
zu  einem  einzigen  elliptischen  Integrale  zusammengezogen  werden, 
dessen  Modulus  wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  alge- 
braische Operationen  aus  qp,  1^,  %  etc.  abgeleitet  wird." 
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§.  87. 
Die   Landen'äche  Substitution. 

L    Setzen  wir  in  dem  elliptiächen  Integrale 


1)  i.(.,@)  =  /_^ 


für  %'  .eine  neue  Variabele  cd  der  Art,  dass 

^         .      •         sin2ci}         ,      ^     ^  sin^CD 

d'  =  Arctan  — ; ^r—   oder  tan^  = 


r-\-co8  2c3  r-\~cos2cj 

ist,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

,0.        .^        r  0082(0+1 
dd" -=  2  — : : d(x) 

!/•:: ^  .   -^  l-f-rcofi2a} 

Vl-f  2rcoÄ2o4-r2 
mithin  durch  Division,  wenn  man  gleichzeitig  1  —  2  sin^  g>  für  cos  2  o 
schreibt: 

d&  2  d(0  ^ 


V  1  --T^ain^Q^        !+»• 


V^-öTiö-^-'- 


Der-  unteren  Grenze  «d-  ==  0   entspricht  0  =  0,    der  oberen 
Grenze  ^  =  S  %m  Werth  o  =  ß,  welcher  aus  der  Gleichung 

3)  tan9  =      ?^^^ ^  oder  5m(2.a— 0)  =  rsin® 

r-^-coslil 

zu  berechnen  ist;  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt,  indem 
man  die  Gleichung  2)  zur  Transformation  der  Gleichung  1)  benutzt: 

r      dd' 2_  r da 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

2V7  _-i— Vi  — 3» 

^  1+^-*'    "-T+Vi-:^, 

gesetzt  wird: 

5)  Fir,&)  =  ~-^  F (s,  Si). 

Hierin  liegt  die  Eeduktion  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites   von  anderem  Modulus  und  von  anderer  Amplitude.     Was 
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die  Grössenverhältnisse  zwischen  r  und  «,  sowie  zwischen  &  und  Sl 

betrifft,  so  bemerken  wir  darüber  Folgendes.     Wegen  r  <   1    ist 

(l_|^r)2<  4,  oder 

4r 
— q-—  >T>r^,  mithin  «2  >  r«,  «  >  r; 

ferner  aus  Nro.  3)  «n(2iß  — ®)<«m®,  daher  2iß  — 0<«  oder 
iß  <;  ®;  man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  auf  ein  anderes 
von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Amplitude  zu- 
rückführjen.  —  Stellt  man  die  Gleichung  5)  in  der  umgekehrten 
Form 

6)  F{8,a)=^  Fit,®) 

dar,  indem  man  s  und  Sl  als  gegeben  ansieht  und  daraus  r  und  0 
mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  ableitet,  so  sagt  die  Gleichung  6), 
dass  jedes  elliptische  Integral  auf  ein  anderes  mit  kleinerem  Mo- 
dulus und  grösserer  Amplitude  reduzirt  werden  kann. 

n.  Auf  die  soeben  ausgesprochenen  zwei  Theoreme  stützt  sich 
eine  Methode  der  näherungsweisen  Berechnung  des  Werthes  von 
F  (ÄJ,  g>) ,  welche  die  gewöhnliche  Berechnungsweise  (mittelst  einer 
unendlichen  Reihe,  oder  durch  die  Methode  der  Quadraturen)  an 
Leichtigkeit  und  Kürze  weit  übertriflft.  Man  kann  dabei  die  Fälle 
unterscheiden,  ob  Ic^  mehr  oder  weniger  als  \  beträgt.  Findet  das 
Erste  statt,  so  benutze  man  die  Gleichung  5)  zu  einer  fortwährenden 
Vergrösserung  des  Modulus  nach  folgendem  Schema: 

2  2 

F(k,  9>)  ==  jq-^  F(fci,  9i) ,    F{h,  9i)  =  j-y—  Fiht,  y^)  etc., 

hl  =       .      ,  ^n  (2  9>i  —  q>)  =zk  sin  g), 

^  =  ljrr'  sm(2(p2  —  q)i)  =  ki8in(pi, 

etc.  etc. 

und  es  ist  dann,  wepn  bis  k^  und  q)^  gegangen  wird: 


=  ^(fc«.  v«) 


l    /  fci    ÄJg    ÄJg    .   .    .   ÄJyj 


Bei  unendlich  wachsenden  n  reduzirt  sich  k^  ai^f  die  Einheit, 
Vn  ^®^*  ^  einen  gewissen  Grenzwerth  ®  über  und  es  wird 
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LimFß^,  f^  =    f—M==  =  l  tan  Q^-ficD), 
j/    V  1 — «m*9) 

mithin  

7)  Fik,4)  =  ltanQx-^  \0)  .  Y^'^^-- 

Verlangt  man  nur  eine  auf  sieben  Dezimalstellen  beschränkte 
Genauigkeit,  so  wird  schon  k^  =:  h^^  .  .  .  =  1,  ^j  =  qp^  .  . .  =  3^, 
was  eine  leichte  Rechnung  giebt. 

Im  zweiten  Falle  k^  <^  l  vermindert  man  den  Modulus  fort-  * 
während,  indem  man  sich  der  Gleichung  6)  zufolge  folgender  For- 
meln bedient: 

F(fe,  9)  =  1±^  Fik,, (pi),      F(k,,  <p,)  =  ii^  F(k,,  q>,)  etc., 

1  —V  1  —  ifc2                                        «n2cp 
h  =  — .  .,/  1  tanfpi  =  - — i r— , 

^  l-fVl_ib2'  ^'  fcl+C052  9' 

1— Vi— ÄJi«  ^  «n2g)i 

Ä:^  =  — r  ^  ton  qp2  == 


1+VT--V'  ifc2+öo«29>i 

etc.  etc. 

und  es  ist  dann,  wenn  bis  Ä;^  und  <p^  gegangen  wird : 

'Fi 


i^n.      ^  1+fel      14-*»  l+*n   „,, 


(l+tl)(l+i,)...(l+fc^ 


Bei  unendlich  wachsenden  n  verschwindet  k^  und  es  wird 


2n 
abwindet  ^^  un^ 


2^  J     2^  \2'*/ 

und  wenn  wir  diesen  Grenzwerth  mit  ^  bezeichnen: 
8)  i^(ÄJ,9>)  =  *  .  (1  +  Ä5i)  (I4-&2)  (l+Ä^g)  .  .  •  . 

Auch  hier  wird  bei  sieben  Dezimalen  bereits  ^4  =  0  und  ^^q>^ 
=  hVh  .  ..  — <^. 

Zu  bemerken  ist  übrigens  noch,  dass  die  Unterscheidung  der 
beiden  Fälle  k^  ^  \  und  ä;^  <;  1  zwar  eine  naheliegende,  keines- 
wegs aber  eine  noth wendige  war ,  und  dass  ebendeswegen  jede  der 
beiden  angegebenen  Näherungsmethoden  allgemeine  Gültigkeit  be* 
sitzt.     Da  nun  die  Formel  8)  insofern  einfacher  als ,  die  Formel  7) 
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ist,  als  sie  keinen  logarithmischen  Faktor  enthält,  so  wird  man  sich 
in  den  meisten  Fällen,  der  Formel  8)  bedienen,  weloha  selbst  für 
grosse,  d.  h.  wenig  von  der  Einheit  differirende  tc  brauchbar  bleibt, 
wenn  man  die  Reihe  der  abnehmenden  Moduli  weiter,  etwa  bis  k^ 
fortsetzt.  Es  verlohnt  sioh  deshalb  der  Mühe,  der  zweiten  Methode 
die  bequemste  Rechnungsform  zu  ertheilen;  dies  ge«^chieht  dadurch, 
dass  man  X; ,  X^i ,  ä:^  ,  .  .  .  als  Sinus  der  Hülfswinkel  ^ ,  Aj ,  A^ ,  .  -  - 
ansieht,  also 

fc  =  5mA,   ,  kl  =  sinXi^  A3  =  5tnA2,  .  •  . 

Vl  —  k^  =  cosX,  y  1  — ifci«  =  co«Ai,  VT^^V  =  cosk^,.  .  : 
setzt ;  die  Formeln  für  k^^  k^^  .  ,  •  werden  dann : 
k  =  «mA, 

ÄJi  =  m  Ai  =  ton2  1 X , 
k^  =  sinX^  ==  tan^\ki 

u.  s.  w.  . 

Auch  die  Berechnung   der  wachsenden  Amplituden  lässt  eine 
Vereinfachung  zu;  aus  der  Formel  für-tonqpi  folgt  nämlich: 

8in2€p  cosw — cos2(p  sincp — kisinip        (1 — h  )  tanw 

tancpi-r-tanw  = ^    ,,      , ^ ^- — ^  =  ^^ — ,     ^   ^  ^, 

(h  "T  ^^^ 2  q)) cos q>  ki-\-cos2q) 

l-\-tanq)itanw=  ^^^^9 cos(p-\-sin2q>sm(p-{-hco8q)  _       l-^\ 

(Ä^i  -)-  C05  2  9)  COStp  ^  H"  Ö05  2  (p  ' 

mithin  durch  Division  , 

tan(spi  —  9>)  =  7-rr  <an ^  =  Vl-r*^  tony ; 

1  -\-ki 

die  Amplituden  können  demnach  mittelst  folgender  Formeln  berech- 
net werden: 

Itan(jpi — 9)   =  cosX  tanq>^ 
tan(q)2  —  ffi)  =  cosXi  tantpi^ 
tan((ps  —  (pi)  =  cosX^  tan^^^ 
u.  s.  w. 

Bemerkt  man   endlich  noch,  dass  vermöge  der  Werthe  von  ibj 
und  k  die  Gleichung 


a+hy 


l—ki^  cosUi 


y  1 fc2      00s  X 

stattfindet,  also  entsprechend 

V  cosX  V  cosXi 
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sein  musd,  so  wird  die  Formel  8)  zur  folgenden:  ^ 

11)  FQ.,<p)=.9\ß^^^^^h^^h^. 

f  COS  A 

welche  logarithmisch  leicht  zu  berechnen  ist.  —  Aus  den  Gleichun- 
gen 10)  geht  übrigens  hervor ,  dass  die  Differens^  ^n-\-l  —  Vn  ^^^ 
gleich  q>^  sein  muss,  wenn  A^  sehr  klein  geworden  ist;  daraus  folgt 
weiter,  dass  9?„j_i  beinahe  das  Doppelte  von  y^  beträgt,  dass  also 
die  Amplituden  bald  ebenso  wachsen ,  wie  die  Progression  g> ,  2  g), 
4^},  89}  u.  s.  w.  Genau  ist  dies  fär  qp  =  |3r  der  Fall;  man  hat 
dann»9)x  =  ä,  ^3  =  2ä,  9)3  =  4ä,...  also  ^  =  |3r  und 

12)        i^(i)  =  j„U^^f55^fi^-. 

^      j  cos A 

Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  11)  erkennt  man  noch  die  Be- 
deutung von  0;  es  verhält  sich  nämlich. das  vollständige  elliptische 
Integral  zum  unvollständigen  wie  1 9r :  ä^. 

in.  Eine  weitere  und  wichtigere  Bedeutung  gewinnen  die 
Formeln  des  vorigen  Abschnittes  noch  dadurch,  c^ass  sich  mittelst 
derselben  das  umgekehrte  Problem,  die  Amplitude  (p  aus  dem 
Werthe  voii  F(k^(p)  zu  bestimmen,  lösen  lässt,  wobei  wieder  die 
Fälle  fc2  ^  1  und  k^  <i  l  unterschieden  werden  mögen. 

Ist  Jb  >  1  und  F(k ,  y)  =  m  gegeben,  so  können  zunäch^ 
die  wachsenden  Moduli  ^,  Jc2')..>  nach  den  Formeln: 

berechnet  werden,  bis  man  auf  einen  Älodulua  stösst,  welcher  mit 
der  verlangten  Genauigkeit  =  1  gesetzt  werden  darf.  Es  sei  dies 
k^ ,  so  sind  auch  äjj  ,  Ä^ , . . .  für  1  zu  rechnen ,  und  die  GleicKung 
7)  giebt: 


z^a«+l*)  =  «V^; 


man  findet  hieraus  den  Grenzwerth  0,  welcher  wegen  ^4  =  1  mit 
q>4  identisch  ist;  mittelst  der  Gleichungen 

sin  (2g)4  —  9)3)  =  fcgsmgjs  ,     sin(2(p^ — 92)  =  ikjj«ng>2»"« 
erhält  man  nun  rückwärts: 

sin  2  q>A  sin  2  9)3 

mithin  zuletzt  (p  -=  am  u. 
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Ist  dagegen  ^^  <[[  1,  so  berechnet  man  zunächst  die   abneh- 
menden Moduli  Ä^ ,  ^2  9  •  •  •  "i*c^  4en  Formeln : 

1— Vi  — feg  .  1  — T^l  — fei^  .   , 

1+Vi  — fc«  1+Vi— ifei« 

bis  man  zu  einem  Modolus  gelangt ,  der  hinreichend  mit  Null  über- 
einstimmt.    Es  sei  dies  k^ ,  so  folgt  aus  Nro.  8) : 

^ u 

dieser  Grenzwerth  fällt  mit  ii^>^  zusammen  und  giebt  daher  94 
:=  16®.    Die  Gleichimgen: 

sin  2  qpo  sin  2  opo 

liefern  nun  rückwärts:  ^ 

5w(2  9?3  —  9)4)  =  k^mq)4^  ,  5m(2  9?2  —  9^3)  =  Ä^wnqpa  , 

also  der  Reihe  nach  9)3,  9>3,  9i »  9>  =  a»»M.  —  Hiermit  ist  zu- 
gleich die  Aufgabe  gelöst,  die  obere  Integrationsgrenze  ar  zu  be- 
stimmen wenn-  in  der  Gleichung : 

X 


f 


dx 


^      V(1-ä2)(1  — fc2^2) 

Jb  und  u  gegeben  sind;  man  hat  nämlich  x  z=  sinq>  =  sinam  u, 

I  §.88. 

I  Die    elliptischen    Integrale    zweiter    Art. 

I.    Bezeichnet  k  wie  früher  einen  echten  Bruch,  so  heisst  das 
bestimmte  Integral 

J  Yi  —  x'^ 

das  elliptische  Integral  zweiter  Art;  gewöhnlich  betrachtet  man 
statt  desselben  dasjenige,  welches  mittelst  der  Substitution  x=:z8in<p 
daraus  hervorgeht,  und  schreibt  als  Definition: 

1)  j  dfpV  l—k^8in^q>     =E{k,q>). 
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Die  Eigenschaften  der  Funktion  E(k ,  9)  sind  denen  von  F(k^(p) 
sehr  ähnlich  und  können  aus  den  letzteren  auf  folgende  Weise  her- 
geleitet werden. 

Wir  setzen  wiederum  voraus,  dase  zwischen  den  Yariabelen 
ri  und  i  die  Gleichung  7)  des  §.  86  stattfinde,  welche  die  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  nach  sich  zog,  denen  zufolge 

V-7-^ —   '    .  ^  cos  V  —  coaa  cos  5 

'  smastn^ 

sina  sin  71 
ist;  wir  bilden  daraus  zunächst  die  Gleichung: 

dri  Vi  —k^sin^fi  —  d^V  1  —  k^  sin^  g 
cosri  —  cosucost   ,       ,    cost  —  cosa  cosri   ,. 
stnasini  '     '  sina  sintj 

und  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  auch  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden  kann: 

1  ^  js^^^  V  -f" ^^^^ ^-^2  cosa  cos rf  cos  p 
^  sin  a  sin  i]  sin^  ' 

wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Differenziatiön  über- 
zeugt. Macht  man  die  Gleichung  10)  in  §.  86  rational,  indem  man 
zugleich  cos^a^  cos^r^  und  cos^^  durch  sin^a^  sin^ij  und  «m^g  aus- 
drückt ,  so  findet  man  weiter : 

sin^rj  -|-  sin^i  -^2  cosa  costj  cos^  =  k^sin^a  än^ri  sin^  g, 
und  es  ist  daher  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  das  Vorige: 
rfij  yi—k^sin^ij  —  dt  Yu—k^mn^t 

,  _    .       d(«n2w«n2g)        ,^    . 

=  lk^  sina  ' : —  .  ^      =  k^  sma  dCsinrJsmt). 

*  sinrjsint  ' 

Die  beiderseitige  Integration  giebt  nun  unter  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  ly  =  0  und  rj  =  ß  die  Grenzen  f  =  «,  f  =  y  ent- 
sprechen, wobei  a^  ß^  y  durch  die  Gleichung  8)  in  §.  86  verbun- 
den sind: 

ß        y      • 

I  driVl  —  k^sin^ri  —  f  dtV  l  —  k^sin^t  =  k^sina  sinß'siny. 
0  « 

Schreiben  wir  endlich  9,  ^,  fi)  für  a,  j8,  y,  so  folgt  daraus  das  Theo- 
rem:   wenn   die  Amplituden   9,   1^,   co    der  Gleichung    F(k  ^  9) 
-|-  F(k ,  t)  ===  F(k ,  o)  genügen,  so  gilt  zugleich  die  Beziehung : 
2)  E(k^q))  -\-  E(k,il;)^=  E(k , cd)  ■4"  k^ sin 9 sin tp sin ca, 
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welche  das  Additionstheorem  für  das  zweite  elliptuche  Integral  bil- 
det und  zwar  insofern,  als  man  vermöge  der  Formeln  15),  16)/ 
17)  des  §.  86  ein  Integral  E(k^c))  finden  kann,  welches,  mit  Zusatz 
eines  algebraischen  Ausdruckes,  die  Summe  der  Integrale  E(k^q>) 
und  E(k^ilf)  darstellt.  —  Es  würdö  nun  auch  keine  Schwierigkeit 
haben,  den  früheren  Formeln  über  die  Subtraktion,  Multiplikation 
und  Division  der  Integrale  erster  Art  ähnliche  Formeln  für  die  In- 
tegrale zweiter  Art  an  die  Seite  zu  stellen ;  sind  z.  B.  q)^^  9)3 ,  9)4 
etc.  so  bestimmt,  dass  sie  den  Gleichungen 

F(Ä;,qP2)  =  2F(k,(p)  ,     F(k,ip^)  =  3Fik,(p)  ,  .... 
genügen,  so  sind  die  entsprechen^den  Gleichungen: 

E(k^(p^)  =  2E(k^g>)  —  ib«  «h«  9?  «n  qpj, 
^(.^^9>s)  =  3JSJ(fc,9)  —  k^aimpsmipiCsirKp  -f-  «119)3) 

u.    s.    w. 
II.    Die  Fundamentalformel  2)  kann  zur  Lösung  verschiedener 
mit  der  Rektifikation  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel   zusammenhän- 
gender Aufgaben  benutzt  werden  (historisch  war  hier  der  Anfang 
der  Theorie),  weil  das  elliptische  Integral  zweiter  Art  in  direkter 
Fig.  48.  Beziehung  zur  Rektifikation  der  Ellipse  steht, 

för  Oä  =  a,  OB  =  b  (Fig.  48),  OMz=x 
ist  nämlich  der  über  der  Abscisse  a  stehende 
Bogen : 


BF 


=/-V^- 


y  a^ — ^2 

wo  k  die  numerische  Excentricität 

a 

bezeichnet ;  nehmen  wir  /^  BOQ  =  (p  statt  a?  als  unabhängige  Va- 

riabele,  so  wird: 

3)  Are  BP=  aj  d(p  Vl—k^sin^(p  =  a  E(k,q)). 

ö 
E{k^(p)  bedeutet  demnach  einen  elliptischen  Bogen,  wenn  die  grosse 
Halbachse  der  Ellipse  =  1,  die  Excentricität  =  k  und  ^  das  Com- 
plement  der  sogenannten  excentrischen  Anomalie  i/^AOC^  des 
Endpunktes  ist ;  das  vollständige  elliptische  Integral  E(Jc^\n)=z E^k) 
giebt  den  elliptischen  Quadranten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2)  O)  =  ^jr,   so  ist  die  entspre- 
chende Amplitudengleichung : 
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1  a^ 

b 


381 


tanxp  tant\j 


Vi— ifc2 
und  nym  folgt  aus  Nro.  2)  durch  Multiplikation  mit  a: 

5)  aEik,tp)  —  [aE^Qc)  —  a^(ifc,^)]  =:  ak^8inq>sinilf, 

in  Worten  giebt  dies  den  Fagnani' sehen  Satz,  dass  sich  zu  jedem 
vom  Endpunkte  der  kleinen  Achse  ab  gerechneten  Bogen  ein  zwei- 
ter vom  Endpunkte  der  grossen  Achse  aus  gerechneter  finden  lässt, 
der  von  dem  ersten  um  eine  algebraische  Grösse  differirt.  Spe- 
zieller für  ^  =  g)  wird 

a  a 

tan^q)  =  -—,    sin^ff  =  — r—r 


und  ak^sin  q)  sini^  =  a  —  6;    man  erhält  in  diesem  "Falle  einen 
Punkt  P  auf  der  Ellipse ,  welcher  die  merkwürdige  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  Differenz  der 
^'^'  ^^'  Bögen  PB  und  PA  gleich 

der  Differenz  der  Halbach- 
sen ist. 

Aehnliche  Relationen 
gelten  fär  die  Hyperbel; 
es  sei  in  Fig.  49  die  Haupt- 
halbachse OAr=a^  die  Ne- 
benhalbachse'J.  5  =  5,  die 

lineare    Excentricität 
V a'  +  ^2  —  c,  OM=x, 
MP  =  y,   Are  AP  =  «, 
so  ist  bekanntlich: 


6) 


=A/i^' 


Um  das  vorstehende  Integral  auf  die  bisherigen  elliptischen  Inte- 

b^ 
grale  zurückzufuhren,  nehmen  wir  OE  r=z  —  (gleich  dem  Abstände 

des  Brennpunktes  von  der  Direktrix),  ziehen  durch  E  eine  Parallele 
zu  ^jB,  fällen  auf  diese  die  Senkrechte  PQ  und  betrachten  nun  den 

Winkel  EOQr=:  w  als  neue  Variabeie;   es  ist  dann  y  =  --  tang) 

c 

und  vermöge  der  Hyperbelgleichung: 
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wo  zur  Abkürzung  gesetzt  werden  soll: 

V  62  —  c« a 

c  0 

Man  findet  nun  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen: 


vermöge  deren  die  Formel  '6)  in  die  nachstehende  übergeht : 
7)  s  =  ^f  '^ 


indem  man  bemerkt,  dass  für  x  =  a^  (p  =  0  wird.  Differenzirt 
man  den  Ausdruck  tanffVl — k^sintp  z=:  tcaiip  .  -^(qp),  so  ergiebt 
sich: 

mithin  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  9  =  0,  g?  =  9: 
tan  <p.^((p)-:(l-fc2)y*_J^^^ 

Hier  kommt  das  unter  Nro.  7)  verzeichnete  Integral  vor,  und  es  ist 

daher  für  Jb  =  — : 
c 

8)  8  -=  —  F(Jc^(p)  —  cjE(Jfc,g))  4*  cJ((p)tantp. 

c 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  demnach  mittelst  der  elliptischen 
Funktionen  erster  und  zweiter  Gattung  rektificiren ;  es  verdient  da- 
bei bemerkt  zu  werden,  dass  der  algebraische  Ausdruck  0^(9)  ton  9 
geometrisch  das  Stück  der  durch  P  gelegten  Tangente  bedeutet, 
welches  von  P  bis  zum  Fusspunkte  T  einer  von  0  darauf  gezogenen 
Senkrechten  reicht;  schreibt  man  daher  die  vorige  Gleichung  in 
der  Form: 

9)  c^(9)ton9>  — «=c£(ÄJ,g>) F(h^(p)^ 

c 

so  erhält  man  die  Differenz  zwischen  jenem  Stücke  der  Tangente 
und  dem  Bogen.     Für  unendlich  wachsende  Bögen  convergirt  diese 
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Differenz  gegen  einen  endlichen   Grenzwerth;    denn   setzt   man  q) 
=  \7t^  SO  geht  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in: 

oE^Qc)  —  —  F^(k) 
c 

über.  —  Mittelst  der  Formel  8)  lassen  sich  Vergleichungen  zwischen 

verschiedenen  Hyperbelbögen  vornehmen,  wobei  wir  8  durch  H(j(p) 

ersetzen  wollen ,  was  jedenfalls  eine  sprechendere  Bezeichnung  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Amplituden  9,  ^,  o  der  Gleichung 

^(9)  ~l"  -^(^)  —  i^((ö)  =  0  genügen,  so  ist  die  entsprechende 

Gleichung  für  H: 

Hi(p)  +  HOP)  —  H(ic^)  =  -  c{E(g>)  +  EW  -  Eio)} 

-f-  c{jd((p)tan(p  -f-  ^(ip}tanif  —  ^((ö)feinco}, 

oder  wenn  statt  E(q>)  -f-  -ß^W  —  Eico)  sein  Wertb  gesetzt  wird: 

10)  H(q>)  +  H(tl;)  —  ^(o) 

=  c{z/(9))  ton9)-4>^(^)ton^  —  z/(o)taniD — k^  sinq)  sinif  sinco}'» 

woraus  sich  ähnliche  Consequenzen  wie  aus  der  entsprechenden  For- 
mel för  Ellipsenbogen  (Nro.  2)  ziehen  Hessen. 


§.  89. 
Transformation    der    Integrale    zweiter    Art. 

Die  in  §.  87  erwähnte  Substitution: 

sin  2  CO 


tan  -9"  = 


r  -f-  cos  2  co' 

aus  welcher  die  nachstehenden  Gleichungen  folgen: 

Q.  r4-cos2(D  .     ^  8in2a) 

9  =  -j^'         ^      ,       ,  sin  9  = 


cos 


»  ■     ,       ,'gB=3 ^  ein  V   t  J"'  "'    '    '"'  ^ 

l4-2rco52o+r2  V  l--\-rcos2ci}-\-r^ 

^/^l Q  •  QQ.  l+rco«2ci  _^     _       l4-rcos2€i) 

V  1 — r^8in^9='^ —  '  .  d%'=;2  ^    ,  ,' — ; — -, 

Vl-i-2r  cos  2(D+»^  1  +  2  rcos  2  (ö-f  r^ 

dd'  dm  2  2Vr 

—  s  = 


Vl  —  r^8in^%'        y  l  —  s^sin^co  ^  +  r  '  1  +  ^' 

ist  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  gleichfalls  anwendbar  und 
führt  zu  verschiedenen  merkwürdigen  Resultaten,  von  denen  wir  die 
wichtigsten  entwickeln  wollen: 

I.    Aus  der  Gleichung: 
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9 
E(r,@)-^r8in&  =  f  \y  1  —  r^  sin^ l&  +  reosd'idd', 
0 
ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Substitution  und  unter  der  Bemer- 
kung, dass  wie  früher  den  Grenzen  ^  =  0  und  ^  =  0  die  Grren- 
zen  ö  =  0  und  «o  =  Ä  entsprechen: 


^  yi-f-2rco52cö-f-r2 

Y  Vi— «*w»*» 


1+' 


wobei  die  rechte  Seite  auch  unter  der  Form: 
Ä 

/    (1+OVl— «2«n2a>+  (1— r)  , >       i  ^  1  dcD 

dargestellt  werden  kann ;  demnach  hat  man  die  Gleichung : 

1)  E(r,®)-\-r8in@  =  (l4-r)^(«,ß)-L-(l  — r)i?'(«,®), 

oder,  wenn  man  beachtet,   dass  F{8^Sl)  =  |(14"0  ^(T -i  *^)  is* 
(Nro.  5  in  §.  87): 

E(r,&)-\-rsin0  =  (l  +  f)  ^(5,i^)  +  |(l— r«)  i^(r,®). 
Ersetzen  wir  r  und  ®  durch  jfe  und  9,  jsowie  5  und  Ä  durch  hi  und 
g?! ,  so  liefert  die  vorstehende  Gleichung ,  in  der  Form : 

2)  1(1— k^)  F(k,(p)  =  E(h,q))  —  il-^k)  Eih,(pi)-i-hsinq) 
geschrieben,  den  Satz,  dass  sich  jede  elliptische  Funktion  erster 
Art  durch  zwei  elliptische  Funktionen  der  zweiten  Art  ersetzen 
lässt.  Vermöge  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
daraus  weiter ,  dass  jeder  Hyperbelbogen  durch  zwei  Ellipsenbögen 
ausgedrückt  werden  kann,  welches  der  von  Landen  gefundene 
Satz  ist. 

n.    Betrachten  wir  allgemeiner  das  Integral: 

welches  aus  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  zusammeügesetzt  ist. 
In  der  identischen  Gleichung: 
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G(r,&)  —  —  sine 
r 

Ö  


=  f{Ä+B. 


^  .  Vl—r^sin^ 

nehmen  wir  wieder  dieselbe  Substitution  wie  früher  vor  und  berück- 
sichtigen, dass 

rsin^^  —  cos^Vl  —  v'^sin'^%'  =  —  cos2o  =  2sin^a} — 1 
wird;  wir  erhalteij  dann: 

^         ^  .  .        .        « «...  ^       *  ,  da 


(r,0) sin®  t=z  I  \A-\-B  L  >         —    ,, 

0 

£1 

2       r         .  d(o 

l+Y  yl  —  s^sin^G) 

wo  zur  -Abkürzung : 

4)  A-^=A,'^  =  B, 

T  r 

gesetzt  worden  i^t.  Das  rechter  Hand  befindliche  Integral  steht 
wieder  \inter  der  Form  des  Integrales  G^  und  möge  durch  Gy^s^Sl) 
bezeichnet  werden,  indem  durch  Gi  zugleich  angedeutet  werden 
soll,  dass  Äi  und  Bi  an  die  'Stellen  von  Ä  [und  B  getreten  sind. 
Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  in  der  Form : 

5)  .,      G(r,&)  =  — ^  Gl  («,Ä)  +  1 A  am®, 

SO  ist  die  Funktion  G  auf  eine  Funktion  derselben  Art  mit  grösserem 
Modulus  (5)  und  kleinerer  Amplitude  (Ä)  zurückgeführt.  Denkt 
man  sich  dieses  Verfahren  mehrmals  nach  einander  angewendet,  so 
würde  man,  von  der  Gleichung 

G  =  fiA-4-Bsin^  w)  ^^ 

^  Vl—kUin^q) 

ausgehend,  eine  Reihe  von  Funktionen  mit  steigenden  Modulis  und 
abnehmenden  Amplituden  in  folgender  Weise  bilden  können: 

2 

G  =  Y"—  Gl  +  iBi  simp, 

2 

^i  =  TTT  ^2  "h  lB2sinq>i^  u.  s.  w., 

S  chlömilch^  Analysli.  25 
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bis  man  auf  eine  Funktion  G^  käme,  in  welcher  mit  hinreichender 
Genauigkeit  k^=  1  gesetzt  werden  darf;  der  Werth  dieser  Funk- 
tion ist  dann: 

9>n 

0  ^^ 

und  hieraus  ergeben  sich  nach  den  obigen  Formeln  ö^„_i9  O^ 2  ••• 

Gl  und  G  selbst,  indem  man  die  gefundenen  Werthe  substituirt.  Die 
zur  Ausführung  dieses  Gedankens  nöthigen  kleinen  Bechnungen 
übergehen  wir,  weil  die  gleich  zu  erwähnende  zweite  Methode  in 
den  meisten  Fällen  bequemere  Formeln  darbietet. 

Aus  den  Gleichungen  2)  folgt  umgekehrt: 

Oi{s,£l)  =  ^^\o(r  ,  @)  -  1  Bi  sin  ®j, 

B  =  lBir,     Ä  =  Äi-\-lBi. 

Denkt  man  sich  Äi  und  Bi  gegeben,  etwa  ^1  =  a,  Bi  =  b  und 
daraus  A  =  Oi  und  B  =1  b^  abgeleitet ,  schreibt  man  ferner  O  fiir 
die  nunmehr  primitive  Funktion  Gi  und  Gi  fiir  die  abgeleitete  Funk- 
tion (t,  so  ist: 

6)  G{8,Sl)  =  l:^Gy(r,e)  —  \bame\, 

Ol  =  a  +  2^  ,     h=  \hr, 
mithin  die  Funktion  G  auf  eine  andere  G^   zurückgeführt,   welche 
einen  kleineren  Modulus  r  und  eine  grössere  Amplitude  0  besit«. 
Diese  Beziehung  gestattet  wiederum   eine  mehrmalige  Anwendung, 
indem  man,  von 

G(k,(p)=    f(aJ^bsin^q>)     ,       "^^ 

^  Vi  — ifc3«n«9 

ausgehend,  folgende  Gleichungen  aufstellt: 

G,=^^±h^G,-\h,sinq>,), 


in  denen  /cj ,  fc, , . . .  die  abnehmenden  Moduli,  yj ,  92 , . . .  die  wach- 
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senden  Amplituden  und  Oi ,  02 , . . .  ^1 ,  ^2 , . . .  Grössen  bezeichnen, 
welche  durch  die  Formeln: 

U.   8.   W.  U.   S.  W. 

bestimmt  werden.  Denken  wir  uns  die  Gleichungen  für  Oy  Gi^  G^^ 
...  bis  G^  fortgesetzt,  so  kann  G  durch  G^  ausgedrückt  werden  und 
zwar  geschieht  dies  am   raschesten  dadurch,    dass    man  die    erste 

Gleichung  mit    1,    die  zweite    mit       l^    \  die  dritte  mit  — 7"  ^. 

Z  "Z 

— ^r-^  u.  s.  f.  multiplizirt  und  darauf  alle   Gleichungen  addirt;  es 

ergiebt  sich  so: 

l  +  *i      l+i,       1-1-^         l+^n       Q 

,     1+fci      1  +  4        l+^'n  . 
••  •  H — — '  — 2       2~    «-1  *"*'''' 

und  dabei  ist,  wie  man  leicht  findet: 

0  Vi— *»„«B<)P„ 

■  ,    ^-i         h         h  *n 

Nehmen  wir  n  so  gross,  dass  k^  für  Null  gerechnet  werden  darf 
so  ist  um  so  mehr  ^^  =  0,  mithin 

0 
und 

l+fci   .   l  +  fe»      l+h         l+fcn^ 
2  ~1~~  •       2       •••       2         » 

=  (l  +  fc,)(l+fci)(l-|-fc3)  ...  (l+fc„)  .  ^  .  a„, 

25  ♦ 
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folglich  genau  für  w=  oo ,  wenn  wie  früher  Liin  —  mit  0  bezeich- 

net  und  Lim  a^  =  Ä  gesetzt  wird: 

G  =  A.^.  (l+*i)  (1+*,)  (1+i,)... 

—  j*  j-y-^  «»  9-1  +  4 •  -^  «»<P. 

und  darin: 

Zur  Abkürzung  der  für  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  noch, 
dass  erstens  0  .  (1-f-^i)  (l-|-ife2)...  =  F(k^(p)  ist  und  dass  zwei- 
tens die  Gleichungen: 

oder 

1+^1  =  2^^,     l4.jb,  =  2^,.... 
stattfinden,  vermöge  deren  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

dq> 


8) 


/  (a+  hain'^  (f)  


Spezieller  für  a  =  1 ,  6  =  —  k^  ergiebt  sich  hieraus  eine  Formel 
zur  numerischen  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Art, 
nämlich :  • 

9)  E(k,(p)  =  F(k,(p){  l  —  lk^  —  lkni  —  lknik^  —  ...} 

-{-;  Ikyki  sin  (pi  -(-ifcV  kl  k^  sin  <p2 

-[-  Jfe V iki  ^2  ifeg  sin 93  -{-••••9 
wobei  die  Reihen  stark  convergiren.     Die  Formel  vereinfacht  sich 
in  dem  Falle   9  =  |^,  welcher  die  Werthe   (fi  =  sr,  gjj  =  2ä, 
<P2  =  4:7t  etc.  nach  sich  zieht;  es  bleibt  nämlich: 

10)  E^ik)  =  F^Ck){l  —  lk^  —  \kni^lk'ikik2—..,}. 

Die  unter  Nro.   9)  und    10)  gewonnenen  Resultate  sind  noch 
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insofern  wichtig,  als  sie  eine  ganz  andere  Behandlung  des  ellipti- 
schen Integrales  zweiter  Art  andeuten.  Ist  nämlich  k  gegeben,  so 
sind  F^(Jc)  und  E^(Jc)  Funktionen  von  k  allein  und  dürfen  immer 
als  bekannte  Constanten  angesehen  werden  (in  der  That  existiren 
Tafeln  dafür),  man  wird  folglich  die  Gleichung  10)  benutzen,  um 
die  Reihe  1  —  l  k^  —  etc.  durch  E^  (k)  und  F^  (k)  auszudrücken, 
und  dies  giebt  nach  Substitution  in  Nro.  9): 

Eik,  if)  =  ^J  Fik,q>:}-j-\kVhsinip^ 

-{-\k  V  kik^  5m  qp2  -(-... . 
Denken  wir  uns  nicht  9),   sondern  F(k^g))  =  u  als  die  gegebene 
Variabele,  so  folgt  umgekehrt  9>= am  w,  und  da9>i,  9)3,  ...aus  9  be- 
rechnet werden  können,  so  bildet  die  Summe  derReihe^ifc  K  fci5m9>i-[- 
etc.  eine  Funktion  von  u ,  welche  Z  (u)  heissen  möge ;  nunmehr  ist  : 

Eik,amü)=j^u  +  Z(u), 

und  hieraus  erhellt  von  selbst,  dass  das  elliptische  Integral  zweiter 
Art  durch  das  elliptische  Integral  erster  Art  und  eine  Funktion  des- 
selben ausgedrückt  werden  kann,  dass  also  eine  weitere  Untersu- 
chung von  E(k^  (f)  =  EQc^amu)  wesentlich  auf  eine  Analyse  von 
Z(u)  zurückkommen  würde*  Wir  müssen  uns  mit  der  Andeutung 
dieses  Gedankens  begnügen,  da  seine  Ausfuhrung  zuviel  Baum  in 
Anspruch  nehmen  würde. 


§.  90. 
Allgemeinere    elliptische    Integrale. 

I.    Die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  bieten  die 
Mittel,  um  jede  Integration  von  der  Form  : 

1)  u  =  f        ^^"^^         —  A^'^^>^y 

J  V(l  — a?2)(l— )k2-i,2)  ~J       zi(9) 

auszuführen.    Differenzirt  man  nämlich  den  Ausdruck 

am^'*""^  g)cos(pjdl  (9), 
so  ergiebt  sich  zunächst  das  Differenzial: 

^ (9)  { (2 n  —  3)  sin^^-^ (p  cos^  (p  —  sin^^-^  (p}  dg) 

k^sin^^-^fpcos^w  ^ 

j(^) "'^^ 
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welches  durch  Zusammenrechnung  Über  gleichen  Nenner  und  for 
cos^q>  =1  —  8in^(p  folgende  Gestalt  annimmt: 

Beiderseitige  Integration  fuhrt  mit  Bücksicht  auf  die  in  Nro.  1)  fest- 
gesetzte Bezeichnung  zu  der  Formel: 

2)  sirfi^-^^fp  008  fp  ^  (9) 

mittelst  welcher  TJ^^  auf  ^2n— 2  ^^^  ^2n^A  reduzirt  wird.  Denken 
wir  uns  der  Reihe  nach  2,  3,  4  etc.  fiir  n  gesetzt,  so  liefert  die  For- 
mel 1)  successiv  2/4,  27e,  üs  etc.,  ausgedrückt  durch  Üq  und  U2 ;  die 
letzteren  Integrale  sind  aber  unmittelbar  bekannt ,  nämlich : 

i^(fc,y)— ^(fe,y) 

ö  " 

and  es  ist  folglich  Z/^n  jederzeit  durch  F(k^fp)  und  J5(fc,g>)  aus- 
drückbar.  Daran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Consequenz,  dass  auch 
das  allgemeinere  Integral: 

<P 

auf  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  zurückkommt. 
II.   Betrachten  wir  weiter  das  Integral: 


6) 


dx 


=  r 2 

worin  das  Radikal  für  den  Augenblick  mit  R  bezeichnet  werden 
möge.  Ist  m  eine  negative  ganze  Zahl,  so  nimmt  das  Integral  für 
«  =  sinfp  die  in  Nro.  5)  erwähnte  Form  an  und  lässt  sich  voll- 
ständig entwickeln ;  wir  müssen  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  den 
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Fall  eines  ganzen  positiven  m  richten.     Durch  Di£Perenziation  des 

Ausdruckes 

xB 


(l-f-Äa?2)"»-l 
findet  man  nach  gehöriger  Reduktion,  einen  Ausdruck  von  der  Form 
ax^-\-ßs^-\-yx^'\-8  dx 
(1  4-^^2)1»  "ä"' 

wo  a^  ß^  y^  d  aus  m,  h  und  k  zusammengesetzt  sind.    Denkt  man 

I  z — 1 

sich  für  den  Augenblick  1  -^  hx^  =  z^  also  umgekehrt  x^  =  — r-^ 

gesetzt,  so  nimmt  der  Faktor  von  —j^  die  Gestalt: 

an,  und  wenn  man  den  Werth  von  t  wieder  einfiihrt,  so  ist  das  Re- 
sultat folgendes : 

xE 


dx ,    ^  dx  j^  dx 


Durch  Integration  folgt  hieraus,  wenn  nachträglich  j;  =  »'nqp  ge- 
nommen wird: 
-  ^my  CQgy  ^(y) 

und  zwar  sind  die  Werthe  von  «i ,  /5i ,  yi ,  Äi  durch  die  nachste- 
henden Gleichungen  bestimmt: 

8)     «1  =  -  (2m- 5)|^  ,  ^1  =(2m- 4)  (i^^'  +  3  ^) , 
yi  =  -  (2m  -  3)(l+2i±iV3|), 
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Aus  der  Gleichung^  7)'  geht  hervor ,  das3  zunächst  V^ ,  dann  auch 
T^ ,  ^4 ,  . . .  durch  K_ j ,  Vq  ' und  Vi  ausgedrückt  werden  können ; 
von  diesen  drei  Integralen  sind  die  ersten  zwei  unmittelbar  bekannt, 
das  letzte 

dq> 


-/ 


(l-fÄ5m3  9)^(9)) 

bildet  eine  neue  Funktion  von  A,  k  und  9,  welche  man  das  ellipti- 
sche Integral  dritter  Gattung  genannt  und  mit  i7(Ä,  Ar,  (p)  bezeich- 
net hat.  Dasselbe  gestattet  ähnliche  Transformationen  wie  die  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Art,  deren  Auseinandersetzung  aber 
einen  zu  grossen  Baum  in  Anspruch  nehmen  würde. 

In  den  speziellen  Fällen  h  =  —  1  und  ä  =  —  k^  vereinfacht 
sich  die  gefundene  Reduktionsformel  und  dient  zur  £ntwickelu,ng  der 
Integrale : 


q>  (p 

r     dq>       ^^^    r 


dq> 


[.i(<)p)]2'«+l' 

in  beiden  Fällen  wird  Öi  =  0,  und  die  in  Rede  stehenden  Integrale 
hängen  nur  von  algebraischen  Ausdrücken  und  von  elliptischen  In- 
tegralen erster  und  zweiter  Gattung  ab. 

III.  Die  allgemeinste  Form  solcher  Integrale,  welche  durch  ellipti- 
'  sehe  Integrale  aller  drei  Arten  ausgedrückt  werden  können,  ist  über- 
haupt die  folgende: 
9)  v—T A^)dx 


Ä? -f- 02  a:^ -j- Og  a?3 -}"  ^4  ** 
und  wir  wollen  kurz  die  Schritte  andeuten,!  deren  es  zur  Reduktion 
dieses  Integrales  bedarf. 

Zunächst  lässt   sich  der  Ausdruck  Of^  -\-  Oy  x  -\-  . , .  -\~  a^x^  m 
zwei  reelle  Faktoren  zweiten  Grades  zerlegen,  wodurch  X  die  Form: 

annimmt.    Setzt  man  weiter,  wenn  p  und  q  vor  der  Hand  noch  un- 
bestimmte Coefficienten  bedeuten: 

*-    1  +  y    '      ^*-     (1+y)«  ' 
SO  ergiebt  sich  eine  Transformation  von  der  Form: 


=  (.q-p)f: 


A(li)dy 


V"(ai+2  ^1  y + yi  y«)  («i  +  2«i » -f  Si  y») ' 
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worin  /i(y)  wiederum  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  y 
bezeichnet,  und  die  neuen  Coefficienten  «i,  /3i,  ^i,  öj ,  «i,  Jlj ,  aus 
den  früheren  Coefficienten  cc^  ß^  y^  ^?^?  5?  sowie  aus  p  und  q  zu- 
sammengesetzt sind.  Wählt  man  p  und  q  so,  dass  sie  den  beiden 
Gleichungen  ß^  =  0  und  ^i  =  0  genügen,  was  übrigens  immer 
möglich  ist,  so  enthält  das  Badikal  nur  gerade  Potenzen  von  y,  und 
es  kommt  also  nunmehr  darauf  an,  die  Integration: 

10)  ..  -  / — ^iM^ 


r ^ 

J  VTTl 


auszuftihren.  Die  rationale  Funktion  fi  (y)  steht  im  Allgemeinen  un- 
ter der  Form : 

Bo-\-B,y^-\-.,.-\-(Bi-i-B,y^-^...)y 

Co  +  C,y^  -\-...  +  i(\+Cy^  -\-...-)y  ' 
wofür  wir  kurz  schreiben: 

hier  sindAS,  T,  Z7,  F  rationale Fimktionen  von y 2^  sogenannte  gerade 
Funktionen.  Multiplizirt  man  Zähler  und  Nenner  des  für  /i  (y)  an- 
gebenen Bruches  mit  ü —  Fy,  so  wird: 

wo  3f  und  N  als  abkürzende  Bezeichnungen  für  gerade  Funktionen 
dienen.  Das  unter  Nro.  10)  verzeichnete  Integral  gestaltet  sich  jetzt 
folgendermassen : 


^  r      Mdy  r 


^-^hy^  +  cy^        ^   ya+%2-|_cy4 
Das  zweite  dieser  Integrale  ist  algebraischer  Natur;   denn  bezeich- 
nen wir  N  durch  ^(y^),  so  wird  für  y*^  =  z\ 

^(z)  dz 


r         Nydy  r     j 


und  hier  ist  die  Integration  mittelst  der  Formeln  des  Cap.  XII.  aus- 
führbar; hinsichtlich  des  noch  restirenden  ersten  Integrales: 
r  Mdy 


11) 


'i'\-^y^-{-oy^ 

bemerken  wir  Folgendes.     Der  unter  dem  "Wurzelzeichen  stehende 
Ausdruck : 
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«  +  *y' +  «»*  =  («1  +  n»*)  (*i  +  €iy*) 

laut  sich  jederzeit  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen : 

r»(l  4-  ,2y»)  (1  _  t*««)  ,         r«(l  +  8»»*)  Q/^  —  n, 

r«(i  4-  »'y*)  (i  +  «'y') .       »-Hl  —  «»y')  Ci  —  «'y*), 

r«(»«y«  -  1)  (t«y»  —  1)  ,         r*(*«  —  y*)  (y«  —  «*), 
indem  man  die  verschiedenen  möglichen  Vorzeichen  von  ttit  yi, 
ii  betrachtet;  je  nachdem  nun  der  eine  oder  andere   dieser  Fä 
stattfindet;  benutze  man  die  Substitationen : 


C08q>  '  l-f-«^<^' 

sinw  ,  < 

1  ,       t  ^, 


1— ib2fim3  9 
and  man  erhält: 

dy 


=  9 


Va  +  by^  +  cy^  Vi- 

wo  g  ein  constanter  Faktor  und  k  ein  echter  Bruch  ist.  Bei  »Uefl 
diesen  Substitutionen  tritt  an  die  Stelle  von  y«  ein  Ausdruck,  der  iß 
Allgemeinen  unter  der  Form: 

steht;  die  Funktion  Jf,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  y  enthalt 
verwandelt  sich  daher  in  eine  rationale  Funktion  von  sin^  q>^  und  ds? 
Integral  in  11)  reduzirt  sich,  abgesehen  von  dem  constanten  Faktor 
g,  auf: 

r  fCsin^q>)dq>     _     rfi8tn^<p)dq) 
J  Yl—k^8in9<p        J        ^(9>) 
Vermöge  der  Bedeutung  von  f(ßin^  (p)  hat  man  eine  G-leichung  tod 
der  Form : 
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oder 

und  um  ganz  allgemein  zu  sein,  wollen  wir  f(z)  als  unechtgebro- 
chene Funktion  ansehen.  Denken  wir  uns  dieselbe  in  ihren  ganzen 
Theil  und  in  den  echtgebrochenen  Theil,  letzteren  aber  gleich  in 
Partialbrüche  zerlegt,  so  besteht  f{z)  aus  zwei  Reihen ;  in  der  ersten 
Reihe  ist  jedes  Glied  von  der  Form  Kz^^  in  der  zweiten  von  der 
Form: 

L 

mithin  setzt  sich  fijsin!*  (p)  aus  Gliedern  von  den  Formen : 

Ksirfi^w     und 

(l  +  Ä^m»"* 

zusammen.  Die  Bestandtheüe  des  Integrales  12)  sind  also  Inte- 
grale von  den  zwei  verschiedenen  Gestalten: 

f-^,^    ^a  / '-^ , 

J   J(jp)     ^  J     (1-f  Ä«n2  9))^^(qp) 

und  stimmen  mit  den  inLundll.  behandelten  Integralen  überein;  das 
ursprüngliche  durch  X  bezeichnete  Integral  reduzirt  sich  also  auf 
einen  algebraischen  Theil  und  auf  elliptische  Integrale  aller  drei 
Gattungen. 
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§.  91. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cu- 

batur  begrenzter  Räume. 

Wenn  eine  Funktion  zweier  Variabelen  x^  y  zuerst  in  Bezie- 
hung auf  y  bei  constant  bleibendem  x  integrirt  und  das  Resultat  die- 
ser Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  imterwor- 
fen  wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  auf  folgende 
Weise  bezeichnet: 


j   da  jf(je,y) 


1)  J    da  J  f(jß,y)  dy, 

wobei  die  Anordnung  der  beiden  Integrationen  von  der  Rechten  zur 
Linken  zu  lesen  ist.  Der  eigentliche  Sinn  einer  solchen  doppelten 
Integration  ergiebt  sich  augenblicklich,  sobald  die  Definition  des 
einfachen  Integrales  zweimal  nach  einander  auf  den  obigen  Ausdruck 

angewendet  wird.    Setzen  wir  nämlich  — ^  =  B ,  indem  wir  un- 

n 

ter  n  eine  unendlich  wachsende  Zahl  verstehen,  so  bedeutet  die  erste 

Integration  den  Grenzwerth  von: 

welcher  für  den  Augenblick  F(a)  heissen  möge;  die  zweite  Inte- 
graticm  ist  nun  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes: 
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wo 


^1  — ^0 


und  m  eine  unendlich  wachsende  Zahl  ist.    Durch 


Substitution  der  Bedeutung  von  F(x)  folgt  jetzt ,  dass  das  genannte 
Doppelintegral  den  Grenzwerth  der  folgenden  Doppelsumme  bildet: 

2)       *6[/(^o,J/o)+/(^o,yo  +  «)+ -\-fixoryo  +  n—lB) 


+/(^o  +w—  j  ö,yo)+/(^o+w  —  1  *,yo+«)+-  •  • 


...+/(a?o-f  w— l«,yo  +  n  — 16)], 
in  welcher  die  Variabelen  x  und  y  alle  Werthepaare  erhalten  haben, 
die  sich  aus  den  Intervallen  x  z=:  Xq  bis  x  z=z  xi  und  y  =  yo  bis 
y  ==yi  herausgreifen  lassen.  Zugleich  erhellt,  dass  es,  wenn  auch 
umständlich,  doch  jederzeit  möglich  wäre ,  den  Werth  eines  Doppel- 
integrales direkt  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Der  soeben  erörterten  Bedeutung  eines  Doppelintegrales  lässt 

sich  leicht  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen.     In  Fig.  50  mögen 

Fig.  50.  0M=  X,  MN=y 

und  NP  =  z  die 
rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes 
bedeuten,  der  einer 
durch  die  Gleichung 
z  =  fi^^y}  bestimm- 
ten Fläche  angehört; 
es  seien  femer  in  den 
Entfernungen  0  Mq 
=  Xq  und  0  Ml  =  Xi 
zwei  Gerade  parallel 
zur  Achse  der  y  ge- 
zogen, endlich  noch 
in  der  Coordinaten- 
ebene  xy  zwei  beliebige  Curven  constiniirt,  deren  zu  x  gehörige  Co- 
ordinaten  MNq  =  y^  und  MNi  =  yi  vorstellen  mögen.  Jene  Ge- 
raden und  diese  Curven  schneiden  sich  im  Allgemeinen  und  bilden 
ein  theil weise  krummlinig  begrenztes  in  der  Ebene  xy  liegendes 
Viereck,  welches  als  Horizontalprojektion  eines  entsprechenden  auf 
der  krummen  Fläche  befindlichen  Viereckes  angesehen  werden  kann. 
Zwischen  beiden  Vierecken  und  den  projizirenden  Geraden  ist  ein 
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körperlicher  Raum  eingeschlossen,  dessen  Grösse  Fheissen  möge. 
Aendern  wir  a  und  y  um  in  dx  und  dy^  construiren  wir  ferner  das 
Rechteck  aus  da^dy  und  lassen  von  allen  Punkten  der  Peripherie 
desselben  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  entsteht  einPa- 
rallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  kleinen 
Grundfläche  dxdy;  das  Volumen  desselben  ist  z  da  dy=f(je^')dx  dy. 
Das  gesuchte  Volumen  F bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  unendlich  dünner  Parallelepipede,  und  man  hat  daher: 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den 
Umstand  rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur 
dann  vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Rich- 
tungen der  y  und  der  a?  zusammengezählt  werden.  Vereinigen  wir 
zuerst  die  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu  den  verschiedenen  y 
von  y  =  yo  bis  y  =  yi  gehörenden  Parallelepipede,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

Vi  Vi 

I  f(x,y)dxdy  =  dx  I  f(x,y)dy 

yo  Vo 

eine  Schicht,  welche  der Coordinatenebene  yz  parallel  steht  und  die 
Dicke  dx  besitzt.  Vereinigen  wir  noch  alle  solche  Schichten  von 
a?  =  a?^  bis  0?  =  a?i ,  so  erhalten  wir  das  ganze  Volumen,  nämlich: 

8)  V=   J    dx  J  f(x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  man  von  dem 
Satze  ausgeht,  dass 

4)  V=jQ^dx 

Xo 

ist,  wo  Q^  die  Fläche  des  durch  NqNi  parallel  zur  yz  Ebene  ge- 
legten Querschnittes  von  F  bezeichnet ;  Q^  bestimmt  sich  nämlich 
mittelst  der  Formel: 

indem  man  y  als  Abscisse,  z  als  Ordinate  und  x  dabei  als  constant 
ansieht;  durch  Substitution  in  Nro.  4)  wird  nun: 
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F=   j    \    jzdyldx—  1    da    jz  d^' 

was  mit  dem  Früheren  einerlei  ist. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  mittelst  eines  Doppelmte- 
grales  diene  Folgendes;  die  oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein 
elliptisches  Paraboloid  (Fig.  51)  also: 

2p  ^  2q' 

die  Basis  des  Voliunens  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den' Kathe- 
ten OÄ  =  a^  OB  =  b^  so  sind  die  Integrationsgrenzen: 

*o  =  0,     a?i  =  a,     yo  =  0,     yi  =  t  ^1  —  — j, 


mithin : 


V  = 


-(1^+0 


Denkt  man  sich  den 
Punkt  D  der  Fläche 

aufgesucht ,    dessen 
Coordinaten  OÄ=a^ 
AC=zh  und  CD=zc 
sind,   so  sagt  die  vo- 
rige Gleichung,  dass 

V  der  zwölfte  Theil 
des  aus  den  Kanten 
a,  i,  c  constmirten 
Parallelepipedes  ist. 
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§.  92. 
Die  Umkehrung  der  Integrationsordnung. 

In  dem  Vorigen  befolgten  wir  bei  der  Summirung  der  unend- 
lich dünnen  Parallelepipede,  d.  h.  bei  der  Integration  yfonf(jc^y)dxdy 
immer  die  Reihenfolge,  dass  sich  die  erste  Summirung  auf  y  bei  con- 
stantem  x  bezog  und  nachher  die  zweite  Summirung  an  die  Reihe 
kam;  es  wäre  aber  denkbar,  dass  sich  unter  Umständen  diese  An- 
ordnung umkehren  Hesse.  In  der  That  ist  dies  der  Fall,  wenn  die 
auf  y  bezüglichen  Integrationsgrenzen  y^  und  yx  constant  sind ,  und 
ausserdem  die  Funktion  fQc^y)  innerhalb  der  beiden  Integrations- 
intervalle endlich  und  stetig  bleibt.  Ein  Integral  nändich  von  der 
Form: 


fffd^^y^^ 


1)  V  =  Jjnx,y)d^dy 

«0    ßo 

würde  geometrisch  ein  Volumen  bedeuten,  dessen  Basis  ein  Recht- 
eck ist,  entstanden  aus  dem  Durchschnitt  von  vier  Geraden,  deren 
zwei  in  den  Entfernungen  «o  ^^^  ^i  parallel  zur  Achse  der  y,  und 
von  denen  zwei  andere  in  den  Entfernungen  ß^  und  ßi  parallel  zur 
X  Achse  gezogen  sind ;  zugleich  giebt  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen in  Nro.  1)  zu  erkennen,  dass  zuerst  Schichten  parallel  zur 
yz  Ebene  gebildet  worden  sind,  aus  deren  Vereinigung  nachher  das 
Voliunen  entstand.  Summirt  man  aber  die  Elementarparallelepipede 
f(je^y)dx  dy  zuerst  in  der  Richtung  der  x^  so  erhält  man  eine 
Schicht: 

/  fi^^y)dy  dx  =  dy  J  fix,y)dx 

«0  «0 

parallel  zur  yj?  Ebene  und  von  der  Dicke  dy;  die  Vereinigung  aller 
solchen  Schichten  von  y  =  ßQ  bis  y  =z  ßi  liefert,  wie  die  unmittel- 
bare Anschauung  lehrt,  dasselbe  Volumen,  und  man  hat  daher: 
«1    ßi  ßi    «1 

2)  ^        J  J  fi^,y)dx  dy  =  J  Jfix,y)dy  dx. 

«0   ßo  ßo    «0 

Man   überzeugt  sich  hiervon  auch  analytisch  leicht;    aus    der 
Gleichung  : 
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dl  F(x,ff)ds        '    „^ 

_i^ ^   ri^,,, 

dy  J        ^y 

folgt  nämlich  durch  Integration: 

j   Flx,y)d9i  =    idy  JlE^h^  dx  -f  Const., 

«0  «0 

und  durch  Einführung  der  Grenzen  y  =:  ßi^  y  z=z  ß^i 

«1  «1  ßi         «1 

fFix,ß,)dx  -  jFix,ß,)dx  =  fdyß-^j^  dx, 

«0  «0  A>  «0 

d.  i. : 

«1  ßi       «1 

«0  A  «0 

Bezeichnen  wir  weiter  den  in  Beziehung  auf  y  partiell  genommenen    - 
Differenzialquotienten  von  F(x,y)  mit  fiß^y)^  so  finden  die  Glei- 
chungen statt: 

und  zwar  ist  in  der  zweiten  Gleichung  x  als  constant  zu  betrachten, 
weil  die  Differenziation  sich  nur  auf  y  bezog ,  also  auch  die  Integra- 
tion nur  y  betreffen  kann;  es  folgt  jetzt: 

5)  F(jü,ß^)  —  Fix.ßo)  =J  f(x,y)dy, 

ßo 

ferner  durch  Substitution  in  die  Gleichung  3): 
«1         ßi  ßi        ^i 

6)  J  dx  j  fix,y)dy  =    /  dyj  fix,y)dx, 

«0  ßo  ßo  «0 

und  es  stimmt  dieses  Resultat  mit  der  Formel  2)  überein;  hierbei 
ist  jedoch  nicht  zu  tibersehen ,  dass  in  der  gegebenen  analytischen 
Ableitung  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe 
des  unbestimmten  Integrales  betrachtet  wurde,  was  bekanntlich  nicht 
immer  gilt;  daher  kann  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nicht 
unter  allen  Umständen  zu  der  Gleichung  5)  tibergehen  und  nament- 

SchlGmileh,  Analysis.  2<> 
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lieh  würde  der  Fall  eine  Ausnahme  begründen^  wo/(j?,y)  innerhalb 
des  Integratioasintervalles  y  =  ßQ  his  y  =  ßi  eine  Unterbrechung^ 
der  Continuität  erleidet.  Man  hat  dann  auf  die  Modifikation  Bück- 
sieht  zu  nehmen,  welche  bereits  in  §.  70  erwähnt  wurde,  wie  wir 
nacliher  an  einem  Beispiele  zeigen  wollen. 

,  Die  Formeln  2)  oder  6)  bieten  ein  Mittel,  um  zwei  Integra- 
tionen, die,  in  der  einen  Reihenfolge  ausgeführt,  umständliche  Aus- 
drücke ergeben  würden,  in  einer  anderen  Form  darzustellen,  unter 
welcher  oft  beide  Integrationen  sehr  leicht  bewerkstelligt  werden 
können.     So  z.  B.  würde  die  Integration: 


V=   I  dx  1  e-^ly  dy^ 


0  1 

in  der  vorstehenden  Ordnung  auf  einen  Integrallogarithmus  fuhren; 
umgekehrt  ist  dagegen: 

V=  I  dy  I  e-^^ly  dx  =  J  ly  dy  J  e'-'^d.r 
10  10 

ß 


f' 


ly  dy^==  lilß)^ 
i  ^ 


[Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  bei  der  ersten  Anordnung  de» 
Doppelintegrale»  nur  eine  Integration,  bei  der  zweiten  Anordhung 
aber  jede  Integration  ausfährbar  ist;  man  gelangt  dann  zu  einer 
Gleichung,  welche  den  Werth  eines  einfachen  bestimmten  Integrales 
kennen  lehrt.    So  z.  B.  ist  einerseits: 

/CO  00 

dx  j2y  cosUxe"  («'+^')y'c?y, 
0  0 

/OO  00 

cos^hx  dx  je-  («*  +  ^')  y'2  y  dy, 
0  0 


wie  man  sogleich  findet,  wenn  y^  einer  neuen  Yariabelen  gleichge- 
setzt wird;  andererseits  hat  man: 
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0  0 

00 


o"  0 

d.  i.  wenn  man  von  der  Formel  19)  in  §.  84  Grebrauch  macht: 


c/  2y 


2y 

0 
hier  lässt  sich  der  in  §.  71  bewiesene  allgemeine  Satz: 

00  00 

in  Anwendung  bringen  und  man  erhält  dadurch: 

a   J  a  *  ♦ 

0 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  für  F  gefundenen  Werthe  ergiebt 
sich: 

0 
oder  wenn  b  fiir  2  b  gesetzt  wird : 

)08ba! 

—-j^ —  dx  =_   ^    1 

0  ' 

Aus    diesem  interessanten  Resultate    folgt  durch  Diflerenziation  in 
Beziehung  auf  b : 

0 
und  zwar  wird  nfan  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  Differenziation 
nur  dieses  eine  Mal,  aber  nicht  weiter  erlaubt  ist.    Dagegen  könnt« 
man  beliebig  viele  Male  in  Beziehung  auf  a  differenziren. 

Um  endlich  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  die  Umkek* 
rung  der  Integrationsordnung  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt  ist»  sei: 

2G* 


7)  fj^dx  =  ^e-^. 
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«  1 

9)  r=  fa.f-^,ay 

— «       0 
das  gegebene  Integral.    In  der   vorgeschriebenen    Ordnung    ausge- 
führt, geben  die  Integrationen: 

10)  y=l  dx  -—r-T  =  2  Ärctana, 

wobei  von  der  Formel: 


/; 


Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Die  Umkehrung  der  Integrations- 
ordnung liefert  dagegen  dais  Resultat: 

0  — a  0 

r=:  —  2  Arctan  —  =  —  2  (^;r  —  Ärctana)^ 

welches  von  dem  vorigen  um  n  verschieden  ist.  Der  Grund  dieser 
DiflTerenz  liegt  darin,  dass  die  für  ^  =  0  und  y  =  0  eintretende 
Discontinuität  des  Ausdruckes 

ar2  — y2 


tibersehen  wurde,  welche  Discontinuität  sogleich  erhellt,  wenn  man 
erst  y  =  0^  X  =  S  und  nachträglich  d  =  0  setzt.  Betrachten  wir 
überhaupt  das  Integral: 

11)  V—  Jdxjfix,y)dy 

unter  der  Voraussetzung,^  dass  die  Funktion  f(x^y)  innerhalb  der  In- 
tegrationsintervalle für  a?  z=  I  und  y  =  tj  eine  Unterbrechung   der 
Continuität  erleide ,  so  darf  die  Identität  der  beiden  Ausdrücke : 
«1         ßi  ßi        'h 

J  dxj  fix^y)dy  und    /  dy  J  fix,y)dx 

nicht  mehr  behauptet  werden,  und  es  entspringt  daraus  die  Aufgabe, 
die  Differenz  derselben  zu  berechnen.    Dies  geschieht  dadurch,  dass 
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maß  die  Gleichung  1 1)  in  der  Form : 

V=  Lim  ly  dxj  f(ji:,y)dy -{-j  dx  j  f{x,y)dy\^ 

ßo  H-^     ßo 

darstellt,  wobei  6  und  s  verschwindende  Grössen  bezeichnen.  Da 
die  Discontinuität  von  /(^,y)  nur  dann  eintritt,  wenn  y  =i  rj  und  zu- 
gleich ^  =  I  wird,  so  ist  in  jedem  der  vorstehenden  Doppelinte- 
grale, fiir  sich  genommen,  f(x^y^  stetig,  weil  im.  ersten  ä<C  S  —  £•> 
im  zweiten  «  ^  |  -|-  d  bleibt ;  man  darf  daher  in  jedem  einzelnen 
Doppelintegrale  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren,  und 
diese  giebt: 

V  =  Lim  I   /  dy  J  fix,y)dx  +     /  dy  J  f(ß,y)dx\^. 

Setzen  wir  weiter: 

12)  /  f(x^y)dx  =  (p(x^y)  -[-  Const 

und  beachten,  da88/(a?,y),  als  Funktion  von  x  betrachtet,  continuir-» 
lieh  bleibt   innerhalb  der  Grenzen  ^  =  cfo  bis  a?  =  §  —  s  und  ' 
0?  =  §  -(-  Ä  bis  Ä?  =  «1,  so  istJ 

V=Lm\J  dylq>i^^€,y)—(p(ioco,yy]-i-J  rfi/[g>(ai,y)— 9(S+M]j  i 

ßo  ßo 

,ßl  ßl  ' 

ßo  ßo 

hier  bedeutet  das  erste  IntegraL  soviel  wie : 
^1 


J  dy  j  fQc,y)dx, 


Po  «0 

wenn  man  sich  die  Integrationen  in  der  Ordnung  x^y  ohne  Weiteres 
ausgeführt  denkt;  setzt  man  dies  ein  und  restituirt  den  ursprüng- 
lichen Werth  von  F,  so  folgt  jetzt : 


13) 


J  dxJ  f(jß,y)dy—J  dy  J  f(jc,y)dx, 

«0  ßo  ßo  «0 

ßv 
—  —  Lim  j  {9(1+0,?/)— 9^(1— «>y)}^y, 
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und  damit  ist  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  bestimmt, 
welche  das  Doppelintegral  bei  verschijedenen  Anordnungen  der  In- 
tegration annimmt  —  Erleidet  f(^^y)  innerhalb  der  Integrationsin- 
tervalle  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität,  so  würde  man 
das  obige  Verfahren  leicht  dahin  modifiziren,  dass  man  F,  statt  in 
zwei,  in  mehrere  Integrale  zerlegt,  in  welchen /(d? , y)  jedesmal  ste- 
tig bleibt. 

§.  93. 
Die  Fourier'schen  Doppelintegrale. 

So  lange  die  Constante  h  positiv  und  von  Null  verschiecten  ist, 
gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

1)  f^^^  d(o  =  ln;,  (S.  Nro.  3,  §.  74.) 

0 
für  Ä  =  0  dagegen  würde  der  Werth  des  Integrales  =  0  und  fiir 
negative  h  würde  er  —  Ist  sein.    Betrachten  wir  das  allgemeinere 
Integial: 


=/ 


8tnm(o  €08 no  , 

-d(Oy 


0 

so  sind,  behufs  der  Anwendung  der  Formel  1),  die  Fälle  m^  n^ 
m  =  n,  m  <  n  zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ersetzen  wir 
sinmtocoancn  durch  ^  5tn  (jw  -[-  n)  ai  -(-  i  sin  (m  —  n)cö  und  erhal- 
ten durch  Integration  der  einzelnen  Theile  /S  =  jÄ-|-|3r  =  |jr. 
Im  zweiten  Falle  wird  sinmtocosnci)  =  lsin2ci}^  folglich  ä  =  Jsr; 
im  dritten  Falle  ist  8inmcjco8nc9=l  sin  (n  -f-  m)  co  —  \  sin  (n — m)o, 
mithin  S  =  \n  —  |3t  =  0,  und  demnach  lautet  das  Gesammtre- 
sultat : 

»  .  /  1 »    för     m  >  n, 

/  srnmcücosnca  ,  1  , 

2)  J ~ dc9=l\x     „       m  =  n, 

0  (  0        „       m  <  n. 

Man  kann  dieses  wiederum  benutzen,  um  den  Werth  des  Doppelinte- 


3) 


00  o 

/Poos  S  CO 
a 
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zu  ermitteln,  in  welchem  Fiß")  eine  von  0  =  a  bis  -9*  =  6  con- 
tinuirlich  bleibende  Funktion,  s  eine  willkürliche  jedoch  positive 
Constante  bezeichnen  möge.  Da  unter  diesen  Voraussetzungen  der 
Ausdruck 

cos  sa  sincod'  «^<v>. 

innerhalb  der  Integrationsgrenzen  keine  Ijnterbrechung  der  Conti» 
nuität  erleidet,  so  ist  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge  erlaubt 
und  giebt 

b  00 

U=:    fdd'f^^^F(d^)mn(X)drd(o, 
a  0 

F(d')dd'  I dcD. 

a  0 

Um  hier  die  Ergebnisse  von  Nro.  9)  anwenden  zu  können,  bedarf 
es  der  Unterscheidung  der  drei  Fälle  5>>i,  6>>s>>a,  a>5>-0. 
Im  ersten  Falle  ist  um  so  mehr  «  >  ö",  weil  vermöge  der  für  ^ 
geltenden  Integrationsgrenzen  b  ^  d'  sein  muss ;  für  &  <C  s  ver- 
schwindet aber  das  auf  co  bezugliche  Integral  und  daher  wird 

Z7  =  0  ,        wenn  s  '^  b. 

Im  zweiten  Falle  kann  das  mit  ü  bezeichnete  Integral  auf  folgende 
Weise  zerlegt  werden: 


5  00 

Fid^)dd'  I dc3 

a  0 

6  00 

I       r ^.r^^  ,«.   1  sind' CD  cos s  CD  . 
4-    /  F(fi)ddJ dG}, 


8  U 

und  dann  ist  im  ersten  Integrale  5  >>  -ö"  >>  a  oder  ^  <[  «,  mithin 
der  Werth  des  auf  ca  bezüglichen  Integrales  der  Null  gleich;  im 
zweiten  Theile  dagegen  ist  5  >  -O*  ^  s,  also: 

b 
U=  JF(ß)d%'.\jt. 

8 

Im  dritten  Falle  a  >>  «  hat  man  um  00  mehr  *&>•#,  folglich 
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h 


U  =  JF(%)d^.\n. 


a 
Alles    zusammen    giebt    dies    folgenden   Satz:   jenachdem    s    2>  ^y 
t>5>>a,a>5>>0ist,  hat  das  Integral: 

& 

/  Cos  S fi)  / 

4)  J  —^dw  J  Fif^)8ina)^dd' 

0  a 

die  Werthe: 

s  h 

5)  0  ,  \it  JF(%)d^  ,        \7C  jF(,&)d&. 

a  a 

Nennen  wir /('9')   das  unbestimmte  Integral  von  F(d')dd'^   so    dass 
also  F(ß')  =  /'('&')  ist,  so  giebt  die  theilweise  Integration: 

/  F(^d')sin(Dd'  dd'  =   j  /^(Q^sincaQ  d%' 

und  daraus  folgt  durch  Einführung  der  Grenzen  ^  =  5,  0*  =  a: 
& 
J  F(&)änc9d'  dd' 

=  f(JO sinho  —  f(a)sin aco  —  col  f(d^)  cos (O %•  dd: 

a 
Das  oben  an  die  Ausdrücke  in  4)  und  5)  geknüpfte  Theorem  lautet 
dann: 

00  00  ■  ■ 

/^^V  ^ cf«  - /(a)^ ^ da^ 

0  0 

0*  & 

—    /  cossca  d(o  I  f{d^)coa(o^dd'^ 
0  a 

=     0    ,  l7t{f(s)-f(ia)}         /        \^{m-fia)], 

s>i,  6>5>a  ,  a>5>0. 

Die  Werthe  der  mit  f(b)  und  /(a)  multiplizirten  Integrale  lassen 
sich  wiederum  mittelst  der  Formel  2)  bestimmen,  indem  man  auf 
die  Unterscheidung  der  bemerkten  drei  Fälle  eingeht;  man  gelangt 
hierdurch  auf  der  Stelle  zu  dem  folgenden  merkwürdigen  Satze : 
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„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 

00  2»  '  '       ^    • 

I  cos  8(0  da)    I  /(&)  cosod'  dd' 
0  a 

ist  1 7tf(s)  oder  Null ,  jenachdem  die  positive  willkürliche  Con- 
stante  sinnerhalb  oder  ausserhalb  des  Intervalles  a  bis  b  liegt." 
Geht  man  von  dem  analog  zu  £7^ gebildeten  Integrale: 

00  J; 

V  =   f^^f^^^^  ^(^^  ^ö«  ^^  ^^/ 
0  a 

aus,  so  sind  die  vorigen  Zerlegungen  und  Substitutionen  fast  wört- 
lich wiederum  anwendbar  und  fähren  zu  dem  Correlate  des  vorigen 
Satzes;  es  lautet: 

„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 

^  r 

1  sin^codco  j  f(ß^)8in o-O-  dd' 
0  a 

ist  \nf(ß)  oder  Null,  jenachdem  8  innerhalb  oder  ausserhalb 

des  Intervalles  a  bis  h  liegt." 
Den  grössten  Spielraum  erhält  5  fiir  a  =  0  und  &  =  90  ;  die  Fälle 
8^  b  und  a^  8  ^  0  können  dann   nich't  vorkommen  und  man 
hat: 


00  X 


6)  \^fiß)  =  /  co88G)d(o  j  f(d)co8cad'  dd' 

0  0 

00  00 

7)  ^3r/(5)  =  /  8in8C0d(X)  j  fiß^sinm^  d^ 


^  *  00  >  a  >  0, 


0  0 

wobei  man  sich  leicht  davon  überzeugen  kann,  dass  die  erste  Glei- 
chung aiuch  noch  für  s  =  0  richtig  bleibt,  während  dies  bei  der 
zweiten  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht,  sondern  nur  dann  statt- 
findet, wenn  zufällig  /(O)  =  0  ist.  Für  negative  s  gilt  keine  der 
obigen  Formeln  mehr ;  besässe  aber  f(js)  zufälligerweise  die  Eigen- 
schaft /( —  5)  =  /(s) ,  so  würden  die  Cosinusformeln  ihre  Richtig- 
keit auch  bei  negativen  8  behalten ,  ebenso  die  Sinusformeln  in  dem  * 
analogen  Falle ,  wenn  /( —  5)  =  —  /(s)  "wäre. 

Als  Beispiel  für  die  Foi^meln  6)  und  7)  diene   die  Annahme 
/(-O-)  =e-~^^;  sie  giebt  die  Gleichungen: 
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h 


\jc  e    ^^=  I  cos  3  0)  d 


(9- 


0 


r 


o 


0 

welche  mit  den  ia  §.92  vorkommenden  Formeln  7)  und  8)  überein- 
stimmen. 

Die  vorhin  entwickelten  allgemeinen  Theoreme  lassen  noch 
eine  Combination  zu ,  welche  in  einem  auch  für  negative  s  gültigen 
Satze  besteht.    Setzen  wir  nämlich  a  =  0,  und  in  der  Gleichung: 

I  COSSiOdC!)    J  f(ß')C03C}d'  dd' =  \ 

i  i  .  (     0     ,     »>b, 

für  /(&)  die  neue  Funktion : 

welche  die  Eigenschaft  /( — s)  =  /(s)  besitzt ,  so  gilt  die  nunmeh- 
rige Gleichung: 

•00  ^  00  & 

l   J  cossodcü  I  (p(d')co8Cod'dd''^^  I  cosstodG)  I  (p(^&)eosC9^dd' 
0  0  0  0,. 

^r„9(ß)J^(-l}  für         l>>s>^\, 

=     0  für    '     5  >  i  und  für  —  6  >  8. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 
h  0 

/  (pi  —  ^)cosai^dd^  =  /  q)(d^)cos(0^  dd', 

mithin  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes: 

coescDdcoJ  (p{d')co8a)f^dd:=Jt  ^^^^'^JP^~^\  für6>«>-^ 
0  —h 

=  0  ,     f Ül-   &<5<  — ^. 

Ein  ähnliches  Theorem   ergiebt  sich,   wenn    man,    von    der  Glei- 
chung : 
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fsinsa^d^Jfi^)sina^d^  =  \  ^^^^    '         ^  >  *  >  0, 
0  0  (  '  *  ^     '   . 

ausgehend,  die  Substitution: 

vornimmt,  wobei /(«)  die  Eigenschaft /( — ä)  =;  — /(ä)  bekommt. 
Man  findet  nämlich  nach  demselben  ^erfahren : 

9)  /  sinscadm  1  q>i&)8incod'dd'  =  7t  ^  «^^         ^  ^>^>— ^ 

0  —6 

=         0,  6<«<  —  i. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  9)  folgt  jetzt : 

00  & 

10)  LdGi  1  (p(%^)cos(o(ft^ — 8)d%'  =  nq>(ß)    ,       6>5>  —  ^ 

und    weil    das  Integral    für    negative  CO  dasselbe    bleibt    wie    für 
positive  fio: 

00  5 

11)  /  den  j  (p(^)coai»(d'—8)dd'  =  2ä9(«)    ,     6  >  «  >  —  ^ 

-«^    -^  =0  ,!»<«<  —  &. 

Nimmt  man  spezieller  h  =2  co  ^  ao  gilt  die  Gleichung : 

'  00  00 

12)  ldGijq>i%)co8Gii^—8)d^  =  2ä9(«) 

—  00        00 

fCir  alle  reellen  8,  —  Es  mag  übrigens  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Gleichung  11)  fiir  V  —  1  =  i  auch  in  der  Form : 
00         & 

13)  rdG)J  (p(^)e'^(^'-^)'dd^  =  27t(p(a)     ,         b  >  s  > —b, 
-^     -b  =         0  ,         6<5<  — 6, 

dargestellt  werden  kann,   weil  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Inte- 
grales verschwindet. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


412  Cap.  XYUI.  §.  94.   Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelint egralen. 

§.  94. 
Sub'stitution  neuer   Variabelen   in   Doppelintegralen. 

I.    Wir  kehren  zur  Untersuchung  der  doppelten  Integrale  von 
der  allgemeinen  Form 

r       ^ 

1)  V  =  JdxJf(,x,y)dy 

zurück ,  um  den  zweiten  Fall  zu  betrachten ,  in  welchem  y©  ^^^  y\ 
nicht  constant,  sondern  Funktionen  von  x  sind.  Begreiflicherweise 
ist  hier  die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  nicht  unmittelbar 
möglich ,  was  auch  geometrisch  leicht  nachweisbar  wäre ;  sie  wird 
es  aber ,  wenn  man  dem  auf  y  bezüglichen  Integralfe  constante  Gren- 
zen verschafll.  Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  y  =  yj 
-f-  (yi  —  yo)  *i  wo  f  die  neue  Variabele  bezeichnet;  man  erhält 
hierdurch  unmittelbar: 

2c)  y  dxj  f(x,y)dy=J  (yi—yo)daJ  /[a?,yo  +  (yi  —  yo)^]^^ 

Xq     .   yQ  Xq  0 

wo  nun  rechter  Hand  constante^  Integrationsgrenzen  vorhanden  sind. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral: 

das  in  der  vorstehenden  Form  nicht  auf  ein  einfaches  Integral 
zurttckführbar  ist,  welches  dagegen  mittelst  der  Substitution 
y  =  V  l-(-«'  t  in  das  folgende  übergeht : 

F=    fdx  f  .  '^^       r-f«'x'->-fl'f'-l-aVtn 
woraus  durch  Umkehrung  der  Integrationenfolge: 

oder  endlich  bei  Ausfuhrung  der  auf  x  bezüglichen  Jntegration : 
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1 


^/ 


dt 


y(l+t2)(a«-(-/3''*)' 


e-ß'f. 


n.  Sowie  vorhin  eine  Variabele  (y)  allein  durch  eine  neue 
Veränderliche  (f)  ersetzt  wurde,  so  kann  auch  liir  beide  Variabele 
zugleich  eine  Substitution  vorgenommen  werden,  indem  man  etwa 
a:  =  9)(s,0  und  y  =  ij^  (s^t)  setzt.  Was  dies  heissen  soll,  wird  mit 
vollkommener  Klarheit  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  Dop- 
pelintegrales erhellen.  Dieser  zufolge  denken  wir  uns  nämlich  die 
Basis  des  Volumens  V  in  unendlich  kleine  Rechtecke  zerlegt  und  V 
selbst  als  Summe  der  über  jenen  Rechtecken  construirten  Parallel- 
epipede.  Für'die  Grösse  des  V  bleibt  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Ba- 
sis in  rechteckförmige  oder  in  andersgestaltete  Elemente  getheilt  wird, 
wenn  nur  diese  Elemente  die  Basis  und  die  über  den  Elementen  er- 
richteten Paralleiepipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen. 
Eine  solche  neue  Zerlegung  ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  die 
Punkte  der  Coordinatenebene  wy  nicht  mehr  durch  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  x  und  y,  sondern  durch  irgend  welche  andere  Co- 
ordinaten  s  und  t  bestimmt ,  wobei  wir  das  Wort  Coordinaten  in  sei- 
ner weitesten  Bedeutung  nehmen.  Die  Gleichungen  es  =  (p(s  ^  {) 
und  y  =  ^(s,0  dienen  jetzt,  um  von  den  früheren  zu  den  neuen 
Coordinaten  überzugehen,  imd  es  fragt  sich  nur  noch,  welche  Zer- 
legungsart der  Basis  von  V  hieraus  entspringt.  So  wie  nun  das 
frühere  Element  ein  Viereck  war,  dessen  Ecken  durch  die  Coordi- 
naten X  und  y,  a  -\-  dx  und  y,  a  und  y  -\-  dy^  endlich  a;  -\-  da 
und  y  -^  dy  bestimmt  wurden ,  so  jkönnen  wir  auch  bei  den  neuen 
Coordinaten  ein  Element  bilden,  dessen  vier  Ecken  die  Coordinaten 
8  und  t^  s  -\-  ds  und  i,  s  und  t  -|-  dt^  endlich  8  -\-  ds  und  t-]^  dt 
besitzen.  Nennen  wir  iV,  iVi ,  iV2 ,  iVg  die  soeben  bestimmten  vier 
Punkte,  Fig.  52,  so  kann  die  Berechnung  des  Flächenelementes  in 
Fig.  52.  der  Weise  geschehen,  dass  wir 

iV,  iVi ,  iVa ,  N2  als  das  Doppelte 
des  Dreieckes  N  Ni  N2  betrach- 
ten und  die  Fläche  des  letzteren 
durch  die  Coordinaten  seiner 
Ecken  ausdrücken.  Wir  legen 
nämlich  durch  N  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  parallel 
zu  dem  ursprünglichen,  bezeich- 
nen die  neuen  rechtwinkligen  Co- 
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ordinaten  von  Ni  andiV,  mit  NLi  ==  ^i  >,  Li  Ni  =  i^i  ^  N  L^  =  ^^i 
Li  iVg  ==  1^2  und  benutzen  den  bekannten  Satz  der  analytischen  Geo- 
metrie ,  dass  die  Fläche  des  Dreieckes  NNi  N^  =z  ^  (|i  i^j  —  gj  iji) 
mithin  das  Flächenelement 

ist.    Dabei  finden  weiter  die  Gleichungen  statt: 

Si  =  ^1  —  ^1    Vi  =yi  —  y-i    I2  =  «a^a  —  ^,     v%  =  y2  —  y^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  N  durch  alleinige  Aenderung  des  s 
in  Ni  überging,  und  dass  ebenso  die  partielle  Aenderung  des  t  von 
N  nach  iVj  führte,  so  erhellt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chimgen : 

I     ^^  .  I    ^V   , 

Xi  =  X  -f-  —ds,     yi  =r  y -f---s-d5, 

dS  08 


X2  =  X  +  y^^^     i^2  =  2/  +  -^^^ 


oder: 


öS  .OS  Ol  dt 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt  für  das  Flächenelement: 

und  wenn  man  sich  hierin  die  Werthe  von  x  =  q){8^t)  und'yrrr-^C«,«) 
eingesetzt  denkt,  so  ist  jetzt  das  Flächenelement  iViVi iVg iVj  durch 
8  und  t  ausgedrückt.  Das  Produkt  z .  iViVi  iVg  iVg  stellt  nun  wieder- 
um ein  unendlich  dünnes  Farallelepiped  dar  und  die  Summe  aller 
dieser  Parallelepipede  giebt  F.  So  gelangen  wir  zu  der  Transfor- 
mation : 

3)  fff(^.y)dxdy 

=///[.(.,«,»(.,.)](i;.if-^.|^>.... 

wobei  wir  die  neuen  für  5  und  t  geltenden  Integrationsgrenzen 
deswegen  noch  nicht  hingesetzt  haben,  weil  sie  in  jedem  speziellen 
Falle  besonders  zu  ermitteln  sind.  Die  folgenden  Beispiele  werden 
dies  zeigen. 

a.  Ein  sehr  einfaches  aus  einer  Geraden  und  einem  Winkel 
bestehendes  Coordinatensystem  wäre  folgendes,  Fig.  53.  Durch 
einen    beliebigen    Punkt    N   der  xy    Ebene    lege    man    eine     Ge- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Cap.  XVIII.  §.  94.  Substitution  neuer  Variabelen  in  Dopptlintegralen.    415 

rade  iViS,  welche  mit  der  x  Achse  einen  halben  rechten  Winkel  bildet 
und  bezeichne  OS  mit  5;  man  ziehe  femer  iV7^  ||  OXund   die  Ge- 
rade  TaS,  welche  mit  OS  den  Winkel   OST  =  w  bilden  möge, 
pjg  53  Die  Lage  des  Punktes  N  ist  nun 

bestimmt,  sobald  s  und  w  gege- 
ben sind,  da  man  entweder  die 
Construktion  rückwärts  anwenden 
oder  aus  s  und  w  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  0  M  =.  x  und 
MN  =  y  ableiten  kann ;  letztere 
5  ind 

X  ■=  s  —  stanw^ 
y  =  stanw^ 
oder,  wenn  zur  Abkürzung  tanw 
=  t  gesetzt  und  t  als  neue  Va- 
riabele  angesehen  wird: 

X  r=i  s  —  st^  y  =  st. 

Das  neue  Flächenelement  der  xy  Ebene,  welches  übrigens  ein  Tra- 
pez darstellt,  ist  demnach: 

"bx    "by  c^a?     c)t/  ,     , 

— z=z  8  da  du 

^s     ^t  T^t     3« 

und  man  hat  daher  die  allgemeine  Formel : 

4)  /    I  fCos^y^dx  dy  =  I    j  f(js — 8t^8i)$ds  dt. 

Wären  x  •=  0  und  x  =  OH  =  ä,  sowie  y  =  0  und  y  =  MN^ 
=  h  —  X  die  ursprünglichen  Integrationsgrenzen  für  x  und  y, 
so  würde  der  Punkt  N  alle  innerhalb  des  gleichseitig  rechtwink- 
ligen Dreieckes ^OÄ^  liegenden  Stellen  zu  betreten  haben;  dasselbe 
geschieht,  wenn  5  von  0  bis  h  und  w  von  0  bis  |jr  oder  t  von  0  bis 
1  ausgedehnt  wird;  die  Formel  4)  geht  dann  in  die  speziellere  über : 


h     h—x 


h    1 


5)  /    J  fix^y)dx  dy  ■=  j    j  f(s  —  st^8t)sds  dt^ 


0     0 


0     0 


und   es  ist  hiermit  die  Umwandlung  des  ursprünglichen  Integrales 
in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen  erreicht.     Nehmen  wir  z.  B. 

Ax,y)  =  x^~^y^-^ip{x  +  y), 

so  giebt  die  Formel  5): 
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h    h 

h    1 
=  f  A^"^'"^^  9)(a)(l— «y^*?""^  ds  dt 


0     0 

h   1 


0     0 
h 


=   f  8^^'^-^  q>is)dsj iX—ty-^  t"^-^ dt. 


Is. 


0  0 

die  auf  t  bezügliche  Integration  ist  sogleich  ausfiihrbar  und  man  ge 
langt  zu  dem  eleganten  Resultate: 

h     h-x  ^ 

6)  ffj-'y-^-'q>ix+y)dx  dy  =  ^^[j^J  «'+^-V(-)^^ 

0     0  .0 

Auf  das  linker  Hand  vorkommende  Integral  lässt  sieh  noch  das  et- 
was allgemeinere  Integral: 


Ä  =//^-S'«-l9>(^  +  ^)dx  dy 


0     0 


zurückführen,  worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und 

y  beziehen,   welche  der  Bedingung  1  =  ~  +  ";^   =   ^   genügen. 

Für  X  =  a^  und  y  =  br^  erhält  man  nämlich : 
1     1-1 
S  =  a^h'^  J J}^^-^rr-^^a+n)di  dn. 

0  0 

wo  die  Gleichung  6)  anwendbar  ist;  es  wird  so: 

0    0 

ß.  Sehr  häufig  geht  man  von  den  ursprünglichen  rechtwink- 
ligen Coordinaten  a  und  y  zu  Polar coordinaten  8  und  t  über,  indem 
man  ä?  =  scost,  y  =  ssint  setzt,  wo  5  den  Radiusvector  und  t  den 
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Winkel  zwischen  diesem  und  der  o!  Achse  bezeichnet.     Für  diesen 
Fall  findet  sich: 

Fig.  54.  waa  auch  geometrisch  aus  der  in  Fig.  54 

angegebenen  Form  des  neuen  Flächenele- 
mentes leicht  nachweisbar  wäre,  und  es 
ist  folglich: 

8)  f  JfQß,y)dx  dy 


■ff' 


^^11  f(s€08t^  ssint)8ds  dt 

Besonderen  Vortheil  gewährt  die  Formel, 

wenn  die  Grenzen  für  w  und  y  folgende  sind :  

a?=0,     a;  =  r,  ^  =  0,    y  z=  Yr^^^^^ 

womit  dem  Punkte  .ry  die  Fläche  eines  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebenen Ereisquadranien  als  Spielraum  angewiesen  ist.  Dieser 
Spielraum  bleibt  derselbe,  wenn  s  von  0  bis  r  und  t  von  0  bis  |;r 
-  ausgedehnt  wird,  und  es  ist  daher : 

r    V7* ■- 


r      Y  T'  —  x'  Ä 

9)  /   J  f(jß^y)dx  dy  ^=z  j    I  f(8Cost^8  8mt)8ds 

0    0  ^    ^      . 

Handelt  es  sich  um  das^twas  allgemeinere  Integral: 

V=^  JfF(x,y)dxdy, 


dt. 


0    0 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  y  beziehen, 

welche  der  Bedingung  1  ^  ( — j    -f-  ("7")    =0  genügen,  so  setze 

man  zuerst  «?  =  a|,  y  =  ftij,  wodurch: 
1    YT^^ 
V—  ab  jfF(al,bfi)dldfi 


0     0 


wird,  und  wende  nun  die  Formel  9)  an;  dies  giebt: 


10)  j  jF(x,y)dx  dy  =  ahj  JF(i 


a8C08t^h8  8int)s  d9  dt 


Schlömilch,  Analysis. 


27 
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EiQ  Beispiel  von  dem  vortheilhaften  Gebrauche  dieser  Transforma- 
tion giebt  der  nächste  Paragraph. 


§.  95. 
Die    Complanation    der    Flächen. 

Die  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen 
Fläche  sei  wie  früher  z  =  f(ß^y)  und  die  Aufgabe  gestellt,  die 
Grösse  eines  bestimmten  Stückes  der  Fläche  zu  ermitteln.  Dieses 
Stück  bestimmen  wir  durch  seine  Projektion  auf  die  Coordinaten- 
ebene  xy^  und  zwar  begrenzen  wir  jene  Projektion  durch  zwei  Ge- 
rade ,  die  in  den  Entfernungen  Ö  Mq  =  a?o ,  0  Mi  =  a?i  parallel  zur 
y  Achse  gelegt  sind  (Fig.  55)  und  durch  zwei  Curven,  in  denen  der 
Abscisse  x  die  Coordinaten  yQ  und  yi  entsprechen  mögen.  Lassen 
Fig.  55.  wir  x  um  dx^  y  um 

dy  wachsen  und  bil- 
den das  Rechteck 
dxdy^  so  kann  dieses 
als  Horizontalprojek- 
tion eines  unendlich 
kleinen  Flächenstü- 
ckes o  gelten;  letz- 
teres ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Vier- 
eck ,  dessen  Ecken 
nicht  in  einer  Ebene 
liegen.  Wegen  der 
unendlichen  Abnahme 
des  (D  kann  aber  dieses  Flächenelement  als  zusammenfallend  ange- 
sehen werden  mit  der  durch  den  Punkt  xyz  gelegten  Tangential- 
ebene der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  dabei  begangene  Fehler  nur 
unendliche  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen.  Nennen  wir  für  den 
Augenblick  N  den  Neigungswinkel  der  Tangentialebene  (oder'  der 
Ebene  des  Cö)  gegen  die  xy  Ebene,  so  haben  wir: 

&.cosN  •=  dx  dy  oder  o  = r^. 

^  cosN 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  ist  aber  einerlei  mit  dem  Win- 
kel ,  den  die  Senkrechten  auf  jenen  Ebenen  einschliessen,  in  unserem 
Falle  ist  daher  iV  der  Winkel, 'welchen  die  im  Punkte  xyz  errichtete 
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419 


Normale  der  Fläche  mit  der  Achse  der  z  bildet,  also  mit  Beziehung 
auf  die  Formeln  10)  des  §.  22  (S.  89): 

cosN  T=i  cosy  = 


v^^(0+(M 


Das  Flächenelement  co  wird  daher  durch  den  Ausdruck: 


...,^,+(ii)-+(-\ 


3y/ 

dargestellt  und  die  Summe  aller  die^r  Flächenelemente  giebt   die 
ganze  Fläche,   deren  Grösse  S  heissen  möge.    Bilden  wir  zunächst 
die  Summe  aller  von  y  =  yo  hiB  y  z=  yi  liegenden  Elemente,  indem 
wir  a;  constant  lassen,  so  bedeutet  das  Integral 
yi 


geometrisch  einen  bandförmigen  Streiten  der  Fläche,  dessen  Hori- 
zontalprojektion dasEechteck  aus  d«n  Seiten  dx  midNoNi=yi — y© 
ist;  die  Summe  aller  derartigen  von  x  :=  Xq  bis  a  =  Xj  liegenden 
Streiten  giebt  nun  die  ganze  Fläche: 

Beispiele  für  diese    Complanations- 
formel  sind  folgende. 

a.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  5  6  sei  0  C=  c  die  Höhe  eines 
elliptischen  Kegels,  ÄCB  seine  el- 
liptische Basis  mit  den  Halbachsen 
AC  =  a^  BC  ^=  b;  die  Coordina- 
tenebene  xy  möge  parallel  zur  Ebene 
AGB  durch  die  Spitze  0  gehen. 
Die  Gleichung  des  Kegels  ist  dann : 


mithin 


+ m' + m 


a2       \aj  +      6«       \bP 


(f)'+(i)* 


27" 
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wobei,  um  abzukürzen,  die  Bezeichnungen: 

eintreten  mögen.     Die  Horizontalprojektion  des  Mantels  AOBA\sX 
die  Ellipse  A*OB*  mit  den  Halbachsen  a  und  6,  folglich  x^  =  0, 

^1  =  a»  yo  =  0,  yi  =i  ^  y/  1  — f — \    und: 

Durch  Anwendung  der  Formel  10)  des  vorigen  Paragraphen  gestal- 
tet sich  dieses  Integral  wie  folgt: 

1     \n 
S  =  ah   f   I  8  ds  dtVa^cos^t-j-ß^sin^t, 
0    0 
wo  man  wegen  der  constanten  Grenzen  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen umkehren  und  die  auf  8  bezügliche  Integration  sogleich  aas- 
fuhren kann;  dies  giebt: 

i» 

8)       -       S  =  \ab  I  dtVa^co8^t+ß^sin^t. 

0 
Das  Integral  erhält  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  man,  die 
ganze  Mantelfläche  mit  M  bezeichnend ,  folgendermassen  schreibt: 

h  ^ 

M=:lVäbA  I  dt  Va^abco8U-\-ß^ab8inn; 
0 
es  liegt  nämlich  darin  der  Satz,  daas  der  Kegelmantel  gleich  dem 
Mantel  eines  Cylinders  ist,  dessen  Hohe  ^V ab  beträgt  und  dessen 
Basis  eine  aus  den  Halbachsen  ai  =  a  V ab  und  ^  =  j8  y  ab  con- 
struirte  Ellipse  ist.  —  Will  man  auf  elliptische  Funktionen  zurück- 
gehen, so  beachte  man,  dass  aus  a  >»  &  folgt  a  <^  /},  die  Formel 
8)  giebt  dann : 


Digitized  by, 


Google 


Cap.  XVIII.  §.  95.  Die  Complanation  der  Flächen.  421 

1, 


0  "^ 

wo  von  der  Substitution  t  =  \jt  —  <p  Gebrauch  gemacht  wurde. 

Setzt  man  endlich  noch  für  tc  und  ß  ihre  Werthe,  so  ist; 

ß.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a^b^  c  heissen,  es  sei  zugleich  a^  h  '^  c^  und  zur 
Abkürzung :         

5)         — r~="'     —i — =''• 

Aus  der  bekannten  Gleichung  der  Fläche,  nämlich : 

(f)+a)v(f)'=-».=.v.-(fM^y 

findet  man  jetzt  vermöge  der  Bedeutungen  von  a  und  ß : 

Handelt  es  sich  um  die  Fläche  des   achten  Theiles  von  dem  Ellip- 

soid,  so  sind  aJo  =  0,a?i  =  a,  yQ  =  0,  yi  =  iV/  1  —  ( — j 
die  Integrationsgrenzen,  und  demnach  ist 

Hier  Hesse  sich  wiederum  die  Formel  10)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden,  doch  wird  die  nachherige  weitere  Rechnung 
nicht  ohne  einige  Kunstgriffe  ausführbar;  wir  gehen  daher  einen 
anderen  Weg,  der  zugleich  die  grossen  Vortheile  einer  geometrischen 
Auffassung  doppelter  Integrale  in  helles  Licht  setzt.  Aus  der  Glei- 
chung 6)  leitet  man  für  jg=ag,  y  =  bfi  sehr  leicht  die  folgende  ab : 

0    0 
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und  wenn  dabei 

»)  .~y  i-i'-ij* 

gesetzt  wird,  so  stimmt  das  in  Nro  7)  vorkommende  Doppelintegral 
von  ^d^di]  mit  der  Cubaturformel  überein;  betrachten  wir  daher 
I,  7^,  g  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes,  so  bedeutet  in 
den  Gleichungen  

1     VT^ 

9)  S  =  abV,       V=J      fididri 

0      0 
Fein  Volumen,  dessen  Horizontalprojektion  oder  Basis  ein  mit  dem 
Yigr  57  Halbmesser  1  beschriebener  Kreis  ist,  wie 

man  aus  den  Integrationsgrenzen  sogleich 
ersieht,  und  das  oberhalb  durch  die  mit- 
telst der  Gleichung  8)  charakterisirte 
Fläche  begrenzt  wird.  Um  von  der  Ge- 
stalt der  letzteren  eine  Vorstellung  zu  er- 
halten, betrachten  wir  die  Schnitte,  welche 
die  Fläche  mit  den  Goordinatenebenen 
^g  und  ri  %  bildet;  aus  den  Gleichungen 
dieser  Schnitte 


i-V"^'  ^=V'-^n 


geht  hervor,  dass  die  Curven  vertikal  stehende  Asymptoten  in  den 
Entfernungen  OD  =  OE  =  1  (Fig.  57)  besitzen,  dass  also  die 
Fläche  ins  Unendliche  geht.  Legen  wir  femer  einen  horizontalen 
Querschnitt  in  der  Höhe  OQ  =  5  durch  dieselbe,  so  bleibt  5  in 
Nro.  8)  constant  und  es  ist  aus  der  nunmehrigen  Gleichung: 

10)  ^ -.    f  2     I     5 tL^  «2=1 

ersichtlich,  dass  jener  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

V     £2_a2'  Y     g2_^2 

bildet,  welche  für5=l  =  0i^in  einen  Punkt  übergeht  und  sich 
für  unendlich  wachsende  ^  mehr  und  mehr  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  1  nähert.  Die  Gestalt  des  Volumens  V  ähnelt  demnach 
der  eines  unendlichen,  trichterförmig  ausgehöhlten  Kreiscylinders 
und  del*  Querschnitt  des  V  ist  ein  Ringquadrant  mit  der  Fläche 


ä«-i'ysEiV1=i. 
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welche  Q^  heissen  jnöge.  Der  günstig«  Umstand,  dass  diese  Qaer- 
schnittsfläche*  so  leicht  zu  bestimmen  war ,  erlaubt  nun  eine  andere 
Berechnung  des  F,  indem  man  beachtet,  dass  V  aus  zwei  Theikii 
besteht,  deren  erster  ein  Kreiscylinder  von  der  Höhe  0F=  1  ist 

und  deren  zweiter  durch  das  Integral  /  Q^  d^  ausgedruckt  wird, 
wenn  ^  von  1  bis  oo   geht;  zufolge  dieser  Bemerkung  ist: 

00 

*  ^*  /  f      V(e«-a*)(e«-/s«)i 

oder  für  »  =  — ,  imd  wenn  H  die  Oberfläche  des  ganzen  £llip- 
soides  bezeichnet: 

11)         Sl  =  2^ah  \l+   Hl-,,  ^"-"^    ^j  ^1 

Sind  a  und  ß  sehr  klein,  so  würde  man  für  den  eingeklammer- 
ten Ausdruck  leicht  eine  rasch  convergirende  Beihe  aufstellen  kön- 
nen; im  Gegenfalle  ist  es  vorthdlhafber,  auf  elliptische  Funktionen 

zurückzugehen.     Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  u  =  — ^ ; 

a 

wegen  a  >>  &  ist  dann  auch  a  >>  /J,  mithin  —  •  ein    echter  Bruch, 

welcher  x  heissen  möge ;  dem  Werthe  m  =  0  entspricht  y  =  0,  für 
M  =  1  erhält  9  einen  Werth  tpx  der  Art,  dass  sin  fpi  =  a.  Dem- 
nach ist: 

H  =  2««i  [1  +  -!-  fLcos^  -     f-^'^P     j-lfl 

L     '     a  c/  (  y  i_x3  5m2y'  «n2yj      . 

Die  noch  übrige  Integration  lässt  sich  mittels  der  Bemerkung 
ausführen,  dass 


Vi — %^sin^^)        8in^q>V  1  —  «««n^g? 
ist,  woraus  man  umgekehrt  erhält 

^  8in^(pV  l-^7C^8in^(p  J  V  i— jc^wn«^ 

Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  der  folgenden: 
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BO  ergiebt  sich: 

1 J    dg)  co8q>Yl — H^sin^q)  —  1 


/i 


cosw  —  ■-  j  }  — r-r —  =• '• : 

J  V^l  — x2  5tn2  9? 
Für    9  =  9)1    wird  nun    8in^\  =  a,    co«9?i  =  Vi — a*, 
X  at'n^i   ==  /);    für  9  =  0  erhält  der  vom  Integralzeichen  freie 

Ausdruck  die  Form  -r-,  deren  wahrer  Werth  in  diesem  Falle   die 

Null  ist;    daher  bleibt: 

/     \  coig> ^  — ^ 


0 


V*l  — x2«n2y  '  ««^V 


^1 


Vi— «gVl— /?^— 1  r     8in^(pd(p 


y  1— x2«n2  9 


und  es  ist  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen: 

Ä  =  2«aj[lA(l  — «0(1  — ^») +«£(«,  9h)4-(~«)^('^9'i)]» 
oder  endlich,  wenn  a  und  /}  durch  o,  i  und  c  ausgedrückt  werden: 
12)  Ä=2«cS+^^^=  j(a»-c»)£<«,9,)  +  c»F(x,y,)| 

)^.    Für  ein  elliptisches  Paraboloid ,  dessen  Parameter  2  a  und 
2  &  sein  mögen,  dessen  Gleichung  also 

2a^  2b 
lauten  würde,  ist  die  allgemeine  Complanationsformel : 

Ohne  diese  Integration  auszuführen,   kann  man  auf  der  Stelle 
eine  Vergleichung  der  Fläche  S  mit  dem  Volumen  vornehmen,  wel- 
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ches  die  Horizontalprojektion  von  aS  zur  Basis  hat  und  oberhalb  durch 
eia  getheiltes  Hyperboloid  begrenzt  wird.  Die  Gleichung  der  letz- 
teren Fläche  ist  nämlich: 


mithin : 


7= c //...,  y7+f+|, 


y« 


und  wenn  man  dies  mit  S  vergleicht,  so  folgt  die  elegante  Bezie- 
hung V  =L  cS^  die  sich  leicht  in  Worte  kleiden  liesae. 


§.  96. 
Complanationsformel   für  Polarcoordinaten. 

Nicht  selten  bedient  man  sich  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  OM  —  a^  MN  =  y,  NP  =  z^  der  sogenannten  räumlichen 
Fig.  5a.  Polarcoordinaten,  indem  man  den  Ra- 

diuävector  OP=r^  den  Winkel  MOP 
z=  u  und  den  Neigungswinkel  N MP 
der  Ebenen  MOP  und  KOY  in  Rech- 
nung bringt;  die  Formeln  dazu  sind: 
1)  0?  3=  rcoÄM, 

y  =  rsinu  cost^ 
z  =  rsinu  sin  t. 
Denkt  man  sich  diese  Werthe  in 
die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so 
lässt  sich  dieselbe  auf  r  reduziren  und 
auf  die  Form  r  =   <I>(m,  t)   bringen, 
wobei  r  als  abhängige  Variabele  erscheint.     Um  nun  die  Formel: 


2) 


J  J  f  (^^y)  ^^  ^y 


=  J  Jfircosu,  rstnucost)  {^  JJ  -  J^  J^^J  <^^ 


dt 


zum  Uebergange  von  dem  einen  zum  anderen  Coordinatensysteme 
benutzen  zu  können,  ist  es  vor  Allem  nöthig,  aus  der  BJunktion 

«)      /<->=lA'+(lfT+(lf)' 
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die  partiellen  Differenzialqvotienten  von  z  zu  entfernen  und  (k- 
für  die  partiellen  Differenzialquotienten  der  nei|en  abhängigen  Ya- 
riabelen  einzuführen,  was  auf  folgende  Weise  geschieht.  Da  z  eine 
Funktion  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  u  und  t  abhängt,  so  ist: 
"dz  2z    Zx    ^^  "bz    "by 

bz  bz    ba_  j^  bz    by 

Tt  ~  Yx'  bt"^  by'^' 

2z  2)  z 

Eliminirt  man  hieraus  -r—  und  r — .  indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 
bx  2\y 

bz     by         ^_z     by  

.  bz     bx  bz_  ^ 

bu*  bt  bt' bu  ' 

so  findet  sich: 

bz  L_  ^ M 

'      Y^~  N   '         by  ~'N' 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro  3)  und  2)  gi^bt,    wenn  man 
beachtet,   dass  auf  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  der  Faktor  A 
gleichfalls  vorkommt: 

Die  Differenziation  der  Gleichungen  1)  liefert  nun  folgende  Werthe: 

bx  br 

bu         bu 
bx         2r 


■C05tt— r^inti, 


-Ji-Tt'''''^ 


-r-  =  X-T—stnu+reosuJcost. 

bu  \dU  / 

^y      f^r  ,  \  : 

-rj  =  l— co5t  —  r8intj8tnuy 

-—  =  l~— M»u+r  CO«  ttj  am  t, 
du        \du  '  / 

bz        (Ir    r    ,  \   . 

—  =  l  — «nt-f-»*co«nwnu, 
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and  man  erhält  .aus  denselben  für  L^  M^  N  die  Ausdrücke: 

/^^^   •        I  ^   • 

L  =.  —  r  Vrr-sinu-f-rcosujsinu^ 

M  =  r  I  -r—  cosu  —  rsinu  )sinu  oost  —  r  — — smi, 
\^u  /  3< 

/^r  .      \    .        .  c)r 

iv  =  —  r  l rr—  COSU  —  v  smu  1 8in u sint —  r  -r—  cost, 

\dU  /  dt 

endlich  nach  leichter  Reduktion: 

L,  +  M^  +  N.  =  r^[\r^^(^y\sin^u+(^y]. 

Die    allgemeine    Complana^ionsformel    nimmt    vermöge    dieser 
Substitution  die  folgende  Gestalt  an: 

6,    .=//,.„*yj,.+(|i)"j^..+(|i) 

und  man  wird  sich  derselben  in  allen  den  Fällen  bedienen,  wo  die 
Gleichung  der  Fläche  bei  Polarcoordinaten  wesentlich  einfacher  als 
bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist. 


§.  97. 
Die    drei-    und    mehrfachen.   Integrale. 

Sowie  wir  das  Doppelintegral  als  Grenzwerth    einer    Doppel- 
samme betrachteten,  so  sehen  wir  auch  das  dreifache  Integral: 

1)  W=  J  J  J  F(a:,y,z)dx  dy 

^0  Vo  ^0 
als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  an,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Ausdrucke  /(x^y^z)  ^ x  /dy  zt z^  den  unabhängigen 
Variabelen  x^'y^z  alle  Werthe  ertheilt,  welche  sich  ans  den  Inter- 
vallen a?  =  Ä?o  bis  0?  =  a?i ,  2^  =  i(o  ^^s  ^  =  yi  ^^^  z  =  Zq  bis 
z  =  zi  herausgreifen  lassen.  Nicht  selten  gestattet  auch  dieser  Pro- 
cess  eine  geometrische  Auffassung.  Sehen  wir  z.  B.  in  dem  Inte- 
grale : 

xi    yi   «1 

2)  W=   fj  Jdxdydz 

^0    Vo   «0 

x^yyZ  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  würde  das 


2  \ 

1 


dz 
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Produkt  da  dy  dz  das  Volumen  eines  Parallelepipedes   bedeuten^ 
dessen  drei  in  einer  Ecke  ziisammenstossende  Kanten  dx^  dy  und 
dz  sind;    W  ist  demnach  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  sol- 
Yiat,  59.  cherVolumenelemente,  mit- 

hin selbst  ein  Volumen, 
welches  auf  folgende  Weise 
zu  Stande  kommt.  Wir  den- 
ken uns  zwei  Flächen  con- 
struirt,  deren  Gleichungen 
«1  =/i  (•»,  y)  und  ro  =/o(^^) 
sein  mögen,  und  summiren 
zunächst  alle  von  z  -=  z^ 
bis  z  z=i  zi  vertikal  anein- 
ander gereihten  Elemente; 
der  Ausdruck: 


z 

.-—-"^^ 

^ 1 

^ 

n 

P 

y 

^.-'''^' 

A 

j/ 

j£-^ 

f 

0 

Mo 

M 

M,    X 

/i  y 

--^^C—^'           1 

^  ^/^V 

^-- —  /  *^    ^ 

«1 

/ 


dxdydz=sdxdy  (zi — t^) 

bedeutet  jetzt  ein  Parallelepiped ,  dessen  Höhe  Zi  —  Zq  von  end- 
licher Länge,  dessen  Querschnitt  dx  dy  aber  unendlich  klein  ist; 
man  hat  nun  weiter: 


TK=    /    /  (zi—^ZQ)dx  dy=  I    I  z^dx  dy—   I  j  z^dx 


xy    y^  .  xy    y^ 

Ix  dy —    /     /  z^dx  dy^ 

«0  y^  ^«  y«  ^0  yo 

und  hier  können  die  Betrachtungen  des  §.91  angewendet  werden; 
sie  zeigen,  dass  W  ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizon- 
talprojektion wie  das  in  §.  91  betrachtete  hat,  und  das  ausserdem 
zwischen  den  zwei  durch  Zi  =fi(x^y)  und  Zq  =fQ(x^y)  repräsen- 
tirten  Flächen  liegt  (Fig.  59).  —  Eine  ähnliche  Anschauungsweise 
gestattet  das  allgemeinere  Integral  1),  nur  muss  man  sich  jedes  Vo- 
lumenelement dx  dy  dz  erst  mit  einem  Faktor  jF'Ca?,^,^)  multiplizirt 
denken,  bevor  zur  Summirung  geschritten  wird.  Noch  klarer  wird 
dies,  venu  man  die  mechanischen  Begriffe  der  Masse  und  Dich- 
tigkeit zu  Hülfe  nimmt.  Ist  nämlich  ein  Körper  durchaus  homo- 
gen, so  gilt  bekanntlich  die  Regel,  dass  die  Masse  das  Produkt  ans 
seiner  Dichtigkeit  und  seinem  Volumen  ist;  ändert  sich  aber  die 
Dichtigkeit  von  Punkt  zu  Punkt,  betrachtet  man  sie  demnach  als 
Funktion  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes,  so  darf 
jene  Kegel  nicht  mehr  für  irgend  ein  endliches  Stück  des  Körpers 
angewendet  werden,  wohl  aber  fiir  ein  unendlich  kleines.    Bezeich- 
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nen  wir  demnach  mit  FQe^y^^)  die  im  Punkte  xyz  stattfindende 
Dichtigkeit,  so  ist  -FQc^y^z)  dx  dy  dz  die  Masse  des  in  dem- 
selben Punkte  vorhandenen  Körperelementes,  d.h.  kurz  das  Massen- 
element; die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes 
hin  vertheilten  Massenelemente  giebt  die  Gesammtznasse  des  Körpers 
und  diese  ist  die  Bedeutung  von  TT.  Dividirt  man  endlich  W  durch 
das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  die  mittlere 
Dichtigkeit  desselben. 

In  allen  den  Fällen ,  wo  die  erste ,  auf  z  bezügliche  Integration 
unmittelbar  ausfuhrbar  ist,  wie  in  dem  speziellen  Beispiele  2),  redu- 
zirt  sich  das  dreifache  Integral  1)  von  selbst  auf  ein  doppeltes ,  des- 
sen weitere  Behandlung  den  bereits  entwickelten  Regeln  unterliegt; 
ist  aber  die  erste  Integration  ohne  Weitläufigkeiten  nicht  zu  bewir- 
ken, so  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen,  die  im  Fol- 
genden bestehen. 

I«    Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  zusammen- 
gesetzt aus  einem  Doppelintegrale   (in  Beziehung  auf  z  und  y)  und  i 
aus  einem  nachherigen  einfachen ;  rednzirt  man  zunächst  nach  irgend 
einer  der  früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  i 
Integrale,  so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wie- 
der ein  Doppelintegral,  dessen  Reduktion  dann  von  Neuem  zu  ver- 
suchen ist«    So  z.  B.  kann  man  aus  dem  dreifachen  Integrale: 
Ä    Ä— a;    % — x^y 

0    0         0,  I 

i 

k  h—x   h—x^y 

=  Jx^-^  dxj    yy»"-" V-V(^+y +«)  dy  dz 

0  0        0 

zuerst  die  doppelte  auf  z  und  y  bezügliche  Integration  herausheben 
und  zur  Abkürzung  h  —  a?  =  Jb  und  /(ay+y+^)=  9  (^+-2:)  set- 
zen; der  Werth  dieses  Doppelintegrales  ist  dann  nach  Formel  6) 
in  §.  94  zu  finden,  nämlich: 

h     k'-y  k 

fff'-'^^<p(y+'-)  dy  dz  =  ^g>/^+«-i9(,)d,, 

0     0  "•       0 

mithin  durch  Substitution  in  3)  und  wenn  man  wieder  fc  =  A  —  x 
und  fp  («)  =  /(«-[-«)  einsetzt : 


it 
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h  Ä—a; 


^^f^-'d.f^^-^f(.+  s^ä. 


'       0  0 


nnOrjn) 


h       Ä-; 


n     n—x 
^f  Jx^-^8'^+^''^f{x-\-8)dx  da. 


'         0     0 

Die  Formel  6)  in  §.94  kann  hier  wiederum  angewendet  werden 
Tind  giebt: 

hält  man  dies  mit  3)  zusammen,  so.  gelangt  man  zu  einer  Gleichung^ 
welche  sich  zu  folgendem  Theoreme  formuliren  lässt: 

Wenn  sich  die  in  der  Gleichung 

T  =  J f  Jx^-}y'^-^z''-^f(x+y-^z)  dx  dy  dz 

postulirten  Integrationen  auf  alle  positiven  «,  y  und  t  besiehen, 
welche  der  Bedingung: 

genügen ,  so  ist  der  Werth  der  dreifachen  Integrales : 

In  dem  speziellen  Falle  ä  =  1 ,  /(«)  =  1  kann  auch  die  auf  s  be- 
zügliche Integration  ausgeiiihrt  werden  und  giebt  wegen  fti^(fi) 
=  rCl+fi)  die  Formel: 

wobei  die  Integration  auf  alle  positiven  der  Bedingung  1  ^  or  -|-  y 
-X-  z^  0  genügenden  x^  y^  z  ausgedehnt  sind.    Setzt  man: 

'=(4/.    -(!-)'•    '=&'• 

~   p        '  ^*  q       '  r  '      ^ 

und  schreibt  am  Ende  wieder  x^  y^  z  ü\r  ^^  7^^  ^^  so  gelangt  man  zu 
dem  allgemeineren  Theoreme: 
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JJJ  r(,+i+t+r)  "«' 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x^  y^  z  beziehen, 
welche  der  Bedingunig : 

»>     '5(^y+(i)'+(f)'s« 

geniigen. — Die  Formel  5)  dient  zur  Auflösung  vieler  geometrischer 
Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Volumina,  sowie  mechanischer 
Probleme  die  Ermittelung  von  Massen,  Schwerpunkten  und  Träg- 
heitsmomenten betreffend ;  nimmt  man  z.  B.  A  =  f*  =  i;=l  und 
I?  =  g  =  r  =  2,  so  wird  T  das  Volumen  vom  achten  Theile  eines 
dreiachsigen Ellipsoides, ^nämlich  T=lütahc',  für  p  =  ^  =  r  =  4 
wurde  man  den  achten  Theil  des  Volumens  erhalten,  welches  von  ! 

der  Fläche : 

(-T)'+(i)>(fr=' 

eingeschlossen  wii^d. 

II.  Das  zweite  Verfahren  zur  Reduktion  dreifacher  Integrale 
besteht  darin,  dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  unabhän- 
gigen Variabeten  or,  y,  ;?  drei  neue  Variabele,  etwa  r,  «,  t  einführt, 
welche  mit  jenen  durch  Gleichungen  von  der  Form  a!=  (p  (r,  a,  t)^ 
y  =  'tlf(r^s^t)^  z  =  x(r^  s,  t)  verbunden  sind.  Geometrisch  ist  dies 
der  Ueb ergang  von  einem  Coordinatensysterae  zum  anderen  und  wird 
auf  folgende  Weise  bewerkstelligt.    Das  Integral  sei: 

7)  W=    I  j  I  FQß,y^z)dx  dy  dz^ 

so  verwandelt  sich  P(je^y^z)  mittelst  jener  Substitution  in  eine  Funk- 
tion von  r,  5,  i,  welche  $(r,  «,  0  heissen  möge,  also: 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  das  neue  Volumenelemcnt  zu  finden, 

welches  an  die  Stelle  des  früheren  dx.dy  dz  tritt.     Letzteres  war 

ein  Parallelepiped ,  dessen  acht  Ecken  folgende  Coordinaten  hatten: 

a?,  y,  z\  x^dx,  y,  «;  a?,  y-^dy,  z;  ar,  y,  z+dx; 

x--f-e?4?,y  +  dy,xi;  x-\-da^y^Z'-\-dz\  x.y-^dy^z-^dz; 

x-{-dx^  y+4y,  z-^dz-, 

in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Paxal- 
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lelepiped,  dessen  Eckea  P,  Pi,  P21  ^8  u.8.w.die  neuen  Coordinaten: 

r,  «,  <;  r-|-dr,  «,  f;  r,  5-(-d5,  t;  r,  5,  t-(-dt  u,  s.  w. 
besitzen  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  der 
Dimensionen,  gleich  dem  Sechsfachen  der  schiefen  Pyramide  PPi  P^  P^ 
ist.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  dem  ersten 
und  bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  neuen  Coordinaten  von  Pi, 
P2,  Pg  mit  Ij  1^1  fi,  I3  %  fe^  fiiflsSs^  so  wird  der  sechsfache 
Inhalt  der  Pyramide  P  Fi  Pj  Pg ,  also  das  Volumenelement,  durch 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Ausdruck : 

li iVi is—%  &)  +  i?i (62 &  —  Sa &) + ti (& i?3  —  & i?2) 
dargestellt ;  dabei  ist  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  rechtwink- 
lige Coordinatensystem: 

Ji  =a?i  —  x  =  («-f— dr)— Ä=— dr, 

ebenso  sind  I29  ^2)  ti  ^®  partiell  in  Beziehung  auf  «,  und  I3,  i|j< 
£3  die  partiell  in  Beziehung  auf  t  genommenen  DifTerenziale  von  i 
y,  z.  In  den  neuen  Coordinaten  r,  8,  t  ausgedrückt,  ist  also  di 
Volumenelement: 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

la/ly    ^z         ^y    3g\    ,     ^y  /^x;    ^4?         ^g    3g\ 

so  erhalten  wir  die  Transformation  des  dreifachen  Integrales: 
10)      lllF(jß,y,z)dadydz=:il  j   1  0(r,8,t).Sldr  dsdl 

Als  Anwendung  derselben  wählen  wir  den  üebergang  von  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  räumlichen  Polarcoordinaten ;  hier  ist, 
wenn  u  für  8  gesetzt  wird: 

4?=  rco8u^     y  =  r8inuco8t^     z  =  rsmutmtj 
und  man  findet  mittelst  der  Formel  9) : 
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die  Umwandlung  ist  demnach 

11)  JjjF(x,y,z)  dx  dy  dz 

:==    I    I    I  F(rco8U^  rainucost^  rsinusint)  r^sinu  dr  du  dt 

Man  kann  dieselbe  auch  leicht  direkt  erhalten,  wenn  man  r,  u^  t  um 
ihre  Differenziale  zunehmen  lässt  und  bemerkt,  dass  das  entste- 
hende Volumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  ent- 
nommenen Gewölbsteines  besitzt;  es  ist  nämlich  für  OPiznr,  f^MOF 

Fig.  60.  =  w,  Z.  ^^P  =  «  (Fig. 

60),  das  Yolumenelement 
=  PPi  .PPj  .  PPg,  dabei 
PF^  =  dr^  FF^  ==rdu, 
iemer MF=:=r sinu^  l^FMF^ 
=  dl^  mithin  PP3=r  r  sin  u  dt^ 
woraus  für  das  Volumenele- 
ment der  Werth 

r^sinudr  dudt 
wie  oben  folgt. 

Als  Beispiel  für  den 
Gebrauch  der  Formel  11) 
diene  die  Reduktion  des 
dreifachen  Integrales: 

F—    f  f  f.-^fJl£L=. 
J  J  J  Var2-fy2-f«2' 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x^  y^  z  beziehen  mö- 
gen, welche  die  Bedingung: 


'2(-f)'+(i)'+(f)'2  0 


befriedigen ;  die  geometrische  Bedeutung  von  P  ist  dann  die  Masse 
des  Octanten  eines  mit  den  Halbachsen  a^  h^  c  beschriebenen  Ellip- 
soides,  in  welchem  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1  1^ 

ausgedrückt  wird,  das  also  aus  einer  stetigen  Folge  homogener  con- 
centrischer  Kugelschaalen  besteht.  Mittelst  der  Polarcoordinaten 
wird : 

P=    /    /    j  rsinu  dr  du  dt^ 

wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.    Integriren  wir 


SchlOmilch,  Analysit. 
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zuerst  in  Beziehung  auf  r,  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Li- 
nie vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden 
Massenelemente,  so  fangt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der 
Oberfläche  des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  ri  auf;  dieses 
ri  findet  sich,  indem  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polarcoordi- 
naten  umsetzt,  sie  lautet  dann: 

(Vi  co8u\^     ,    /risinucosiY     ^^  /risinu8int\^ 
~ir)  +V    i    /  +1    c    /  -^' 

oder ; 


femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,'  u  sowohl 
als  t  von  0  bis  I  ;r  ausgedehnt  werden  und  es  ist  daher : 


P  = 

ö   ö   ö 

oder  wenn  die  auf  r  bezügliche  Integration  ausgeführt  und  fiir  r^' 
sein  Werth  substituirt  wird: 


I  sinu  du  I  —. ; 

J  J    (C08U 


\  •  ■    '  •  ^* 


J  J  /co8u\^     ,    /sinu COS t\^     ,    /sinu  «nA* 

'  {—)  +[—r-)'  +  [—7—) 

Der  hier  vorkommende  Nenner  kann  auch  in  der  Form: 

(cos^u    ,    8in^u\      „      ,    /cos^u    ,     sin^u\   .  «, 

dargestellt  werden,  wofür  kurz  mcos^t-\-'nsin^t  geschrieben  werden 
möge.  Die  auf  t  bezügliche  Integration  ist  dann  leicht  zu  bewerk- 
stelligen, nämlich: 

1 


/ 


TT 

dt 

=  hx 


1, 


mcos^t-{-n8in^t  ^     V^mn  ' 

und  wenn  man  die  Werthe  von  m  und  n  wieder  einsetzt,   so  erhält 
man  jetzt  folgendes  einfache  Integral: 


=  1./-. 


sinu  du 


0    1/  /^?££iff    !_  sin^_u\/co^u    ^^  sin^u\ 
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oder  für  cosu  =  q^  also  sinu  du  =:  —  dq  und  stn^u  =1  —  q^: 


iTtbc  J  : 


dq 


'  V('+^«')('+"^'  »■)■ 


Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral,  wenn  die  Excentricitäten 
des  Ellipsoides .  in  Rechnung  gebracht  werden ;  setzen  wir  nämlich 
a  ^  h  ^  c  voraus  und  bezeichnen  wie  folgt: 

=  /3, =  y,     wo /5  <  y, 


a 
MO  erhält  P  die  Form 


1 
z=\nbcj- 


dq 


Will  man  endlich  auf  elliptische  Integrale  zurückgehen,  so  setzt  man 
yqz=sin(p^y  —  sin  (fi  und  es  wird  : 

mithin  die  ganze  Masse  des  fraglichen  Ellipsoides: 

bc       /  ß  \  c 

M=2yt—  ^yy^  ^>i),         cosfpi  =  — ,    , 

woraus  sich   durch  Division  mit  F===  ^7t  abc  die  mittlere  Dichtig- 
keit desselben  ableiten  Hesse.     ' 

Die  hier  auseinandergesetzten  Methoden  sind  auch  auf  mehr 
als  dreifache  Integrale  anwendbar,  doch  können  wir  uns  tieferer 
Untersuchungen  darüber  um  so'  eher  enthalten,  als  solche  mehr- 
fache Integrale  selten  vorkommen,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde, 
weil  sie  keine  geometrische  oder  meclianisehe,  sondern  nur  eine  rein 
analytische  Bedeutung  haben. 


2S* 
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Cap.  XIX. 

Differenzlalgleichungen    erater    Ordnung    zwischen    zwei 
Variabelen. 


f.  98. 
Grundbegriffe;    Trennung    der    Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  sie  mochten  nun  ein-  oder  mehr- 
fache s«in,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differenziale,  d.  h. 
auf  gegebene  Funktionen  der  vorhandenen  Variabelen;  es  kann 
aber  dagegen  der  Fall  vorkommen,  dass  von  einer  Funktion  der 
Differenzialquotient  nicht  unmittelbar  bekannt  ist,  sondern  nur  eine 
Beziehimg  zwischen  ihm  und  der  ursprünglichen  Funktion  vorliegt 
und  dass  hieraus  die  Natur  der  Funktion  bestimmt  werden  soll.  So 
konnte  z.  B.  nach  der  Funktion  y  von  x  gefragt  werden,  welche 

dy 
ihrem  Difierenzialquotienten  gleich,  för  die  also  -p-  ==  y  ist ;  eben- 
so Hesse  sich  die  Frage  nach  der  Curve  stellen,  deren  Subtangente 

gleich  der  doppelten  Abscissc,  d.  h.  -3^  =  ^  wäre  u.  s.  w.,  und 

dx         Ix 

es  würde  bei  solchen  Problemen  immer  darauf  ankommen,  aus  der 
gegebenen  zwischen  x^y^  dx  und  dy  stattfindenden  Relation  eine 
neue  von  dx  und  dy  freie  Gleichung  abzuleiten,  mittelst  deren  sich 
schliesslich  y  durch  x  ausdrücken  Hesse«  Alle  jene  Gleichungen,  in 
denen  sich  eine  Beziehung  zwischen  einer  noch  unbekannten  Funk- 
tion und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differenzialquotienten  aus- 
spricht, heissen  Differenzialgleichungen;  die  Aufgabe  ist,  sie 
zu  integriren,  d.  h.  aus  der  Differenzialgleichung  eine  weitere 
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Gleichung,  ^e  sogenannte  Integralgleichung  abzuleiten,  in 
dei^  keine  Differenziale,  sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen 
und  etwaige  Constanten  vorkonun^n.  Gewöhnlich  classifizirt  man 
die  Difierenzialgleichungen  nach  der  Ordnung  des  höchsten  vorkom- 
menden Differenzialquotienten ,  indem  man  sagt:  dass  die  Differen- 
zialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei,  wenn  der  höchste  in  ihr 
enthaltene  Differenzialquotient  von  der  nten  Ordnung  ist.  Das  all- 
gemeine Schema  der  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabelen  x  und  y  ist  demnach : 

und  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -p-  reduzirt  denkt ; 

Bevor  wir  die  Integration  der  DiflTerenzialgleichungen  näher  be- 
trachten, wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Formt 

X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser 
Linie ;  denn  die  G4eichung  3)  giebt  tonr  =  ;c  (d? , y ) ,  wo  r 
den  Winkel  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am 
Funkte  xy  bezeichnet.  G^b^i  wir  dem  x  und  y  zwei  willkür- 
liche Anfangswerthe  x  =  Xq  und  y  =z  yQ  ^  so  lässt  sich  die 
Tangente  vermöge  der  Gleichung  tonro  =  xC^O'tyo)  construiren; 
auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  XQyQ  einen  zweiten  Funkt  Xiyi  und 
betrachten  das  zwischen  Xq  yo  und  Xi  y^  liegende  Stück  der  Tangente, 
welches  ^  heissen  möge ,  als  näherungs weise  zusammenfallend,  mit 
der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curvenpunkte  Xiy^  ausgehend,  kön- 
nen wir  die  vorige  Construktion  wiederholen,  also  tantx  —  xC^i^i) 
bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf  ihr  ein  Stück  t^  absehneiden 
und  damit  zu  einem  dritten  Funkte  x^y^  gelangen  u.  s.  f.  Das  so 
construirte  Polygon  schliesst  sich  der  gesuchten  Curve  offenbar  um 
so  genauer  an,  je  kleiner  seine  Seiten  ^,  fi,  t^  etc.  sind,  und  man 
ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar  näherungsweisen  aber  bis 
zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  vei*folgbaren  Integration  der 
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gegebenen  Differenzialgleiehung.  Man  bemerkt  zugleich  eine  ge- 
wisse Unbestimmtheit ,  welohe  in  der  Lösung  der  Aufgabe  liegt. 
Da  nämlich  der  erste  Punkt  x^^fQ  willkürlich  bleibt,  so  giebt  es  nicht 
eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der  in  Nro.  3)  yerlangten 
Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen  von  derselben  Na^ 
tur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den  Dimensionen.    So 

dy         y 
z.  B.  genügt  der  anfangs  ei'wähnten  Differenzialgleiehung  -j—  =  — 

jede  Gleichung  von  der  Form  y  =  ykx^  wofc  beliebig  bleibt,  d.h. 
in  je  der  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppelten  Abscisse  gleich. 
Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlicheu 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differenzialgleiehung  entstehen  lässt; 
differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form  P(ß^y^h) 
=  0,  worin  k  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt: 

^F  ,       ,^F.  . 

-r-  dx  -f-  -—  dy  ==  0, 
^x  ^y 

und  wenn  h  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 
neue  Gleichung  zwischen  ar,  y  und  -d^,  d.  h.  eine  Differenzialglei- 

CLX 

chung,  und  letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem 
k  ertheilt  haben  möge.  Umgekehrt  ist  i^(j?,y,Ä;)=0  die  zu  Grunde 
liegende  Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss 
darin ,  wie  vorher ,  die  willkürliche  Constante  k  vorkommen ; 
ausserdem  würde  man  nur  eine  spezielle  oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  eine  partikuläre  Auflösung  der  Differenzialgleiehung 
haben. 

Die  Integration  einer  Differenzialgleiehung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  läast,  (^  h. 
wenn  man  die  Differenzialgleiehung  auf  die  Form : 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Funktion  von  x  allein  und  Y  eine  Funk- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 


5) 


/  Xdx  4-    /  Ydy  —  Con8t.=  0; 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  ieioht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a?,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  8  bewiesenen  Satz: 

la  ^^  ^y  dx 
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in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  -r*^  =  X^  -r^  =  Y,  weil  inNro. 

5)  die  Integrationen  so  geschehen ,  als  wären  x  und  y  von  einander 

unabhängige  Variabele;  man  erhält  folglich  X  -\-  Y'ir  ==  Q,  was 

mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.  —  Etwas  allgemeiner  al3  die 
Differenzialgleichung  4)  würde  die  folgende  sein: 

6)  XiY^dä!-{-  X^Yidy  =  0, 

in  welcher  Xi  und  X2  von  Y,    Yi  und    1^   von  x  frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X2  I2  wird  daraus: 

mithin  durch  Integration: 

7)  f^  dx  -f  J^  dy  =  ConsU    ' 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem ,  die  Curve  zu  finden ,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gege- 
bene Funktion  ipix)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle 
die  Differenzialgleichung: 

dy 
2,:— =  9,(.), 

oder  nach  Trennung  der  Variabelen: 

dy  ___    dx 

y    ~  q>{xy 
mithin  durch  Integration: 


dy  =  Const  -f    /  — --. 


/; 


Um  auf  y  zu  reduziren,  setzen  wir  e^^*^*  =  C,   wo  C   eine 
neue  willkürliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten  so: 

dx 
g)(x) 
y  =  Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve,    —    In  ganz  ähnlicher  Weise 
lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die  Curven  zu  finden,  bei  denen 

die  Subtangente  von  der  Form  7-7-r  ist;  man  erhält  als  Integral- 

gleichung : 

f^fl±.^  Const. 

J  yt(y)      J  v(ß) 
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üeberhaiipt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Curven, 
als  Funktionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine  ziem- 
liche Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differenzialgleichunger 
dar. 

§.  99. 
Substitution    neuer    Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  unmittelbar  nicht 
bewirken  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  neue  Variabelen  durch  Substitution  einzuführen 
und  damit  die  gegebene  Differenzialgleichung  in  eine  andere  zu 
transformiren ,  welche  jene  Sonderung  gestattet.  Das  Technische 
des  Verfahrens  wird  man  aus  folgenden  Beispielen  ersehen. 

I.    Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,   den 
die  Tangente  im  Punkte  xy  mit  der  Abscissenachse  macht,  eine  ge- 
pig.  61.  gebene  Funktion  des  Winkek 

zwischen  Radiusvector  und  Ab- 
scissenachse ist,  d.  h.  r  =f(u), 
wenn  in  Fig.  61  i_XSP=i 
und  l^  XOP  =  M.  Da  in 
diesem  Falle  auch  tanz  eine 
Funktion  von  tanu^  etwa  t(mi 
:^  (p(tanu)  sein  muss,  so  hat 
man  unter  Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten  dieDif- 
ferenzialgleichung : 

dy 
dx 
in  welcher  die  Variabelen  im  Allgemeinen  nicht,  sondern   nur  in 

dem  speziellen  Falle  trennbar  sind,  wenn  q>  (  — )  eine  Potenz  von 

y   •  y 

—  ist.     Setzt  man  dagegen  -^  =  t,   wo  <    eine    neue  abhängige 

Variabele  bezeichnet,  so  wird: 

dy  dt     , 

und  die  Differenzialgleichung  1)  erhält  die  Form: 

rt<  ^*  ,  V  ,  dt  ds 

2)  X-—  =  q>(t)  —  t  oder  —r^ =  —, 

dx        ^^^  fp(t)—t  x' 


■)        ^=Ki-> 
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in  welcher  die  Variabelen  gesondert  sind.     Die  Integration  liefert 
jetzt  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  ^(0  =  la-^  Consta  und  wenn 

man  statt  t  seinen  Werth  —  wieder  einsetzt ,  so  ist  'tb  { —  ]  =  Ix 

X  \  X  / 

~[-  ConsU  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 

Soll  z.  B.  r  =  2m  sein,  so  folgt: 

itanu 

tant  = T-, 

l  —  tan^u 

und  durch  Vergleichung  mit  tant  =9  (tan  u)  ergiebt  siph ,  dass 

hier 

2  t  l4-<2 

9^W  =  73^  und  ipii)-t  =  j±j,  t 

ist;  daraus  folgt  weiter: 

^''^     J  f(t)-t     J  \t    .  i+t^r' 

=  Z<  — i(l+«2), 
und  die  Integralgleichung  lautet  demnach  für  Const,  ^  HT?.)' 

Kf)-'('+5)='(fc> 

d.  h. 


Die  gesuchte  Curve  ist  folglich  ein  Kreis  mit  dem  willkürlichen 
Halbmesser  C;  der  Kreis  berührt  die  Abscissenachse  und  der  Be- 
rührungspunkt ist  der  Anfang  der  Coordinaten. 

Die  Gleichung  1)  bildet  das  Schema  der  sogenannten  ho- 
mogenen, d.  h.  aller  der  DifFerenzialgleichungen  (erster  Ordnung), 
in  denen  eine  Beziehung  zwischen  zwei  gleichartigen  Grössen,  wie 
dort  zwischen  den  Tangenten  zweier  Winkel,  ausgesprochen  ist.  Ein 
paar  Beispiele  solcher  Differenzialgleichungen  sind  noch  folgende. 
Fig.  62.  Für^ine  auf  rechtwinklige  Co- 

ordinaten bezogene  Cutve  sei  OM 
=  d?,  MP  =  y  (Fig.  62),  JtfÄ  senk- 
recht auf  dem  Radius vector  OP^  BS 
senkrecht  auf  OM  und  die  Gerade 
S  P  die  Tangente  im  Punkte  P,  also : 
X — ycotx  =  xcos^u^ 

wennt=/^MSPnnäur=jf^MOP. 
Die  Differenzialgleichung  der  Curve 
lautet  dann : 
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_      da  _     /       X        Y 
^  dy~  ""VVor^+y«/ 
oder,  wenn  sie  auf  die  in  Nro.  1)  betrachtete  Form  gebracht  wird: 

^_2Üi! L  I  JL 

dx  xy  y      '"    Ä  * 

X 

Die  Substitution  y  =  xt  giebt  weiter : 

X 

und  die  Gleichung  der  Curve  ist  daher,  wenn  noch  der  Gleichför- 
migkeit wegen  C  =  —  l  (a^)  gesetzt  wird : 


»='1A(?> 


Für  X  <^  a  ist  y  imaginär,  für  x  =  a  wird  y  =  0,  und  von  hier 
ab  wachsen  die  Ordinalen  ins  Unendliche.  Die  Curve  besitzt  vier 
Wendepunkte  an  den  Stellen  x=y=^  aV^ e. 

Fig.  G3.  Für  eine  zweite  Curve  gelte  folgende 

I  Tanguntenconstruktion.  Man  ziehe  (Fig.6  3) 

I V  ori  fii^m  Endpunkte  M  der  Abscisse  des 

[Ctu'vtiiipunktes  P  eine  Senkrechte  auf  den 

Katliunvector  bis  sie   die  Ordinatenachse 

iD  T  sehneidet  und  dann  TP,  welches  die 

Tangente  sein  soll,  so  ist  die  Differenzial- 

Igleioluiiig  der  krummen  Linie: 

£j[ y^  — J?^  __  _2 1_ 

dx  xy  X  y  ' 

X 

Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus : 


d.v 
tdt  = , 

X 

und  mithin,  ist  für  C  =::  l  (a-)  : 

y 


<2  =  (?—  /(jr2), 


-'V'(S) 


die  Gleichung  der  Curve.     Letztere    besitzt    eine   scüleifenformige 
Gestalt,  ähnlich  jener  der  Lemniscate.  • 

n.     Die  Trennung  der  Variabelen  gelingt  auch  bei  der  fol- 
genden Gleichung: 


3) 


f^  +  ^y  =  x., 
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worin  X  und  X^  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen.  Denken  wir 
uns  nämlich  y  als  Produkt  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v,  setzen 
also: 

dy  du    .        dv 

^  ^      da  dx^      dx' 

so  geht  die  Gleichung  3)  in  die  folgende  über: 

»(i"+-)+("t-^-)=«- 

Diese  ist  offenbar  erfiillt,  wenn  die  noch  unbekannten  Funktionen  u 
und  V  den  Bedingungen: 

dx    ^  dx 

genügen.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  durch 
Trennung  der  Variabelen  imd  nachherige  Integration: 

^  =  —  Xdx,         luz=zC-^  jXdx, 

Q 

oder  wenn  e     =  jfc  gesetzt  wird: 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  unter  Benutzung  des  für  u  gefun- 
denen Werthes: 

dx  u  h 

V  =  Const.  -^  j  f  Xi  e+f^^dx. 
Vermöge  der  Gleichimg  y  =  uv  wird  nun  fiir  k. Const  =  K: 
4)  y  =  (e-/^^)  .  (K  +fx,  e+f^^^  dx), 

wo  es  nicht  nöthig  ist,  den  angedeuteten  Integrationen  Constanten 
beizugeben ,  weil  letztere  in  K  vereinigt  sind. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte 
xy  von  der  Ordinatenachse  ein  Stück  abschneidet,  das  aus  der  vierten 
Proportionale  zu  a,  Xy  y  und  aus  einer  Linie  b  besteht,  wobei  a  und 
b  gegebene  Geraden  bezeichnen.  Die  Differenzialgleichung  ist  dann: 

dx  a       ' 

oder ,  wenn  sie  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  gebracht  wird : 

dx'^  \  a  X  r  x' 
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man  hat  weiter : 

X-=. :  — ,    /  Xdx  =  —  —  Zo?,     X\  =  -~ — , 

a  X    J    ^  a  x' 

und  folglich  nach  Nro.  4): 

y  —  xT^'^K—hJ'^  e«dfarj. 

Um  die  noch  übrige  Integration  auszuführen,  sei  o;  =  a^;  es  wird 
dann  bei  theilweiser  Integration: 

=v!-T-«'+"<4 

a 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  der  Werth  von  t  =  —  restituirt  wird: 

a 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

III.    Zu  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  auch  die  allgemei- 
nere Gleichung: 

worin  f(y)  eine  Funktion  von  y  allein  und  /'  (y)  ihre  Derivirte  be- 
deutet, mittelst  der  vorigen  Fornaeln  integrirt  werden  kann.>   Für 
f(y)  =  ^,  also  /*(y)dy  =r  dz  wird  nämlich  aus  5): 
dz 

diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  3)  überein,  man  findet  daher  z 
nach  Formel  4),  und  weil  z=:f(y)  war,  so  ist  die  Integralgleichung: 

6)  /(y)  =  (e-/X<fa)  .  (k  -f  Jx^e^f^^d^, 

woraus  y  entwickelt  werden  kann,  weim  es  nöthig  sein  sollte. 
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§.  100. 
Vom  integrirenden  Faktor. 

I.    Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennmig  der  Variabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
zialgleichung  von  der  Form: 
1)  y(a?,y)dfa?-|-^(a?,y)<fy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differenzial  einer 
Funktion  /(a?,y),  ist  also: 

g>(a?,y)dfa7-f  ^(4?,y)dfy=  r^dx  +  -^dx^  =  df^ 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn  f(je^y)  =  Conat. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Difierenzialgleichung: 

d  dx  -\-  y  dy  :s=:  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie   mit  der   Gleichung  d(jßy)  =  0 
einerlei  und  folglich  ay  =/  ConsL  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlicheren  Werth  als  den  eines  blossen 
qper^ti  erhalten,  so  sind  offenbar  zwei  Aufgaben  zu  losen;  man  muss 
erstlich  ein  Kriterium  angeben,    mittelst   dessen    sich   entscheiden 
lässt,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung   1)  ein  Tollständiges  Diffe- 
renzial ist  oder  nicht,  und  man  hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  | 
Fall  sein  sollte,^  die  zu  Grunde  liegende  Funktion /(j;,^)  und  damit                     |  ' 
die  Integralgleichung  selbst  zu  entwickeln.    Zur  Lösung  dieser  Auf-  |  1 
gaben  dienen  folgende  Erörterungen:  { 
Die  Unke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 
q>,dx  -^  '^.dy 
ist  mit  dem  totalen  Differenziale  von  /,  d.  h.  mit 

^dx  +  ^dy 
Ix        '    3y 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen: 

Tix         ^'       ly         ^ 
stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Bezie« 
hung  duf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  so  entstehen 
die  neuen  Gleichungen: 

"by  Ix        Sy*       ly'bx        Ix^ 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  3  in  §.18);  es  muss  daher  s 
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2)  l±  =  l± 

Bein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  ^,dx-\-i^,d^ 
das  vollständige  Differenzial  von  /.    Um  die  letztere  Funktion  zu  be- 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  --^=y,  aus  welcher  folgt: 

o  X 

f  =  Jq>.dx-\-K, 
wo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Constante  bezeichnet ,  die  von  x  frei  ist ,  demohn- 
geachtet  aber  ^enthalten,  also  eine  Funktion  von^  sein  kann.  Sie  be- 
stimmt sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf jf 
difFerenzirt ,  wodurch: 

ly        J    ly  ly 

entsteht;  dies  muss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher: 

folglich : 

K=C+ß.äy-fäyß^ä.. 

In  den  früheren  Werth  von  /  substituirt ,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  =  0,  nämlich : 

3)  C-^  J  (p.dx-{-J  if.dy  —  Jdy  J  ^dx=zO, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differenzial  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differenzialgleichung  erfüllt: 

..    ,.  ,  i^'^+y)dx  +  (y^+x)dy  =  0, 

namlich : 

^(p    y^ 

Sy  Sa?' 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

J  <p.dx  =J  (x^^  +  y)dx  =  -^-pj  -f  xy, 
J  ^,dx  =j  (f  4-  x)dy  =  ^-p^  -f  xy, 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 
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«w+1  „n+1 

'  wi-j-1  '  n+l  '  ^ 
II.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkonmien,  dass  eine  Differen-' 
zialgleichung  zwar  durch  Differenziation  einer  Gleichung  von  der 
Form  /(j?,y)  ==  Const  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Be- 
dingung in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differenzial 
der  Gleichung  /  ==  Const  unter  die  Form : 

wo  9,  ^  und  X  Funktionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Faktor  %  weglassen,  weil  die  linke  Seite 
=  0,  %  aber  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung 9.dar-|-^.cfy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
DifFerenzial  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

der  Gleichung  —  =  Const  z.  B.  folgt 

—  dx  —  -^dy  =  — [y  dx  —  x  dy-]  =  0, 

oder : 

y  dx  —  X  dy  •=!  0\ 
in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
zial  und  in  der  That  ist  auch 

"by  Tix       ' 

in  der  zweiten  Form,  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 

gemeinschaftlichen  Faktors  —  zu  einem  unvollständigen  DifiTerenzial 

geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differenzialgleichung : 
5)  (p.dx -\- ip.dy  =  0 

vorkommenden  Funktionen  der  Bedingung  -— ^-  =  - —  nicht  genü- 

oy  ox 

gen,  so  würde  die  vorige  Integrationsmethode  immet  noch  anwend- 
bar sein,  sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Faktor  %  finden 
Hesse ,  nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4) ,  d.  h.  in 
ein  vollständiges  Differenzial  überginge ;  man  könnte  nämlich  q> .  % 
=  9^11  ^•%==^i  setzen  und  dann  mit  (pi  und  ipi  ebenso  wie  vorhin 
mit  9  und  ^  operiren.  Der  Faktor  ;u  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

Tiy  Tix 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differenzialquotienten ,  so  wird: 
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Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Faktors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differenzialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differen2dalgleichang 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren,  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speziellen 
Fällen  die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann.  Wäre 
z.  B.  die  gegebene, Differenzialgleichung: 
7)  (Xy  — -Xi)^^  +  ^y  =  0, 

wo  Xund  X\  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Funktion  von 
X  allein  denkt,  wodurch  -r-^  =  0  und: 


&x  j^ 

fXdx 
Xdx  ,  Z  =  « 


H^f^ 


wird.     Die  nunmehrige  Differenzialgleichung : 

fXdx  fXdx 

{Xy  —  X{)e         ci«4-«        ^y  =  0 

erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  fXdx 

q>  =  iXy  —  Xi)e         ,     if  =  e 

gesetzt  wird;  zugleich  ist: 


fXdx  r       fXdx 


r  n    JXdx  r 

j  (p.dx  =  y   I  Xe  dx  —  /   Xx 


dx^ 


fXdx 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n       JXdx 

8)  C-\'ye  —  /  -Xi  6  da?  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  99^  !!•  gefiinden 
wurde. 
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§.  101. 
Differenzialgleichungen    verschiedener    Grade. 

I.    Wir  haben  bisher  solche  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
nung behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -r^vor- 

kamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  Vom  ersten  Grade, 
oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  es  könnte  aber  der  Fall 
eintreten,  dass  die  gegebene  DifFerenzialgleichung  höhere  Potenzen 

von  -^  enthielte,  und  es  würde  das  Schema  einer  Differenzialglei- 

chung  erster. Ordnung  und  nten  Grades  folgendes  sein: 

"  (^)"+<j^r+K-ifr+...+.^,if+.=o, 

worin  jp^,  i^,...-P^__i,  F^  Funktionen  von  x  und  y  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen DifFerenzialgleichung  besteht  darin ,  dass  man  die  Gleichung 

dy 
in  Beziehung  auf  — r—  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 
cLx 

gemeinen  n  verschiedene  Werthe  A?  ^iv/ni  sämmtlich  Funktionen 
von  X  und  y,  erhält  und  nachher  die  n  Differenzialgleichungen: 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.    Nennen  wir: 

3)    9>i(«,y,Q)  =  0,     Va(4?,y,Ci)  =  0,...9?„(ar,y,C;,)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differenzialgleichungen,  so  ist  jede  ' 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Difflerenzialglei- 
chung;  die  allgemeinste  Lösung  derselben  entsteht  nun  durch  das 
Produkt: 

die  Allgemeinhei|;  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt ,  wenn  man  Q  =  Q . . .  =  C^  =  C  nimmt ;  denn  setzt  man  der 
Reihe  nach  jeden  einzelnen  Faktor  des  obigen  Ausdruckes  =  0  und 
giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe ,  so  erhält  C  unter  .Anderem 
auch  die  Werthe  Q ,  C^ ,  ...  C^  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differenzialgleichung : 

SchUmileh,  Analyiii.  29 
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Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differenzialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle:  ' 

dx  a  da     ^        a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder  wenn  Ci  =  C2  =  C  genommen  wird : 


ic^ 


6)  (y   _|_   Q*   _   J   ^   =   0. 

.  II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit, 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vorthet 
baft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf«  zu  reduziren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen : 

')       »=*('.i^)«^"=''(>.-5!-> 

dy 
wobei  -r^  kurz  mit  y'  bezeichnet  werden  möge,    und    sie    in  der 
dx 

neuen  Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren.     Aus  y  =  ^(jc^y')  er- 

giebt  sich  auf  diese  Weise : 

d.  h.  eine  Differenzialgleichung  zwischen  den  beiden  Variabelen  x 
und  y* ;  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
f(jß^y* ^C)  =  0,  welch*  mit  y  =  €>(af,y')  verbunden  dienen  kann, 
lim  dureh  Elimination  von  y*  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 
zu  gelangen.  —  Ist  dagegen  die  gegebene  Differenzialgleichung  auf 
die  Form  a?  =  ^(y,yO  gebracht,  so  wird: 

-by        ^   "^        T^y*       '  dx' 
oder  wenn  man  die  Beziehung: 
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^  dx  dy         dx  dy  ^ 

in  Anwendung  bringt: 

Diese  Diflferenzialgleichung  enthält  nur  y  und  y',  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  fXjy^y^^C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigeii  Gleichung  x  =z  W(t/^y')  die  Variabele  y'  eliminict^ 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wir,d.  Nennen 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes;; 
sa  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der'  a^ 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein ;  diese  Bemertimg  liefert 
die  Differenzialgleichung :  . 

oder  aufy  reduzirt: 

Die  Differenziation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beideßeitiger  He- 
bung von  y*: 

12)  o  =  L--^=f=,|i^, 

(      yi-|-y2  3)  dx 

und  daraus  folgt  entweder: 

13)  4^=0,     oder  'x—  ^,     i^i      ,  =  0. 

^*  y  i-f.y'2  3 

Die  erste  Gleichung  giebt  y^  ^:^C  und  durch  Substitution  in  Nro.  1 1) : 
y  =  Ca? 


l+C» 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten 
an  einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Ge- 
raden =  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

1/1     r  ' 

Y  03  —  a?3 
2^'==  j , 

29* 
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mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 
y  z=  —  (cfi — aßy. 
Die  beiden  Integrale  der  Differenzislgleichung  sind  daher: 

CL  C  2  3  3 

y  —  Cd?  4-  ,  .  =  0  und  d?3   -f-  i/3  —  cß  =  0. 

in.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differenzialgleichong 
auf  die  homogene  Form : 

U-j     y»  +  f,(fy-'+f,(|)>»-=  +  .- 

...  +  ^.-.(|>+^„(|)=« 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwie- 
rigkeiten.   Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  -^  =  t  zu  setzen ,   -wodurch 

X 

die  Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form : 
15)  /(y',0  =  0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y'  oder,  wenn  dies  um- 
ständlich wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entw^eder  jf' 
=  ^  (0  ^^^^  t  =  ^  Q/O  zum  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =z  xt; 

dy  dt     ,  ,  dt 

dx  dx  ~   '       ^  dx 

und 

dx  dt 

X  —  y-r 

Hat  man  y^  durch  t  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  <, 
war  aber  t  durch  y  ausgedröckt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  y*  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist: 

/dt 

oder  auch: 

17)       j,  =  _j(y._o-i-y-^, 

und  man  Wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  y'  durch  t  oder  t  durch  y*  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X(0  ~f~  Const  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx=zx(y')-^Contt 
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und  e»  bedarf  noch  der  Elimination   von  y*  aus  der  vorstehenden 
und  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  s  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gleichung 
s  =  V  2a?y,  oder 

Vi 4-^2  dx  =  VTay 

verbunden  ist,  so  lautet  die  Differenzialgleichung : 

fnr  y  =  at  findet  sich  hieraus : 

^-        27=1        '    ^-'-    1^27-1' 

die  Gleichung  1 1)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle : 

lx=   I    ^^^~}^dt=C—l(l  —  t)—l ^[j 

^  (1—01/2*  ^  il  —  t)VU 

Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  Wegschaffung   des  Wur- 
zelzeichens (t  =  w2)  leicht  auszuführen  und  giebt : 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  lür  «  =  —   die  Gleichung 

der  Curve: 

1 

x—j  _  fV^—Yy^ 

wobei  e  I  ^  =  k  gesetzt  wurde.    Zur  Construktion  der  Curve  wür- 
den übrigens  Polarcoordina^ten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  Vma^-^ny^^  also  durch  Dif- 
ferenziation : 

'  Vwi«»-fny2 

und  verknoge  der  Substitution  y  z=  xt: 
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Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  y'  oder  t  za  rednziren; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  für  n  =  1 ,  man  findet  nämlich: 


und  nach  Formel  16): 

Vm         r      dt 


U  -       ^       f. 
Vm—l  J 


V  m — 1 
oder  wenn  C  =^  Ca  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet: 


Yü^ 


es  ist  übrigens  nicht  schwer ,  die  Gleichung  auf  ^  zu  reduziren ;  fiir 
m  :x:z  ^  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  {a  an  die  Stelle 
von  a  treten  lässt,  hat  man 


§.  102. 
Die    singularen    Auflösungen    der    Differenzial- 
'   gleichungen. 

In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten 
wir  der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differenzialglei- 
chung  zwei  Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  wiHJtür- 
liche  Constante  besäss,  die  zweite  nicht;  aus 

folgte  nämlich: 

aC  a  2  2 

2)  y  =z  Ca  —  -^  und  auch  o;^  -j-  y^  =  a^  ; 

da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  enthält,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speziellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;    dies  ist    aber  nicht  der  Fall  und  man    muss 
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daher  die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende 

betrachten.     Wie  nun   eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflö-  ^ 

sung  einer  Difl^erenzialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zu- 

sapnimenhängt ,   wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir 

an  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  1)  anknüpfen.    Die 

Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  ist  bekanntlich  von  der  Form 

y  =z  Cx  -^  c ;    soll    das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende 

Stück  derselben  die  Länge  a  besitzen,  so  muss  aus  leicht  zu  über- 

aC 
sehenden  geometrischen  Gründen  c  =  —  -/===,  mithin: 

3)  y—  Ca-i-  ;,  ""^       =  0 

die  Gleichung  der  Geraden  sein.  Eine  zweite  Gerade  der  Art 
wäre: 

4)  ,_Q.  +  ^=0; 

aus  beiden  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittes der  zwei  Geraden  bestimmen,  welcher  der  Aufgabe  zufolge 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Tangenten  an  der  gesuchten 
krummen  Linie  ist.  Dieser  Punkt  wird  selbst  zu  einem  Curven- 
punkte ,  wenn  die  Tangenten  in  einander  fallen ,  also  Q  in  C  über- 
geht ;  dieser  Process  wird  aber  dadurch  angedeutet,  dass  man  C-j-  d  € 
für  Ci  schreibt  und  sich  an  die  bekannte  Regel /(C -|- dQ  z=f(C) 
-f-  df(C)  erinnert;  demnach  ist  die  Gleichung  4): 

Benutzt  man  hier  die  Gleichung  3),  dividirt  na-chher  mit  dC  und  be- 
achtet, däss  es  sich  um  eine  partiell  auf  C  bezügliche  Differenziation 
handelt,  so  kann  die  Gleichung  4)  durch  die  folgende  ersetzt  werden : 

Die  Gleichungen  3)  und  5)  repräsentiren  jetzt  zwei  unendlich 
naheliegende  Tangenten  der  gesuchten  Curve;  man  findet  daraus: 
a  .  aC^ 

als  Coordinaten  ihres  Durchschnittes,  d.  h.  eines  Currenpunktes ;  die 
Elimination  von  C  giebt  endlich  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 
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selbst,  d.  h.  die  Gleichung  deir  Curve: 

Kommt  es  nur  auf  die  letztere  an,  so  konnte  man  sich  die  Auf- 
suchung tier  Werthe  von  a  und  y  ersparen  und  die  willkürliche  Con- 
stante  C  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  3)  und  5)  eliminireo« 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  zu  übertragen,  wo  bei  der  Integration  einer  Differenzialglei- 
chung  -F(«,y,yO  ==  0  bereits  zu  einer  Integralgleichung: 

6)  /(^,y,O  =  0 

gelangt  ist,  welche  eine  willkürliche  Constante  in  sich  enthält.  Wir 
denken  uns  nämlich  /(a?,y,(7)  =  0  als  Gleichung  einer  Curve  und 
den  beliebigen  Parameter  C  als  stetig  veränderlich;  die  Gleichung 
/(d?,y,(7-f-ff(7)  =  0,  welche  mit  Nro.  6)  verbunden  in  der  Form: 

^  ^c       ~ 

dargestellt  werden  kann,  bedeutet  jetzt  eine  unendlich  naheliegende 
CurVe  derselben  Art,  welche  gleichfalls  die  in  der  Differenzialglei- 
chung  jp(a?,y,y')^=  0  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt.  Dieselbe 
Eigenschaft  muss  auch  dem  Durchschnitte  der  beiden  Curven  6)  und 

7)  zukommen,  also  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  aus  den 
Gleichungen  6)  und  7)  entwickelt  und  unter  den  Formen  a=q)  (C), 
y  z=z  ip  (C)  dargestellt  werden  könnten.  Was  von  einem  solchen 
Punkte  gilt,  gilt  von  allen  den  Punkten,  welche  entstehen,  wenn 
man  sich  die  ganze  Schaar  der  gleichartigen  Curven  von  stetig  ver- 
änderlichen Parametern  aufgezeichnet  und  die  Durchschnitte  je  zweier 
Nachbarcurven  construirt  denkt.  Alle  diese  Durchschnitte  bilden  in 
continuirlicher  Folge  eine  neue  krumme  Linie,  die  sogenannte  Um- 
hüllungscurve  jener  Schaar;  ihre  Gleichung  findet  sich,  indem 
man  C  aus  den  Gleichungen  x  ==  q>  (C)  und  y  =  if  (C),  oder  kürzer 

aus  den  Gleichungen  /=  0  und  r-7;  =  0  eliminirt;    sie  enthält  C 

nicht  mehr  und  ist  eine  singulare  Curve  mit  der  durch  F(x ,  y  ,  y) 
=  0  charakterisirten  Eigenschaft. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  ki*umme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke ,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse 
abschneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  o.  Die  Diffe- 
renzialgleichung  der  Curve  lautet: 

8)  yVl+y»  =  Vaix+yy'); 
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zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  yorigen  Paragraphen  un. 
ter  Nro.  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist   es  am  vortheil-; 
haftesten,   auf  x   zu  reduziren,   weil  die  Entwickelung  von  y  eine 
'      quadratische  Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun : 

;    9)  yHi+y')-«yy'  =  ö^i 

und  hierauf  folgt  durch  Differenziation ,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen: 

dx        ^  '         dx         ^    dy 
Gebrauch  macht: 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden : 

10)  yy'|^  =  -(i+y"),       ^yy'  =  a, 

welche    durch  Trennung   der  Variabelen  integrirt  werden  können. 
Die  erste  Gleichung  giebt: 


fy'dy'      •  fdy^ 

J  1+«'«-       J    «' 


oder  |Kl-|-y")  =  —  ^y  -\-  ConaU,  d.  i.  wenn  Const.  =:  Ik  gesetzt 
wird: 


k      ,     Vi^—i 


YTT7*  =  A  y'  = 


das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden: 

k^  z=  a  ix  -j-  Vjk2— y2) 

oder  far  k^  =  ac^  wo  nun  o  die  willkürliche  Constante  bezeichnet: 

11)  ix  —  c)2  +  y2  =  ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y'  =  -— ,  und  durch  Sub- 
stitution  in  Nro.  9) : 

12)  y^  —  ax  =  \a^. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres, 
welches  man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  aUeiten  kann, 
indem  man: 

/(a?,y,c)  =  ix—cy-j-y^—ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

_  —  2ix-c)  -  «  =  0 
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elüuinirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  «  -(-  Ja,  und  in  die  vo- 
rige Gleichung  eingesetzt: 

|a«  +  y«  — a(«+|a)  =  0, 
was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
scissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 
ist,  yac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel 
eingehüllt. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,    dass   nicht  immer  eine 
singulare  Lösung  vorhanden  zu  sein  braucht,  namentlich  fehlt  sie 

immer  dann,  wenn  die  aite  den  Gleichungen  /==  0  und  — —  =  Oge- 

zogene  neue  Gleichung  nur  einen  speziellen  Fall  der  Gleichung  / 
=  0  darstellt. 


§.  103.. 
Integration     durch    Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differenzialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der 
Willkür  nichts  überlassen  und  wenigstens  in  i  vielen  Fällen  mit 
Sicherheit  zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale 
führen.  Will  aber  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  trotz 
der  Anwendung  aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man 
zu  anderen  Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter 
darin  besteht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und 
versucht  wird ,  ob  sie  der  Differenzialgleichung  genügt ;  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differenzialgleichung  mit  solchen  Differenzialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind, 
es  ist  dann  immer  zu  erwarten ,  dass  auch  das  Integral  ungefähr 
dieselbe  Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirekte  Verfahren  i^t  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
renzialgleichung : 

1)  ^^         I         ^y        —  A 
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in  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  insofern  umständlich  werden  würde ,  als  sie  mittelst  ellip- 
tischer Funktionen  ausgeführt  werden  müsste.  Um  eine  Andeutung 
über  die  Form  des*  Integrales •  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst 
den  speziellen  Fall: 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt: 

3)  Aresina  -\-  Arcsiny  =  Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber 
in  der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  offenbar  wieder 
einen  Bogen  aus,  nennen  wir  [i  dessen  Sinus,  so.  kann  Const. 
=  Arcsiny  gesetzt  werden,  wo  [i  die  neue  willkürliche  Constante 
bezeichnet.  Statt  der  Gleichung  Aresin  x  -f-  Aresin  y  =  Aresin  fi 
kann  auch  die  folgende: 

sin^Arcsinx  -(-  Arcsmy)  =  fi 
gesetzt  werden,    wo    man   linker  Hand   die  bekannte /Formel    für 
sin(u  -f-  v)  in  Anwendung  bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  a?, 
cosu  =  V1  — a\  sinv  =  y,  eosv  =  V  1 — y^  berücb<ichtigen  muss. 
Das  gesuchte  Integral  ist  demnach : 

4)  ^  x  V  1— y2  +  y  YT^^^  =  f*. 

Will  man  es  in  rationaler  Form ,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  daf gestellt  sehen,  so  kann  dies,  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

fi2  =  aj2  -j-  y2  —  2d?2y2  -j-  2xy  V  l—a^  V  1— y2^ 

5)  ^2  _  (j.24.y2)  =  2ä!y{Vl-x^  Vl—y^  -  xy}. 
Fehrner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  — ^2==(l_^2)(l_y2)_2^yyi_^2    l^tnp  +   -,2y2, 

wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vl  —  ll^  =  Vi— a?2  V  i_y2  _  ay. 
Durch  Substitution    dieses  Ausdruckes    in   die    Gleichung  5)    wird 
letztere  rational,  nämlich: 

^^  4-  2/^  +  2  Vi— fi2  ory  —  ^2  =  0, 
oder  för  (i^  ^=1  —: 

Ar 

6)  A(«2+y2)^  2VA(A— l)^y—  1  =  0. 

Das  Integral  der  Differenzialgleichung  2)  ist  demnach -eine  in  Bc- 
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Ziehung  auf  x  und  y  rationale  und  symmetrische  Funktion  zweiten 
Grades.  —  Kehren  wir  nun  su  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zu- 
rück, so  liegt  die  Yermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symme- 
trische Funktion  vierten  Grades  sein  »werde,  also  von  der  Form: 

7)         /(ar,y)  =  Ax^y^  +  B^x^-^y^  J^  2Cxy  -  l  =  0, 

worin  die  CoefHcienten  A^  B  ^  C  vor  der  Hand  noch  unbestimmt  blei- 
ben mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der  Diffe- 
renzialgleichung  genügt,  geben  vir  f(x^y)  die  beiden  Gestalten: 

f=XAy^^B)x^+2Cy.x+iBy^-l)  =  Yx^-{-2  Yi^-f  Y,, 
/=  {Ax^  +  B)y^'i-2Cx.y-\-(Bx^—l)  =  Xy^-^2Xy^y+X^, 

worin  F,  li,  1^,  X,  Xi,  -X*2  zur  Abkürzung  dienen,  und  ent- 
wickeln die  beiden  partiellen  Differenzialquotienten : 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  fix^y)  =  0  folgende 
DifFerenzialgleichung : 


so  wird : 


oder: 


oic  ^y 

(Yx-i-  Y,)dä!-^iXy-^XOdy  =  0, 


8)  ^^     4.     ^y     —  0 

^  Xy-^X^  ^  r^+  Y,  —    ' 

Die  zweite  Form  /=  Xy^^2Xiy'^X2  =  0  giebt  femer,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichimg  behandelt: 

Xy  +  X^=  VX,^—XX^ 

ebenso  die  erste  Form: 

Yj?  -j-  Fl  ==  VYi»— YYa 

und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  erhält  man : 

9)  .^f +v       ^'  =0 

VXi^  —  XX^        V  Yi2—  YY^ 

als  die  Differenzialgleichung,  welcher  die  in  Nro.  7)  gemachte  An- 
nahme genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ur- 
sprünglichen Differenzialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1) 
und  9)  identisch  wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X^  Xi  ,\^ ,  Y, 
Ii,  Y^  hat  man  statt  Nro.  9)  zu  setzen: 
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woraus  durch  Vergletchung  mit  der  Differenzialgleichung : 
dx  y  dy 

Vl+ax^+hx^        Vl4-ay2-|_^y4 
folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  A  —  B^-\-0  =  Ba,A  =  ^L 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  -4  =  —  ft, 
C  =  V^B^-f-^Bo-f-^,  der  dritte  (ß)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung: 

12)  Ax^y^  +  5(a?2+y2)  -f  2C^y  —  1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  A^  B^  C  den  in  1 1)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann^  dass  C'riß^ell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  .ist  noch  die  irrationale 
Form  des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem 
Wege.  Sei  \-\-ay^-\'hx^  =/(a?),  so  hat  man  nach  dem  Früheren: 

Xy+X^  =  yXi^—XXi  =  Vb\/  1^^—^^+^  x^-^Ax* 

=  VbY7(x)'. 
oder  umgekehrt: 

VTW  =  SH^  „d  vr?w  =  ■^. 

Vermöge  der  Werthe  ^on  X^  Xi^  Y,  Yi  findet  man  hieraus  sehr 
leicht : 

d.i.  wenn  man  nach  Nro.  12)  1  —  Ax^y^  für  B(x^-\-y^)  +  2Cxy 
schreibt : 

oder  endlich,  weil  A  =  —  b  und  B  eine  beliebige  Constante  war: 

18)  'Vm  +  yVm  ^  e^. 

^  l  —  bx^y^ 
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Diese  Integralgleichung  ist  fiir  die  Differenzialgleichung  10)  das- 
selbe ,  was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Difierenz^ialglei- 
chung  2) ;  in  der  That  werden  beide  fiira  =  — 1,^  =  0  identisch. 
Die  Diiferenzialgleichung  10)  steht  in  genauem  Zusammenhange 
mit  der  Theorie  elliptischer  Integrale;  betrachten  wir  nämlich  die 
Gleichung : 

X 

14)  Aix)=   f-j. = 

als  Definition  der  transcendenten  Funktion  A  (x) ,  und  verlangen  wir 
die  Angabe  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung: 

15)  Aix)  +  A(y)  =  Ai8)  ' 

für  ein  gegebenes  constantes  a  bestehen  kann,  so  giebt  die  Diffe- 
renziation: 

+  w-    ±     ...  =  0, 


V(l— a?2)(l— fc2a?2)    ^     V(l— y2)(l— ifcV) 

d.  h.  eine  Gleichung,  welch^  mit  der  Differenzialgleichung  10)  über- 
einstimmt, sobald  a  =  —  (l-f-fc^)^  h  ^=  k^: 

/(ar)r=  (1  — j?2)(i  ^k^x^) 
gesetzt  wird.     Das  Integral  derselben  ist  folglich: 

l  —  k^x^y^ 
und  hier  bestimmt  sich  die  Constante  durch  die  Bemerkung,   dass 
fiir  y  :=  0,  x  in  8  übergeht;  dies  giebt  8  =  Consta  also  mit   dem 
Vorigen : 

^Vm  +  yVm 


^^^  *~  1— fc2«?2y2 

als  Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung  15),  oder  der  mit  ihr 
identischen: 


17) 


X  y  8 

f    dx  f   dy      ^    f_  ds 

J  VHx>i  '^  J  V7ÄÄ        J  \ 


Das  vorstehende  Resultat  ist  nichts  Anderes,  als  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art;  für  x  =  8in  y,  y  =  sin  ^, 
8  =  sin  (O  wird  nämlich  V/(a?)  =  C08  <p  V  1 — k^sin^q)  =  cos  (p . 
^(9)),  die  Gleichung  17)  geht  in  die  folgende  über: 

F(9))  -f  F(^)  =  Fim% 
und  besteht  unter  der  Bedingung: 
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sin  w  cosil;  jd  (^)  -4-  sin  thcosg)^  Qp) 

stn cu  — 1 . ...  .  *      .1  ■  ■■ 'f 

welche  mit  der  in  §.  86  entwickelten  Formel  15)*übereinstimmt. 

Dasselbe  indirekte  Verfahren   der  Integration  durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Diiferenzialgleichung : 

dos dy 

V  ao+«i  ^4"^  ^^+«3  a?3-|-a4a?4        YaQ-\-aiy-\-a2y^'}-asy^-j-a4y*^ 
und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,    doch  werden    die  Ent- 
wickelungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  104. 
Integration    durch    Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  grün- 
det sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  (fix) 
einer  Differenzialgleichung  Fije^y^y*)  =  0  in  vielen  Fällen  eine 
mittelst  der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurinin  Potenzen- 
reihen verwandelbare  Funktion  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch 
möglich  sein  muss,  von  der  Diiferenzialgleichung  aus  zu  derselben 
Reihe  zu  gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem 
Theoreme  von  Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für 
€pQc)  existirt: 

1)  ()p(*)  =  9'(*o)+9''(*o)  '-^  H-rC^o)  ^^777^'+ 1 

wo  ^0  einen  beliebigen  Spezialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differenzialgleichung  F(jc^y^y*)  auf  y' =  q)' (os)  reduzirt,  in- 
dem wir: 

y'  —  q>'(ä!)=fiix,y) 
setzen,  so  würde  die  successive  Differenziation  dieser  Gleichung  zu 
Ausdrücken  von  folgender  Form  fuhren: 

9''(a?)  =/3(a?,y)  ,         <p^*'Qx)=if^(as,y)  u.  s.  w., 
und  für  a  =  Xq  würden  aus  den  bisherigen  Gleichungen  die  nach- 
stehenden werden: 

2)  9?'  (^o)  =  /i  («0 ^ yo)  ^         9"  («o)  =  /2  (^0  ^yo)  a-  s.  w., 

in  welchen  Yq  den  individuellen  Werth  des  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  =  Xq  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun: 
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3)  y  =  yo  +/i  (^0  ,yo)  ~^  +/2 (*o , yo) '   ~>J^ 

und  wenn  die  Reihe  reohter  Hand  convergirt,  so  ist  diese  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz- der  Reihe  ein  Zeichen  sein^ 
dass  y  e^ler  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  9'(*)=y'  =  l+A(y  — ^), 
so  giebt  die  successive  Differenziation : 

9"(^)  =  y"  =  A(y'  — 1)  =  A2(y— *), 
9'"(*)  =  y'"  =  AHy'— 1)  =  A»(y— ar)  ' 
u.    s.    w., 

und  fiir  Ä  =  «0^     V  =  Vo* 

9'(^o)  =  1  +  i(yo  — «o)> 
9"(*o)  =  ^Hyo  — ^oX 

u,    s.    w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

oder  auch: 

y  =  A  +  (y^,  — a?o)|lH j -^  H Y^i T-'T 

Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  lässt  sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  ^  +  (yo  — ^o)  e^^^-^^  =  0?  -f-  (yo  —  «o)<J""^**  <?^i 
d.  i.,  wenn  der  constante  Faktor  mit  C  bezeichnet  wird: 

5)  y  =  «  +  Oe^, 
was  man  auch  direkt  leicht  finden  könnte. 

Statt  der  Taylor'schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  ^0  =  ^)9  ^^  welchem  Falle  y 
die  Form  A^^-^Äia  ~|~  Ä^x^-^  etc.  erhält ;  die  Coefficienten  lassen 
dich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  d&ss  man 
die  für  y  angenommene  Form  in   die  gegebene  Gleichung  substi- 
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tuirt  und  wie  im  vorigen  Paragra{)hen  die  resultirende  Gleichung 
zu  einer  identischen  macht.    Sei  z.  B.: 

6)  y'+y«=/W 

die  gegebene  Differenzialgleichnng  und  f{x)  eine  Funktion   von  der 
Form  flfo  -(-  fli  a?  -f-  Ol  a?2  4"  ^^'i  ^  giebt  die  Annahme: 

7)  y  =  ^  4"  ^1*  +  -4^^  +  -^«^^  +  .... 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

1 -41+^24.(2^2  4-2  ^^i)«+(3^+ 2  ^4, 4-^iV^+.... 

=       «0     +  ^*  +  <h^^    4" 1 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^^  x^,  x^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefücienten  besitzen ;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach : 

8)  ^1  =  oo  —  ^^     Ä^  =  1(01  —  200-44-2  A^)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Ooefficienten  mit  Ausnahme  von  Ä^  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus 
Setzung,  dass  die  der  Differenzialgleichung  F(ß^y^y*)  =  0  genü- 
gende Funktion  y  =  9  (4?)  in  eine  Reihe  von  der  Form  -^o  4"  -^i  * 
4"  ^2*^  4"  ®*<5.  verwandelbar  sei,  und' .wird  daher  in  allen  den 
Fällen  unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rech- 
nung zeigt  dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  an- 
deren Annahme.     Ist  z.  B.: 

X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differenzial- 
gleichung, so  würde  die  Supposition  y  =  ^-f--4ia?4"'^**"f' ®*c* 
zu  der  Gleichung: 

Ay  4-  2^130?  4-  S^lgofa  4-  ..,, 

=  2  —  ^  —  Ai—  A^x^  A^x^—  .... 

X 

fuhren,  welche  nur  durch  die  Werthe  ^  =  0,  -ij  =  1,  ilj  r=  ^3 
....  =  0  zu  befriedigen  ist.  Dies  gäbe  y  =2  x^  d.  h.  ein  partiku- 
läres Integral,  weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt,  um 
das  allgemeine  Integral  zu  finden,  machen  wir  die  allgemeinere 
Voraus'setzung : 

10)  yz=zAxf'-\-  ^ia?^+^4-4ja?i"+*4-  ...., 

welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

ScbUmilcli,  Analyrifl.  30 
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=  2  —^^."-1  —  .4i^."  —  ^2^'"+^— 

Dieser  kann  man  durch  fi  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

A 

-  +  A2  +  2Äsa;  +  2A^x^  +  .... 

t=  2 r ^2  ^8^  —  A^X^  .  ..., 

und  es  folgen  daraus  für  -4i ,  .42 ,  Ä^  etc.  die  Werthe : 
Ai=zO,      A2=l,      As  =  A^...  =  0, 

während  A  unbestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

11)  y  =  A  +  ^. 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt  in 
vielen  der  Fälle  bedienen ,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe  un- 
richtig wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme ,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Yortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  noch  ziemlich  einfache  Funktion  bei  der  Verwand- 
lung in  eine  Beihe  sehr  zusammengesetzte  Ooefficienten  liefert,  wäh- 
rend sie,  als  Quoti^it  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  com- 
plicirt  erscheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung: 

tana  =  -4i  a?  -j-  A^x^  -{'  -4ö  ^^  "t"  •  •  •  • 
die  Grössen   -4i,  A^^  A^^  ....   von   sehr   verwickelter    Zusammen- 
setzung, während  die  Ooefficienten  in: 

*     ainx         hiX  —  bgX^-\-bKX^  — .... 

tan  X  = = — 7^ — " 

cosx         oq — a^x^-j-a^x^ — .... 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tan  x  für 
alle  07,  die  erste  dagegen  nur  fiir  solche  argilt,  welche  zwischen — Ijr 
und  -f-  I Ä  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eingetretene  Verfah- 
ren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Diflferenzialglei- 
ohung : 

12)  .    ^      ^    y*+y^  =  Xx 

behandeln,  welche  den  direkte!}  Methoden  Trotz  bieten  un;!,  aaf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  überseh- 
barem Bildungsgesetze  liefern  würde.   Bezeichnen  wir  mit  ^(x)  und 
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i^(*)  zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen: 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über: 

^(4?)"'"  ^(ä?)^  ^' 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  9>(^)  =  if'ix)  setzen;  wir 
erhalten  nämlich: 

^*'^^}  =  Ix  oder  ^'H^)  =  ^^  ^W- 
tp(x) 

Die  weitere  Annahme: 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2^2  +  2.3^3^  +  3.4^4aj2_|_  4.5^16^^  +  ••.. 

=1  AqIx  4"  Ä^ix^  4*  Ä^Xx^  4"  — 9 

und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

^2  =  ^5  =  -^8  =  ^11   . . .  =  0, 
A     —      ^      A  A     __Ü_  A     —  _ü_ 

^  —  2.3^'         ^  —  2.3.5.6'        -^  —  2.3.5.6.8.9'-" 

. A_  ^    __Ü_  A3 

^*  —  3.4"*^'  ^'  —  3.4.6.7  ^^^—  3.4.6.7.9.10'-- 
welche  nach  einem  leicht  zu  erkennenden  Gesetze  fortschreiten;  A^ 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnung  ein: 

^  —  ^  +  2.3  +  2.3.5.6  +  2. 3. 5. 6. 8. 0"'"""' 

X  -  ^  4-  ifi  -4-      ^'^'      4.  ^^^^^  '        4.- 

^1  — «^-rg^-rg^ey-T-  3.4.6.7.9.10  "»••••' 

wo  JTq  und  Xi  die  Summen  zweier  jederzeit  convergirender  Beihen 
sind,  so  haben  wir: 

^(^)==^^4-^iXi, 
und  der  Werth  von  y  =  9)(^) :  ^  (a?)  =  i^'  (ar) :  ^  (x)  ist : 

_^^o  4- JiJg'i 
'  4)  -^  4"  -^1  ^i 

oder  endlich,  wenn  der  Quotient  Ai :  .^o  mit  C  bezeichnet  wird : 

30* 
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14)  y  = 


2Dq  -f-  C-Ti 


-Xi  +  C-Xi 

In  ähnlicher  vortheilhafter  Form  würde  sich  die  allgemeinere  soge- 
nannte Biccati*8che  Gleichung: 

integriren  lassen ;  doch  versparen  wir  weitere  Untersuchungen  hier- 
über bis  dahin,  wo  die  Differenzialgleichungen  h&herer  Ordnungen 
behandelt  worden  sind. 
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Differenzialgleichungen  Hbherer  Ordnungen  zwischen  zwei 
Variabelen. 


§.  105. 
Differenzialgleichungen    zweiter    Ordnung;    ein- 
fachste   Formen. 

Eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  y  hat  im  Allgememen  die  Form : 

oder ,  auf  den  zweiten  Differenzialquotienten  reduzirt, 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher  y  als  Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutUchen,  wie  es  in  §.  98  bei  den  Differenzialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -^  als  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  da  mit  der  Abscissenachse 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  -j-—  einep 

dx* 

bestimmten    Werth    erhält,    sobald    x^   y^    und  -^  gegeben  sind; 

die  Construktion  der  fraglichen  Gurve  geschieht  dann  auf  folgende 
Weise.    Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  ^q  ^o  ^^^^  wähle  den 

entsprechenden  Werth  von  •^==y*  gleichfalls  willkürlich,  etwa=  yo'' 

dx 
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und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  y-j-  =  y"  ^  welcher  yo" 

heissen  möge ;  wäre  nun  y  =  (p(jß)  die  Gleichung  der  gesuchten 
Curve,  so  würden  für  unendlich  kleine  8  die  Beziehungen: 

y(x4-a)-y(^)  _  ^,(^)^ 

0 

y  (^4-2  a)  —  2  y(ar 4- a)  +  y(^)  _      ,,^  > 
oder 

9>(a?4-2Ä)  =  2^(0?+«^  — 9(a?)4-52  9''(x) 
stattfinden  und  dazu  dienen,  um  aus  ^(a?),  9>'(ar),  9"(«)  der  Reihe 
nach9(a?  +  Ä)  ^^'^  ip(jß-\-^S)  abzuleiten;  in  unserem  Falle  sind  für 
a?  =  äTq  jene^iV^erthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem 
Punkte  a?oyo  ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte 
Xijjx  und  «2^3  bestimmen  und  zwar  wären  die  Abscissen  derselben: 

ari=jro  +  *9         jTa  =  a?o*^-2^, 
und  die  Ordinaten: 

yi  =  yo  +  yo'*»  ^2  =  —  yo  +  2yi  +  yo"3^- 
Betrachtet  man  jetzt  2^2  ^^^  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  x^  yz ,  ^4  ^4  bestimmen  u.  s.  w.  Man 
ersieht  aus  dieser  Construktion ,  dass  die  gegebene  Differenzialglei- 
chung  das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  imendlichen  Menge  von 
gleichartigen  Curven  enthält;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  voll- 
ständig, sobald  ein  Punkt  x^y^  der  letzteren  und  die  Richtung  der 
Tangente  in  diesem  Punkte,  d.  h.  yo'  gegeben  oder  willkürlich  an- 
genommen ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  also  zwei  Grössen  in  der 
Bestimmung  von  y  beliebig,  d.  h.  das^  allgemeine  Integral  einer 
Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationscon- 
s tauten.  Dies  ist  auch  analytisch  leicht  einzusehen.  £ine  Glei- 
chung zwischen  x^  y,  y',  y"  würde  durch  einmalige  Integration  zu 
einer  Gleichung  zwischen  x^  y^  y*^  d.  h.  zu  einer  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung  werden,  welche  nach  den  früheren  Methoden 
zu  integriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf  es  im  Ganzen  zweier  Inte- 
grationen ,  deren  jede  eine  willkürliche  Constante  mit  aich  bringt, 
und  demnach  muss  das  gesuchte  y  yon  der  Form  9C^,C,Ci)  sein*). 


•)  Eine  Ausnahme  würde  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle  erleiden, 
wo  man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrales  das  singulare  Integral  nähme.    In  jedem   spezieHen 
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Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den  Weg  an,  der  bei  der  Inte- 
gration der  Differenzialgleichungen  zweiter  Ordnung  meistentheiU 
eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den  nachherigen  Beispielen 
sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differenzial- 
gleichung  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro.  2)  enthalte  a  allein, 
sei  kurz  f{x)  =  X^  mithin: 

Die  Gleichung  ist  offenbar  identisch  mit  —-  =  X^  woraus 

dx 

y = T.-f''^' + ^ 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht: 
y  =  j  dx  I  Xdx  -f  C^  +  Ci. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration: 

/  xXdx  =  X  j  Xdoc  —  I  da   I  Xda 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 


4) 


f  /  Xdx  —  /  xXda  -f-  Co?  +  Q. 


Zweite  Form.   Der  zweite  Differenzialquotient  von  y  sei  als 
Funktioh  von  y  allein  gegeben,  nämlich: 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck: 

d^  _^  dy^dy^  d^    ^ 

dx  dy     dx         dy 

eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung: 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singiüären  Integrale  der  Düferenzial- 
gleichung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln ,  indem  man  bei  der 
betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.  102  in  Anwendung  bringt;  eben- 
deswegen werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  singulären  In- 
tegralen keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y»  -^  =  y  oder  y*  d'y*  =  Ydy 
die  Yariabelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleiclmng  5)  ist  daher: 

iy«  =  Const.  +  /  Ydy  oder  y'  =  \ C-\'tjYdy. 
Vermöge  des  Werthes  von  y*  erhält  man  daraus: 

dx=  ^y 

VC-^-tJYdy 

und  durch  nochmalige  Integration: 

6)  *  =  f-j=Jä==  +  d. 

J  Vc+2fYdy 

Ein  für  spätere  Untersuchimgen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bildet  die 
Differenzialgleichung : 

Hier  ist  "IJ  Ydy  =  k'^y^^  mithin  das  vollständige  Integral: 

um  auf  y  zu  reduziren ,  bilde  man  daraus  die  Gleichung : 

und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht: 
y  =  \  U(*-<7.)_C*-*('-C.)j, 
d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Faktoren  . 

setzt,  wo  nun  A  und  B  ebenso  willkürliche  Constanten  wie   früher 
C  und  C\  sind : 

8)  y^Ae^-^Be"^''. 

Wäre  dagegen  die  Differenzialgleichung  gegeben: 


so  würde  man  2/  Ydy  =  —  Äj^y»  erhalten  und  daraus: 

X  =    I     .,      ^       r  4-  Ci  =  -r-  Arcain  r^  +  ^n 
o/  VC?— ib3y«     '  *  YC     ^ 

und  umgekehrt: 
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oder  wenn  man  auüöst  und  die  Constanten  ändert: 
10)  y  =  Äi  008 ka ']- Bi  sink X. 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  den  vorigen  dadurch  herlei- 
ten lassen,  dass  man  k  V  —  1  =  ki  an  die  Stelle  von  k  treten  Hess, 
die  Gleichung: 

e         z=:  coskx  x  istnkx 
benutzte  und  zuletzt  -4  -|-  5  =  -4i,  {A  —  B)t  =  Bi  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differenzialgleichung  enthalte,  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differenzialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also : 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich  t 
12)  dx  =  -^  also   s  =    I  —  4-  C. 

Um  femer  y  zu  finden,  hat  man: 


*)  Auf  das  obenentwickelte  Integral  der  Differenzialgleichung : 

l'äBSt  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Gleichung: 

-1  =z  ay  +  hx  +  e 

zurückfuhren.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt : 

y"  z=i  ay  +  hx  +  c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

dx* 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  den  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei  po- 
sitiven a  =s  -|-  jb*: 

und  bei  negativen  a  =»  —  fc*: 

y"  =«  Ai  C08  kx  +  Bi  sin  kx. 
Andererseits  folgt  aus  y"  =  ay  +  &x  +  <^  umgekehrt: 

y^Iillzl£ZZ±, 
a 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt ,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre  die 
Gleichung  allgemeiner  y*'  »  ay  -f-  %lf{x)^  so  würde  dieser  Kunstgriff  nichts 
helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches  in  §.107 
auseinandergesetzt  ist. 
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18)         dy  =  y>dx=.y'-^,  folgUch  y  =fj^  +  ^i- 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  a  und  y  ausgedruckt  durch 
die  dritte  Variabele  y' ;  eliminirt  man  sie  aus  beiden  Grleichungen, 
so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  a?,  y,  C^  Cj  übrig,  welche  das 
allgemeine  Integral  ist. 

Auf  %ine  Gleichung  von  der  Form  1 1)  fuhrt  z.  B.  das  geome- 
trische Problem :  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser C  eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Win- 
kel o,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinaten- 
achse  bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  abzuleiten.  Ist  nämlich  Q  =r  iP(Gi)  die  gegebene  Beziehung, 
so 'hat  man  vermöge  der  Bemerkung,  dass  c}  =  r,  tan(D  =  y*  und 

P  =  (1  +  y¥  :  y"  ist, 

^^"^P   ==  FUrctany% 
oder  umgekehrt: 

-'  FiArctany'y 

mithin  n«cli  den  Formeln  12)  und  13): 

/F(Ärctaay')  ,  ,    ,    „ 
— V'iy'  +  0, 

•^         (l-fy'2)5 

Betrachtet  man  nicht  y',  sondern  Ärctany*  =  €9  als  unabhängige 
Varial>ele,  setzt  also  y'  =  tan  cd  ^  so  gewinnen  die  obigen  Glei- 
chungen die  symmetrische  Gestalt: 

0?  =  .  /  jP((ö)C05O  d(0  -f-  -4, 

y  =    I  F(G})einG»  d(0  -f-  5, 

und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  GH  eliminiren. 
Für  Q  =  asecG»  z.  B.  ergiebt  sich  a  =  a(o  -|-  A^  yz^alsecm-^B 
oder: 

y  —  B  •=  alsec , 

a 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
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Eine  ähnliche  geometrische  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer 
krummen  Linie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  auszudrücken,  wenn 
der  Bogen  s  eine  gegebene  Funktion  des  Winkels  r  sein  soll,  den 
die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  Abscissenachse  ein- 
schliesst.    Aus  s  =  F(z)  folgt  hier : 

und  weil  t  =^  Arctany*  \ 

^j-p-  _  F^jArciany')  (1  +  ^^)^ 

~^  l+y'^  '  F{Arctany'>i 

Benutzt  man  die  Gleichungen  1 2)  und  13)  und  setzt  nachher  Breton  y' 
=  T  wieder  ein,  so  findet  man  sehr  leicht: 


üß  =   I  F*  (r)  cos  T  dt  -f-  A. 
y  =   j  F{t)8inx  dz  -|-  B. 


woraus  r  zu  eliminiren  ist.    So  erhält  man  z.  B.  für  s  =  ikcosti 

ce  —  ^  =  fc  (2  r  —  «n  2  r), 

y  —i  B  =  —  fc  C05  2  r, 
und  wenn  man  2r  mit  einem  einzigen  Buchstaben  t  bezeichnet, 
^  —  A  =  u^  y  —  JB  =  t;  —  k  setzt,  so  lehrt  die  Vergleichung 
mit  den  Werthen  von  u  und  v  auf  S.  66 ,  dass  die  gesuchte  Curve 
eine  gewöhnliche  Cycloide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden 
Kreises  ist. 


§.  106. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

Vierte   Form.   In  der  Differenzialgleichung    mögen    nur  a?, 

-^  und  -7-4  vorkommen ,  sie  sei  also : 
dx  da*  ' 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt: 

so  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  y'  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y*  eine  DiflTerenzialgleichung   erster  Ordnung ;  man  findet 
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darttos  y'  und  zwar  in  der  Form : 

3)  yi  =  -^z^z  9(a?),  mithin  y  =  I  q>(ai)dx-\-Con8t 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  ^Problem,  die 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vor- 
geschriebene Funktion  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa,  Q:=ifix). 
Die  Differenzialgleichung  lautet  hier : 

oder  auf  y''  reduzirt: 

dy^^a±y± 
dx  tpCx)     ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.   Die  Trennung  der  Variabelen  giebt: 

dy*        dx 

Durch  Integration  folgt  hieraus: 

V  1  +y'«      J    *(«)^  ^ 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter: 
.        dy  X+C 

also  bei  nochmaliger  Integration: 

y=    f-—£±£=dx-\-Ci. 

So  würde  z.  B.  p  =  —  folgende  Werthe  bringen: 


X=-^. 

X 


/Cx^—a 


die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszufahren  und  giebt  ver- 
schiedene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der 
Einheit  gleich ,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt ;  im  ersten  Falle  er- 
hält man  eine  algebraische  Curve,  nämlich: 


=  |(*-2«)  yl^  +  Ci; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten 
Falle  hängt  sie  iwn  der  Funktion  Arcam  ab. 
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Fünfte  Form.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  enthalte 

nur  y,  -rp^,  -—^  nach  dem  Schema: 
^^     da    da^ 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

^  _  dy      £y  _  öy 

dx        dy    '  dx         dy^ 
an  die  Stelle  von  y"  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge- 
stalt an: 

und  ist  eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei 
den  Variabelen  y  und  y* ;  man  findet  daraus : 

6)  ^-  =  ^=,,0,), 
mithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration : 

7)  «  =  /"-^  +  Conat. 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.£.  das  geometrische  Problem  lösen: 
die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  ge- 
gebene Funktion  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  (f  =if  (y).  Die 
Differenzialgleichung  lautet  nämlich: 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4.  Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird: 

y'dy*       __     dy 

und  durch  Integration: 

-7iqf75=/4) +  "=''+"• 

wo  Y  zur  Abkürzung  dient.    Der  Werth  von  y'  ist  jetzt: 
,,i_yi-'CY+C)^_dy 

¥^  ^«' 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurve: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


478  Cap,  XX.  §.  106.    Fortsetzung  und  Schluss. 

Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehflliehkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden ,  da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  za  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  ans  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  fi  jenes  Verhält- 
niss  ist : 


,(l±pl^,VT+^, 


oder: 


yy"  =  f»(i-f  yo. 


dy' 
Die  Substitution  y"  =  y'  -f-  giebt  bei  Sonderang  der  Yariabelen: 

y'dy'  dy 

lerner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  ^Ib  bezeichnet 
wird: 


/(l+y-)  =  fi/(f ),     y'=^J^^, 


endlich : 

Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  für  fi 
=  —  1  ein  Kreis,  für  fi=  -f-  1  eine  Kettenlinie*),  für  f*  =  —  \ 
eine  Cycloido  und  für  fi  =  -f-  ^  eine  Parabel  ist. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 


*)  Die  Gleichung  d^selben  in  reohtwmkHgen  Coordinat«!  {,  i|  ist : 

L     -± 

wo  k  die  im  Anfangspunkte  stehende  Ordinate ,  den  sogenannten  Parameter 
bezeichnet. 
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Rechnen  wir  den  Bogen  8  von  einem  Punkte  aus ,  de-üsen  Ab39i9se  a 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1  :  fi  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur 
Tangente,  so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

X 


fi  Jy  1  ^y>2  d^  =  JL  Yi-{-y'H 


a 


aus  ihr  folgt  durch  Differenziation  und  Reduktion  auf  y" : 

und  mittelst  der  für  y'*  angegebenen  Substitution: 

dy       ^       '^^         y 
Die  Sonderung  der  Variabelen  giebt  weiter : 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationscon- 
staute  mit  —  (1  —  (1)1  k  bezeichnet  wird: 

ly'  -  i/(i+y^)  =.(i-,t)j(-f-)  =  i{-{-y~'' 

oder : 

Der  Werth  von  y',  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach : 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

Die  Integrationsconstanten  h  und  k  bestimmen  sich  im  speziellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  5  =  0  werden  muss  für 
X  3=  a,  und  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  Xf^y^  ge- 
hen soll.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft 
==;  I  algebraisch  und  zwar: 

in  allen  übrigen  Fallen  aber  transcendent. 
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8.  107. 

Die    linearen    Differenzialgleichungen    zweiter 

Ordnung. 

Unter  einer  linearen  Differenzialgleichung  versteht  man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y  als  die  Differenzialquotienten 
dieser  Funktion  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  k 
die  Gleichung: 

worin  Xi^  X^  und  X  als  Funktionen  von  x  allein  angesehen  weisen, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differenzialgleichnng  zweiteT 
Ordnung. 

I.  Bistrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wenn  nämlicli 
X=  0,  Xi  und  X^  constant  sind,  so  lässt  die  AehnHchkeit,  die 
zwischen  der  Gleichung: 

')      •.     S  +  "-5l  +  '»  =  »- 

und  der  in  §.  105  unter  Nro.  7)  betrachteten  IXfferenzialgleicbimg 
stattfindet,  auf  eine  ähnliche  öxponentiale  Form  des  Integrales 
schliessen;  wir  setzen  daher  y  =  «**,  wo  X  einen  vor  der  Hwid 
noch  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet,  i^us  der  Differenzial- 
gleichung 2)  wird  dann  die  algebraische  Gleichung: 
8)  A»  +  aA  +  i  =  0, 

und  diese  ist  erfüllbar,  indem  man  X  gleich  einer  von  den  beides 
Wurzeln  dieser  Gleichung  nimmt.  Bezeichnen  wir  die  letzteren  mit 
Xi  und  Aj,  so  genügt  jede  der  Funktionen : 

y  =  e*»*  und  y  =  e^^ 
der  aufgestellten  Differenzialgleichung.    Indessen  sind  sie  nur  parti- 
kuläre Integrale  derselben ,  da  ihnen  willkürliche  Constanten  abge- 
hen.   Man  sieht  aber  auf  der  Stelle,  dass  auch  die  allgemeineren 
Ausdrücke : 

Qe^^und  C^e^, 
wo  Ci  und  C2  beliebige  constante  Faktoren  sind,  die  Differenzial- 
gleichung befriedigen  und  man  kann  nun  leicht  das  allgemeine  In- 
tegral aus  den  obigen  Ausdrücken  zusammensetzen;  e9  ist: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Cap.  XX.  $.  107.  Die  linearen  Diflferehzialgleichungen  zweiter  Ordnung.  461 

was  man  ohne  Mfihe  prüfen  wird    Das  hiermit  gefundene  Integral 
bedarf  keiner  weiteren  Erörterung,   wenn  die  Wurzeln  Xi  und   A3 
der  quadratischen  Hülfsgieichung  3)   reell   und  verschieden,    wohl 
aber  für  die  Fälle,  wo  sie  gleich  (also  reell)  oder  imaginär  sind. 
Für  A3  =  Aj  würde  die  Formel  4)  zur  folgenden  werden: 

y  =  (Ci  +  Ca)«^!^  =  Const.e^'', 
und  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Diffe- 
renzialgleichung  darstellen;  man  erhält  dann  letzteres  auf  folgendem 
Wege.    Sei  d  die  Differenz  zwischen  A2  und  Ai,  mithin  A^zrrAi-f-Ä, 
so  ist  nach  Nro.  4),  indem  man  die  Exponentialreihe  benutzt: 

y  =  A*(Q  +  C73/^) 

oder  wenn  Ci  -|-  C2  =  C  und  C^d=^C'  gesetzt  wird,  wo  nun  C  und 
C*  ebenso  beliebig  sind  wie  früher  O^  und  C2 : 

Für  d=  0  werden  Ai  und  A2  gleich  und  es  ist  für  diesen  Fall 

5)  y  =  (C+C"^)c*»^ 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  2).  Beöitzt  die 
quadratische  Htilfsgleichimg  imaginäre  Wurzeln,  etwa: 

Ai  =  a4-/3t,        A2  =  a  — /3t, 
so  verwandelt  sich  die  Formel  4)  in  die  folgende: 

y  z=  Ci  e^^  (co8  ßa-\-  isin  /3  ^)  -|-  Q  e^^  (cos  ßx — i  am  ß  x\ 
d.  i.  wenn  Q  -f- C^  =  -4  und  (Q  —  Cg)«  =  B  gesetzt  wird: 

6)  y  ^ze'^^iAcosßx'^-Bsinßä). 
II.    Die  allgemeinere  Differenzialgleichung: 

lässt  sich  dadurch  integriren,  däss  man  dem  ^  eine  ähnliehe  Form 
wie  Nro.  4)  giebt,  sie  aber  dahin  verallgemeinert,  dass  die  Coef- 
fieienten  Ci  und.  C3  nicht  nxehr  als  con^ntt  sondern  aU  ^wei  \vi\9m 
kannte  Funktionen  von  x  angesehen  werden.    Nehmen  wir  aUo; 

8)  y  =t=  uiö^^+ti^e^^, 

wo  Ai  und  A2  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben,  so  wird: 


dx    ~  ,        dx' 

gchl&xniUh,  Anaiytff.  31 


dx      ^    .        dx 
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und  da  wir  Über  %  und  u^  noch>  disponiren  können,  so  dürfen  wir 
voraus8eta:en,  dass: 

»>  ^■t  +  '^-^-o' 

sei ,  wodurch  sich  die  Torige  Gleichung  auf  die  erste  Reihe  redozirt. 
Differenziren  wir  die  nunmehrige  Gleichung: 

noch  einmal,  so  wird: 

Wir  aabstituiren  nun^die  ftir  y,  y,  /'  gefundenen  Werthe  in  die 
ursprüngliche  Differenzialgleichung,  und  erhalten  dadurch : 

welche  Gleichung  sich  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  bemerkt^ 
dass  A*  -f-  a  A  -f-  fc  fär  A =li  und  für  A  =  Aj  verschwindet ;  es  bleibt  1 
nämlich :  { 

t 

Die  Gleichungen  9)  imd  10)  dienen  zur  Bestimninng  der  Differei-  | 
cialquotienten  von  u^  und  Uj ,  mithin  auch  zur  Ermittelung  Ton  «i 
und  U}  gelbst;  man  findet: 

dx  ~  li  —  Jii'      "^  ~~  Ai  — A,        ' 

du,        Xe-^"  Ct+JXe-^'dx 

dx  ~  A,— A,  '      "»  —         A,— Ai         ' 

wo  Ci  und  Cj  die  IntegratitHUConstanten  bezeichnen;  nach  Formel 
8)  ist  jetzt: 

(Q  4-/-y«~^' '  dx)  M  —  ffl  +fXe-^  dx)  M 
^^^     y-  Ai-A, 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7).  —  Für  ^i 
=  l^  bedarf  die  Formel  einer  Modifikation,  die  sich  auf  ahnlicbe 
Weise  wie  in  I.  ausführen  lässt.  Setzen  wir  nämlich  Aj  —  Ai  =  '» 
also  Aj  =  Ai  -j-  Ä,  so  wird:  , 
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und  durch  Entwicke^nng  der  Grössen  e^  und  c"^^ : 
X  X 
y  =  -^{Q—Ci+QÄÄ+Ä^/Jfc-^^tip— 5y4rX€-^*d^etc:}  , 

wo  unter  ^^etc.^^  alle  die  Glieder  verstanden  sind,  die  d',  S^^  i^  etc. 
als  Faktoren  enthalten;  fii^  Q  —  6\  =  Cd  und  indem  man  OSx 
für  C^tbx  schreibt,  lässt.sich  8  heben,  und  schliesslich  ergiebt  sich 
für  *  =  0 : 


12) 


y  =  (C-\-C*x—J  xXe-^^dx-^-xJxe-^^^däye^^. 


Wären  endlich  die  Wurzeln  Aj  und  X^  imaginär^ .  so  würde  man  wie 
früher  Aj  =  a  -f-  /3t,  Aj  =i=  a  —  ßi  setzen;  aus  der  Formel  11) 
wird  in  diesem  Falle: 

13)  y  =^Uä  —  J  Xe-^''8inßx  dx)co8ßx 

-jr  (J?-f  /  Xe—"^  eosßx  dx)  änßxl. 

Als  Beispiele  mögen  die  Wertherraittelungen  einiger  bestimm- 
ten Integrale  dienen.    Sei  erstlich: 


j8inxt 


dt 


x«  +  t«' 
ö 

so  giebt  die  ein-  und  zweimalige  DiflTerenziation ,  welche   letztere 

gerade  noch  erlaubt  ist: 

t^dt 


dy  r  cosxt  d^y  Psmxt     t^ 

dx  ~  J  x^  +  t^       '        dx^~'^J      t      W- 


2  +  <2  ^    '        dx^  J      t       x^  +  t^' 

0  '  0  ' 

und  hieraus  kann  man  die  Differenzialgleichung : 


(sinxt  \ 

x3y=  —  J  ^j^dt=—\n 


dx^ 

Ö 

bilden;  im  Vergleich  mitNro.7)  ist  a  =  0,  6  = —  «2^  X=:  —  ^jr, 

femer  A  =  +  x,  also  vermöge  der  Formel  1 1) : 

WO  Ä  und  B  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Um  sie  im 
vorliegenden  Falle  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  für  ^  =  0 
ursprünglich : 

31* 
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"      _  0  ^—    C    ^^ ^ 

^  —     '         dx~^  J  x^  +  ta  —  2x 
0 

wird;  setzt  man  für  y  seinen  nachherigen  Werth,  so  sind  diese  Glei- 
chungen : 

^  +  ^+#1  =  0,     ^A—%B=^, 

'  '     2x2  2x 

% 
woraus  ^  ==  0  und  5  = r— j-  folgen.     Die   Vergleichung   der 

früheren  und  späteren  Werthe  von  y,  y'  und  y"  liefert  nun  folgende 
drei  Integralformeln:  ' 


/ 


-*«».t     at    _   «    (^_^_,^^ 


%       x«4-«2  2x« 

^  00 

7  x2+t2^-   2x'        '    J  i^qpi"^'-   2  '        ' 
0  '  0  ' 

welche  mit  den  Resultaten  des  (.92  übereinstimmen.   Für  ein  zwei- 
tes Beispiel  sei: 


r     dt       _^^ 

0  ' 

und  X  wesentlich  positiv.     Man  findet  sehr  leicht: 

da~        J  x2+t2         '      da^  ~  '^J  x«+t2  ' 


Ö  0  ' 


und  daraus  die  Differenzialgleichung : 


d 


^  +  x«,  =  ^.-.,  =  -l. 


Nach  Formel  13)  giebt  dies  für  a  =  0,  /J  =  x,  X=  — 

bei  Aenderung  der  Integrationsconstanten  darf  man  dafür  schreiben : 
{  .  Psinu^   )cosxx   ,     j„     ,      Cicosu  ,  )sin7tx 

■  "  =  K^  -J  —H-ir+  r^+y  -T-H-T-' 

0  *» 

wie  sich  unter  Anderem  leicht  mittelst  Beihenverwandluagen  veri- 
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fiziren  Hesse;  erinnert  man  sich  ssugleich  an  die  Definitionen  des 
Integralsinus  und  Integralcosinus,  so  ist: 

Um   die  Constanten  Äi  nnd  Bi   dem  vorliegenden  Falle  anzu- 
passen, nehmen  wir  erst  o;  =  0,  wodurch  y  seiner  ursprünglich^i 

Bedeutung  nach  in  —  übergeht;  mit  dem  nachherigen  Werthe  von 

y  verglichen,  giebt  dies  Äi  =  ^tt,  also: 

nehmen  wir  ssweitens  «  =  « ,  so  verschwindet  y,  zugleich  wird 
,Sj(oo)  =  Itc,  Ci  (oo)  =  0,  folglich: 

3in  00 

bei  der  Unbestimmtheit  von  sin  oo ,  welches  alle  möglichen  zwischen 
—  1  und  -(-  1  liegenden  Zahlen  bedeuten  kann,  ist  die  obige  Be- 
dingung nur  durch  J?i  =  0  erfüllbar.  Wir  gelängen  so  zu  dem 
Resultate : 

oo 

welches  durch  beliebige  Differenziationen  in  Beziehung  auf  x  oder 
X  eine  Beihe  anderer  und  ähnlicher  Formeln  liefert. 


.      \    §.  108. 
Fortsetzung   und  Schluss. 

Wenn  wir  uns  in>  yorigen  Paragraphen  ^nf  den  Fall  constax^ter 
Coefficienten  Xi  und  ^  beschränkten,  so  haben  wir  nun  die  aUg<^- 
meinere  Voraussetzung  variabeler  Coefficienten  zu  machen^  wob^i 
wir  ähnlich  wie  früher  unterscheiden,  ob  die  rechte  Seite  der  DifFe- 
renzialgleichung  (X  in  Nro.  1  des  vorigen  §.)  der  Null  gleich  oder 
von  ihr  verschieden  ist. 

I.  Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale  yi  und  y^  der  TÜt^ 
ferenzialgleiohung : 
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flo  ist  das  ailgetneine  Integral  wie  froher : 

2)  ^  y  =  Qyi  +  (^y%, 

wo  Ci  und  C^  die  willkörlichen  Constanten  bezeichnen;  die  Richtig- 
keit dieser  Bemerkung  bestätigt  sich  augenblicklich,  sobald  der  für 
y  angegebene  Werth  in  die  Differenzialgleichung  substituirt  und 
beachtet  wird,  dass  der  Voraussetzung  zufolge  die  Gleichungen: 

stattfinden.  Zwischen  den  beiden  partikulären  Integralen  y^  und  y^ 
mnss  nun,  eben  weil  sie  beide  einer  dritten  Grleichupg  genfigen, 
eine  Beziehung  existiren,  yermöge  deren  das  eine  aus  dem  anderen 
abgeleitet  werden  kann;  dieser  Zusammenhang  wird  auf  folgende 
Weise  sichtbar.  Es  sei  Y  eine  bekannte  Funktion,  welche  die  Diffe- 
renzialgleichung befriedigt,  d.  h.  ein  partikuläres  Integral  derselben, 
so  kann  man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Ya  habe,  wo 
z  der  Quotient  beider  Partikularintegrale,  mithin  eine  noch  unbe- 
kannte Funktion  von  a  ist.  Die  Substitution  y  =  Yü  giebt  nun 
statt  der  Gleichung  1)  die  folgende: 

€Pz     ,        dY  dz     ,    cPY 
ds^  "^      da  dx~  dx^ 

oder  in  anderer  Anordnung: 

+  (frT+ -.!?+-;  ")'  =  ». 

nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleibt,  wenn  der  Differenzialquotient  von  z  mit  n^  be- 
seichnet  wird: 


■^  +  (x,F+.g).  =  «. 


Diese  Differenzialgleichung  kann  durch  Sondemng   der  Variabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich: 

dz 


^=-HI/+*>- 
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Iz*  =  —  21Y—   fxida!, 


femer  durch  Bückgang  auf  z'  und  zi 


=/ 


'^,.-/x.d.. 


Setzt  man  nunmehr  Fund  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  partikulären 
Integrale  yi  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist:  . 


8) 


y=rjci+q,/^WX'^j. 


Das  allgemeine  Integral  der  Di£ferenzialgleichung  1)  würde  sich  also 
jederzeit  entwickeln  lassen,  wenn  man  nur  eines  ihrer  partikulären 
Integrale  anzugeben  wüsste.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt 
es,  zwar  keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich 
die  Substitution  von  Beihen ,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe 
ist,  wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster, Ordnung. | 
Beispiel  1.    Die  gegebene  Diflerenzialgleichung  sei: 

und  behufs  der  Auffindung  eines  partikulären  Integrales: 

y  =  ^  -f- ^lÄ?  +  ^2^*  + -^8^^ +••••» 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

^  +  (6il3-|-Ä:Mo)  +  (12^3+Ä:Mi>      . 

+  (20^  +  Äj24j)a?2  +  ....^ 
aus  dieser  ergeben  sich  fiir  die  Coefficrenten  folgende  Werther 

^1  =  0,    ^  = —,    Az=iO,      ^  =  +6720' 

und  es  ist  daher: 

_         (  ifc2a?2       ,    _^*fl__  \ 

y  —  A^  r-  17273   +    1.2.3.4.5  ~--'r       ' 
Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass: 

Aq   sinka       ,    .  ^    ,        „        sinkx 
v  =  -r*  • und  einfacher   Y  = 

k       x  X 

ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn 'man  Yfiir  ^  in  Nro.  4)  sujb^tituirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral; 
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ainka 


y  = 


T^h+VST.'-*"'! 


oder  endlich,  indem  man  Q  =  —  CqÄj  setzt: 

-.  C(yG08ka:A-Ci8inka 

5)  y= 

Beispiel  2.    Die  gegebene  Differennalgleichong  sei: 

6)  0  -  (x'  +  3)y  =  0, 

und  hypothetisch: 

y  ==  ^  +  y4i^  +  ^a«*  +  -48^'+ 

Durch  Substitution,  dieses  AVerthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
iij,  -^3,  A4  etc.  leicht,  ^o  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat- 

Dies  wäre  schon  das  allgemeine  Integral  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit  der  folgenden : 

identisch  zm  Äcin;  in  der  Tliat  genügt  der  Ausdruck  xe^^  der  Dif- 
ferenzialgleichung  6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden; 
die  Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y  =  -^^'jc.+c^/f  e-^l 

II.    Betrachten  wir  endlich  die  allgemeinste  lineare  Differen- 
zialgleichung  zweiter  Ordnung: 

so  liegt  die  Vermuthung  nicht  fem,  dass  ihr  Integral  von  ähnlicher 
Form  wie  das  Integral  der  ähnlichen  Differenzialgleichung  1)  sein 
werde;  wir  nehmen  daher  analog  der  Gleichung  2): 
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und  yerstehen  dabei  unter  ^i  und  y^  die  beiden  partikulären  Inte- 
grale der  einfacheren  Gleichung: 

'»>     ,  ^+*^+.*»=». 

unter  «i  und  u^  zwei  noch  unbekannte  Funktionen  vou  a.  Die  letz- 
teren bestimmen  wir  nach  der  schon  im  vorigen  Paragraphen  bei 
Nro.  II.  angewandten  Methode,  welche  man  die  Variation  der  Con- 
stanten genannt  hat.     Unterwerfen  wir  Wj  und  U2  der  Bedingung: 

»o  wird  der  DifFerenzialqnotient  von  y 

-IT-"'     d^    +"»   .d«  ' 
wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y*  und  y'^  in  die  Gleichung  8) ;    dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 

'^  da     da    '^   dx    dx  ^* 

Der  Voraussetzung  nach  genügten  y^  und  ^3  der  DifiTerenxial- 
gleichung  10),  daher  verschwinden  die  mit  Mj  und  u^  multiplizirten 
Glieder,  und  als  zweite  Bedingung  für  «i  und  W3  bleibt: 

12)  dy^du^  j^dy^du^^-^^ 

dx  dx    ^^  dx  dx 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  findet  man: 
dx  dyi  dy2 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differemeialquotienten  einer  gebrochenen 
Funktion  —   mit    -^     bezeichnet: 

q         i  q  j 

dui X  du^ X 

dx    ~        fi/iV  '     die 


y^  LT  .  yi 


[f]- 
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Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werihe  von  tii  und  u^^ 
nach  Formel  9)  endlich  ist 

das  allgemeine  Integral  der  Diiferenidalgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differenzialgleichung 

zunächst  die  einfachere  Differenzialgleichung 

dx^^    X    dx  ^      ^  ' 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  betrachteten  identisch  ist,  so  sind  nach 
Formel  5) 

coakx        _  sin  k  x 

yi  =      ^       lind  ya  =  — - — 

X  X 

die  partikulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  13)  giebt  nun 
15)  y=='-^\c-jfxänk»d^\+^\C-\^fxc<»kxd*\ 

als  allgemeines  Integral  von  Nro.  14). 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei 

"'  -0-75^  +  ?'  =  * 

mithin  die  entsprechende  einfachere  Gleichung: 

dx^  X     dx     *      x^ 

Als  partikuläres  Integral  derselben  findet  man  a  wnä  als  allge- 
meines Cix  '\^  C^xlx^  mithin  yi  z=z  x^  ^2  =  ^^^  ^^  nach  For- 
mel 13) 

17)     y  =  x    Ci  — j  \x  Xlxdx  l-^  xlx\  C^'\- j  Xdx 

als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  16). 


8.  109. 

Nichtlineare  Differenzialgleichungen  zweiter 
Ordnung. 

Wenn  eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§.  105  und  106  betrachteten  Formen  an- 
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gehört,  mithin  keine  der  Grössen  a?,  y,  -^  in  ihr  fehlt,  so  hat  man 

.  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  of- 
fenbar, durch  Substitution  neuer  Yariabelen  eine  der  früheren  For- 
men herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  übeilioben  zu 
sein  und  eine  möglichst  vortheilhafte  Substitution  rasch  zu  finden, 
kann  man  sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen. 
Letztere  besteht  immer  darin,  dass  man  die  Differenzialgleichung 
vorerst  durch  Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  spe- 
zialisirte  Differenzialgleichung  integrirt  und  nun  dem  Integrale  der 
allgemeinen  Differenzialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der 
spezialisirten  Ditferenzialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figu- 
rirten,  als  unbekannte  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  an- 
sieht. Eine  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gege- 
bene Differenzialgleichung  sei 

worin  X  und  Y  Funktionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differenzialgleichung  einfacher: 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 
.        dy  _  -fXdx 

y=d^=^' 

woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der 
Differenzialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  y'  einen 
Ausdruck  von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integra- 
tionsconstante  C  eine  neue  Funktion  z:  von  x  treten  lässt.  Mittelst 
der  Substitutionen 


2) 


dy  -fXdx        d^y  (dz  ^\    -SXdx 


verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 
dz    ,    „  ^  —fXdx 

-  +  r*»e  =0, 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 


' 

dz         dz      dy           —fXdx        d^ 
dx         dy      dx""                               dx 

stattfinden: 

\%^^-\f.-- 
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Da  im  Allgemeinen  y^  von  Null  verschieden  ist,  so  muBS  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Difleren- 
zialgleichung  mit  gesonderten  Variabelen  und  zwar: 

^    -/Ydy       . 

ferner  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dy         ^    -/Ydy    -fXdx 

hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale : 

3)  Je^^^^  dy  =  Coje"'^^^''  dx  -\-  (\. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zu 
finden,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnet« 
Fläche  u  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Rechtecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  t/,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  'der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  ndt  ft  :  1  das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  u  gerechnet  wird: 


du 
a 


femer  für  die  Subtangente 

dy         du       d^u 
~^  '  da        da  '   dx^' 
nach  Substitution  der  für  y  and  t  angegebenen  Werthe  and  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 
d^u     X    ^du  _'^  /duY  _  r. 
dx^   ~    X    dx  u    \dxJ  ' 

welche  mit  der  Gleichung  1)  tibereinstimmt ,  wenn  man  sich  u  für  y 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  3)  wird  uun 
du 


r  du 


wo  die  Fälle  f*  =  5  und  fi  ^  |  zu  unterscheiden  sind.      Der   erste 
Fall  giebt 
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ferner  dnrck  Ditferenzutioa  und  Aendemng  der  Constanten 

also  Parabeln.    Im  zweiten  Falle  wird 


«=[•(1— 2^)(Coi*  +  Ci)]^    ^^ 
mitiiin  ist  di«  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

Die  Constanten  bestimmen  sieh  durch  die  Bedingungen,  dass  u 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  flPo  yo  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B,  ^  =  J ,  4  =  ^S 
B  =  —  b^la^  so  sind  die  Werthe  von  y,  t  und  w: 

v=^'(t-)'  «=i"['(f)r. 


al 


-'(t)' 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  (i  =  J;  die 
Fläche  u  ist  hier  von  der  Stelle  a  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  105  und  106 
betrachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Reihen  oder 
durch  bestimmte  Integrale  seine  Zuflucht  nehmen,  wie  in  §.  111  ge- 
zeigt werden  soll. 

S.  110. 
Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen* 

Wenn  es  schon  für  die  Differenzialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Dififerenzialgleichungen ,  über  deren 
Integration  etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist.' 

L    Wir  betrachten  zunächst  die  Differenzialgleichung : 
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worin  ai )  02 ,  •  •  •  ^n  constante  Coefficienten  bezeichnen  mögen.   Setzt 
man  y  =  e^^ ,  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird)    so  verwandelt  sich   die'Differenzialgleichung  in  die 
algebraische  Gleichung: 

2)  A«  +  Oll»-!  -j-  a,A«-2+...+  a„_iA+«„  =  0, 
deren  n  Wurzeln  Ai,  A2,  .  .  .  A^  heissen  mögen.     Jeder  von  den 
Ausdrücken 

X,x       Kx        Kx  Kx 

bildet  ein  paräkuläres  Integral  der  Gleichung  1),  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist: 

3)  /        y  =  (he^"  +  Q«*»*  +  .  .  .  +  C„«*»^ 

und  man  wird  sich  leicht  davon  überzeugen,  wenn  man  den  vorste- 
henden Werth  in  die  Differenzialgleichung  1)  substituirt  und  beach- 
tet, dass  ^1 ,  C2 ,  .  .  .  (?„  willkürliche  Constanten  sind. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modifikation ,  wenn  mehrere  Wur- 
zeln der  algebraischen  Gleichung  8)  einander  gleich  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  Ai ,  ü^ ,  As  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A2  =  Ai-|-J,  A8=Ai-(-€  und  entwickele  die  EIxpo- 
nenzialgrössen ,  in  denen  d  und  e  vorkommen;  dies  giebt: 
y  =  (Q  -I-  q,  +  Q)  «»i*  +  (Q«  4-  Q«)  *«»•* 

unter  dem  „etc.^^  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  i  und  B  enthalten.  Setzt  man 
^  +  Q  +  Q  =  C,  Qtf-f  CzB  —  C",  endHch  \(C^S^  -}-  C^b^ 
=  C",  und  lässt  schliesslich  8  und  B  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  (C  +  C'ä  +  C**x^  6*1^  4.  G|«**^  +  . . .  4-  c„  A^. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  k  gleiche 
Wurzeln 

Ai  =  A2  =  As  •  •  •  =  Aj^ 
in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  fol^nde  Gestalt: 
4)       y  =  (C-{-C*x+  Cor«  -(-...  -f  C(*^-I)a^-"1)  c^^ 

Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  in  so  fern  eine  Umänderung 
ein,  als  jede  der  entsprechenden  Exponenzialgrössen  in  einen  reellen 
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und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  107  ge- 
schehen ist. 

n.  Das  Verfahren,  nach  welchem  das  allgemeine  Integral  der 
DifiTerenzialgleichung  1)  aus  ihren  partikulären  Integralen  zusammen- 
gesetzt wurde,*  bleibt  dasselbe  für  die  allgemeinere  Differenzial- 
gleichung : 

sind  nämlich  yi»  ya i  .  .  .  y„  ihre  n  verschiedenen  partikulären  Inte- 
grale, so  ist  das  allgemeine  Integral: 

6)  y  =  OiVi  4-  ^3^2  +  •  •  •  +  ^nyn- 

in.     Betrachten  wir  noch  die  Differenzialgleichung : 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speziellen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  yi»  ya ,  ys >  •  •  •  ^n  *^^® 
partikulären  Integrale  der  spezialisirten  und  mit  Nro.  5)  überein- 
stimmenden Differenzialgleichung : 

SO  lässt  sich  vermuthen,  dass  daß  Integral  der  allgemeineren  7)  von 
ähnlicher  Form  wie  Nro.  6)  sein  werde,  und  wir  nehmen  deshalb: 

8)  y  =  «lyi  4"  «2y2  +  •  •  •  +  ^nVn^  « 

wo  Ui ,  tia ,  .  •  •  u^  noch  unbekannte  Funktionen  von  a  bezeichnen. 
Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n — l)mal,  setzen  aber  den  je- 
desmaligen zweiten  Theil  des  Differenzialquotienten  der  Null  gleich; 
diese  leichte  Rechnung  giebt: 

dx  —  "»  d«   ^  "»  d«   ^^  •  •  •  ^^  "»   d«  ' 

9)  »^d7  +  »»d;+--'  +  y«d^  =  ®' 

d;?»  ="»  d^  +  «»   d7»  +  •••  +  ««  dF' 

10)  ^^1  dui        dy,  dug,      ■    dy„  du^_^ 

dx   dx  ~^  dx  dx  ~^   dx    dx 

o.  8.  w.: 
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d«»-2    <i«  "*"   dx«-2    dar    "T  •  •  "I"  ^^«-2     ds   ~ "' 
endlich  bei  nochmaliger  Differenziation : 


wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differenzialgleichung  7)    zu   erfüllen  ist.      Nach    Substitution   der 

Werthe  von  y,  -^^    --^,    .  .  .  — ^  und   mit  Beachtung  des   üm- 

Standes,  dass  jede  der  Funktionen  yn  y2i  •  •  •  y«  der  Gleichung  5) 
genügt,  verwandelt  sich  die  Differenzialgleichung  7)  in: 

^-^yi    duy.       d^-'^y^  du^    ■  rfÜl^lü«^^ 

^-pw-l    dx      •"    d^«— 1   da?      '    •  •  "•"   ^^n— 1    d^ 

Mit  den  Gleichungen  9),  10),  11)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui   ^  du^       duz  ^"n 

da?  *     dx  ^     dx  ^    '  '  '   dx 
die  folgenden  n  Beziehungen: 

y^  d7+  ^^■d^+••••+2^-^d7:  =^ 

da?     da?    "^    dd?     da?     '    '  *  '  '  ^    da?     da? 
da?2     da?  "*     d.t?2     da?      '    '  '  '  '     ""    da?»     da? 


da?'»-2    ^^    "^    da?^-2   da?    "•"  "*"    da?"-"2     da? 

^~^yi    cfüi     ,     d^-^y^  du,  dT^^yn  ^^n  _  ^ 

dx^^^    dsB      •"    da^~''^   dx    "T"  •  •  •  •  "T    ^^— i    ^^j.  ' 
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welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Man 


dui       du^ 


du, 


'n 


kann  demnach  — r^  ,    -r— ,    .  .  .  -z —  jederzeit  bestimmen  und  erhält 
da!        dx  äx  '' 

sie  als  Funktionen  von  ^,  etwa 

dx    —^^'     dx    —  ^^' dx    —^' 

daraus  folgen  Wi ,  Wg  ?  •  •  •  ^n  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  8) : 

y  =  yi  [y  a:i  ^^  +  ^ij  +  2^2  [y  %2  rf^  +  QJ  + 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7). 

§.  111. 
Integration  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale. 

Wie  bei  den  Difierenzialgleichungen  erster  Ordnung,  so  greift 
man  auch  bei  den  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  in 
allen  den  Fällen  ziu*  Integration  durch  Reihen,  wo  die  bisher  ange- 
gebenen Mittel  ihre  Dienste  versagen.  Das  Verfahren  an  sich  bleibt 
dasselbe  wie  früher,  ist  auch  Bchon  in  §.  108  angewendet  worden 
und  würde  keiner  besonderen  Erwähnung  weiter  bedürfen,  wenn 
nicht  der  Umstand  hinzuträte,  dass  es  nicht  selten  glückt,  die  ent- 
wickelte Reihe  durch  bestimmte  Integrale  zu  summiren.  Man  er- 
langt in  diesem  Falle  den  grossen  Vortheil,  die  unbekannte  Funk- 
tion in  geschlossener  Form  darzustellen  und  im  Voraus  die  Fälle 
übersehen  zu  können,  in  denen  die  Integration  auf  gewöhnlichem 
Wege  gelungen  sein  würde.  Ein  ausgezeichnetes  Beispiel  dieses 
Verfahrens  bietet 

die  Riccati'sche  Differenzialgleichung,  welche,  ob- 
gleich von  der  ersten  Ordnung: 

i)~  ff  +  «y*  =  **" 

für  beliebige  ft  nicht  unmittelbar  integrabel  ist.  Sie  lässt  sich  übri- 
gens auf  eine  in  mancher  Beziehung  einfachere  Differenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  bringen,  indem  man  setzt: 

^>  ^  =  TzTx^ 

»wo  z  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet;  es  wird  nämlich: 

S c hl 0 milch,  Analysls.  32 
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ja 

3)  -—-=:   tlbä!f^Z  =  C^xf^Z, 

da* 
wenn  o^  zur  Abkürzung  für  ab  dient.     Wären  die  partikulären  *  In- 
tegrale Zi  und  z^  der  linearen  Differenzialgleichung  3)  bekannt, 
80  würde 

das  allgemeinere  Integral  derselben  sein  und  man  hätte 

'       1  Qv  +  ^v_  1  v  +  cy 

a     CiZi-^C^z^  a     Zi  -^  Cz2 

als  allgemeines  Integral  der  Riccati'schen  Gleichung. 

Um  nun  die  Differenzialgleichung  3)  zu  integriren,  setzen  wir 
6)  z  =  ÄxP  +  ÄixP^  +  ^2  a?P«  +  .  .  .  . , 

indem  wir  sowohl  die  Coefficienten  als  die  Exponenten  vor  der  Hand 
unbestimmt  lassen;  aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende: 

z=c^xf*{  ÄaP  -f  ÄiaPi  4-  Ä2xP^  -(-....}, 

welche  besteht,  wenn  das  erste  Glied  linker  Hand  verschwindet  und 
im  Uebrigen  die  Coefficienten   und  Exponenten   beiderseits  gleich 
sind.     Demnach  hat  man  folgende  Gleichungen : 
p(p_l)  =  0, 
Pn  —  2  =  ^  +  Pn-l .  ^nPn  (Pn  —  ^)  =  «'^n-l^ 

in  denen  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  3  etc.  zu  setzen  ist.  Die  erste 
Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise  erfüllt  werden,  durch  p  =  0 
und  durch />  =  1 ;  die  erste  Annahme  giebtjpi  =|Lt  -|-2,  ^jj  =  2  ft  -|-4, 
j?3  =  3  ft  -(-  6  etc. ,  woraus  sich  nachher  Äi^  A^^  A^  etc.  bestim- 
men; man  erhält  überhaupt: 

_  ^0^0?^+^  , ^c4^2^+4 

'  ~       +(f*+l)0*  +  2)"+"(,i-f  l)(ft-f2).(2,t  +  3)(2fi  +  4) 

Ac^i^f+^ 

+  (H-l)(f*+2).(2M-3)(2#*+^).(3fH-ö)(3H-6r  '*'' 
und  im  zweiten  Falle  p  =  1 : 


Ax 


(|[t+2)(ft+3)  ^  (ft+2)  (ft  +  3)  .  (2fi+4)  (2f*  +  5) 

+  (ft+2)(^3).(2^+4)(2M-5).(3M-6)(8M-7V  "■' 

Beide  Ausdrücke  für  z  sind  partikuläre  Integrale  mit  der  einen 

willkürlichen  Constante  A.     Gi^bt  man  ihr   in   der  zweiten  Glei- 
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chung  einen  anderen  Werth  als  in  der  ersten ,  so  i.st  das  allgemeine 
Integral : 


1 


1- 


^^ ' "~  ^ r  "*"  0H-i)(H-2)^ (H-i)  (fH-2) .  (2ft+3)  (2H-4) 

"•"       r"*"  0H-2XH-3)"^(M-2)(<*+3).  (2/H-4)(2M-5)'^"y 
Die  Summen  der  beiden  vorstehenden  Reihen  lassen  sich  leicht 
auf  folgendem  Wege  finden.     Es  ist  identisch : 

1 

Ö 

0 
und   wenn   zur  Integration    der  einzelnen  Glieder  rechterseits    die 
Formel 

verwandelt  wird,  so  wird  aus  der  Reihe  die  folgende: 

^     ^^  Lr(«)  ^1.2  r(H-i)  ^  1-2..4  r(H-2)  ^       J' 

Hier  kann  man  noch  dieWerthe  von  fd),  1^(1),  F(|)  etc.  an- 
geben und  r(«-|-l),  r'(«-4~2)  etc.  durch  f'C«)  ausdrücken;   dies 

giebt  zusammen: 

1 

~  ^  "*" m "i"  1.2.5(5+1) "^  i.2.3.5(5+i)(5+2)  '  ; ' ' 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

»'  ^'=-nr+T  =  «- 

wo  I  zur  Abkürzung  dienen  möge,  ferner  einmal 
H-l        _  ft+3 

'  =  -^r   ^^«^^  =  ;:+2' 

so  erhält  man  im  ersten  Falle  rechter  Hand  die  in  Nro.  7)  mit  A 
multiplizirte  Reihe  und  linker  Hand  als  Summe  derselben: 

32* 
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r(t±l)      1         _t±L 

im  zweiten  Falle  verwandelt  sich  die  obige  Reihe  in  die  mit  Bx 
multiplizirte  Reihe  der  Gleichung  7)  und  ihre  Summe  i^t: 

Nach  Substitution  dieser  Summen,  wobei  man  die  vor  den  In- 
tegralzeichen stehenden  Faktoren  mit  den  Constanten  A  und  B  zu 
neuen  Constanten  Q,  Q  verschmelzen  kann,  wird  aus  Nro.  7):    . 

9)  z  =  CiJ  (1  —  <2)     2a*+4  ^^^t  _|_  ^-Ifj  ^^ 

0 

1  di_ 

+  G,wf  (1  - ^2)     ^'*+^  (e««  +  e-^<)  (f «. 
0 
Ein  Blick  auf  diese  Formeln  zeigt,  dass  für  solche  fA,  durch 
welche  einer  der  Exponenten  von  1  —  t^  ea  einer  ganzen  positiven 
Zahl  wird,  die  eine  oder  andere  der  bestimmten  Integrationen  aus- 
führbar ist,  und  zwar  die  erste,  wenn: 

-•2H^  =  ^-^'  *i«^ ^  =  - 2;r=T> 

die  zweite,  wenn: 

—  ^    ^,    .  =  n,        mithin  (t  ==  —  - — r-r-. 

Setzt  man  im  eirsten  Falle: 
1 


10) 

0 
und  im  zweiten 

1 


/"(!-.  t2)n-l  Q^H  ^  e-l/)  j^  _  z. 


11)  «  y  (l  —  ^T  («^'  +  «""^^  <^«  =  -ZT, 

0 
so  ist  Z  jedesmal  ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung 

—  —  c^xf^z=:0. 
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und  das  vollständige  Integral  lässt  sich  mittelst  der  Formel  3)  des 
§'.  108  finden,  wenn  man  z  für  y,  Z  für  Y  und  ^i  =  0  nimmt.  Wir 
gelangen  so  zu  dem  Resultate,  dass  für  die  unter  der  Form 

stehenden  fi  das  vollständige  Integral  der  Differenzialgleichung  3) 
entwickelbar  und  zwar  folgendes  ist: 

13)  z  =  z\(\  -\-cf-^\, 

wobei  Z  der  Formel  10)  oder  der  Formel  11)  entnommen  wird,  je- 
nachdem  in  Nro.  12)  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt. 

Es  mnss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  die  Formel  9)  zwar 
für  alle  positiven  ft,  nicht  aber  für  jedes  negative  ft  gilt.  Ihre  Her- 
leitung beruhte  nämlich  auf  Eigensdiafken  der  Ganunafunktionen,  die 
für  negative  Werthe  der  Argumente  (oben  p  und  q)  im  Allgemei- 
nen nicht  mehr  bestehen.  Daher  müssen  in  der  vor  Nro.  8)  ver- 
zeichneten Summenformel  die  Grössen  8  und  8 — \  positiv  sein  und 
vermöge  der  nachherigen  Substitutionen  folgt  jetzt ,  dass  in  Nro.  9) 
das  erste  Glied  ein  brauchbares  partikuläres  Integral  ist,  wenn  ft 
zwischen  — 2  und  — oo  liegt,  dass  femer  das  zweite  Glied  als  par- 
tikuläres Integral  dienen  kann,  wenn  fi  zwischen  0  und  — 2  enthal- 
ten ist,  und  dass  für  — 4^ft> — oo  die  Formel  wieder  allgemein 
gilt  Bezeichnen  wir  die  in  Nro.  9)  vorkommenden  bestimmten  In- 
tegrale kurz  mit  Ji  und  J29  so  ist 

allgemein:     ä;  =  Cit/i  -f-  Q'^a^i       für  00   >  fi  >  0, 
partikulär:     z  =  (^72^»  «     0  >  (t  >  —  2, 

partikulär:     z  =:  CiJi  „  — 2  >>  ft  >  —  4, 

allgemein:     jc  =  Ci  Jj  -|-  Q  J2  ^1        1^  — ^  >  f*  >  —  ^  • 
Es  bleiben  jetzt  noch  die  Fälle  ft  —  0,  ft  =  —  2  und  ft  =  —  4 
übrig,  in  denen  die  Formel  9)  ihre  Brauchbarkeit  verliert.    Man  hat 
nun  f ür  f*  =  0 

d^z 

mithin  nach  §.  107: 

15)  «  =  Cie«*4- q,«-"-^. 

Für  ft  =  —  2  ist  die  Differenzialgleichung 

und  sie  geht  mittelst  der  Substitution  «  =  a?Ä,  wo  A  noch  unbe- 
stimmt bleibt,  in  die  Gleichung 

A(A— l)  =  c3 
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über,  aus  der  sich  zwei  Werthe  von  A,' nämlich: 

^i  =  |{1+VT;?+i},A,  =|{l-V4c*+l} 
finden,  das  allgemeine  Integral  derDifferenzialgleichung  16)  ist  daher: 
17)  x;  =  CiA-f  Qa?^. 

Wäre  endlich  ft  =  —  4,  die  Differenzialgleichung  folglich: 

so  substituiren  wir: 

wo  k  eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnet;  dies  giebt: 

k  k 


\  0!  /  dx^  x^ 


dz         I  ^  "'Iti        **"*  "'.pX' 


dx        \  X  /  dx^  x^ 

mithin  aus  Nro.  18)  k^  =  c^  oder  ifc  =  i  c;  das  allgemeine  Inte- 
gral ist  demnach: 

-£-  -£.\ 

19)  z  =  x  (Ci€^  +  q,«""*/ 

Nach  diesen  Erörterungen  kennt  man  unter  allen  Umständen  das 
Integral  der  linearen  Differenzialgleichung  3),  und  es  bedarf  das- 
selbe nur  in  dem  Falle  einer  kleinen  Umformimg,  wo  c^  negativ, 
also  c  imaginär  ist ;  diese  Umwandlung  hat  aber  nach  Cap.  IX.  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit. 


§.  112.    .  ,       . 

Fortsetzung    und    Schluss. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren  bot 
sich  zwar  insofern  von  selbst  dar,  als  der  Gedanke,  eine  unendliche 
Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  zu  summiren,  nicht  fern  liegt, 
aber  die  Ausführung  dieser  Siunmation  hängt  davon  ab,  dass  man 
ein  bestimmtes  Integral  kennt,  welches  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  darstellt;  in  dieser  letzteren  Beziehung  ist  man  immer  nur  an 
einen  glücklichen  Griff  gewiesen.  Um  diese  Unsicherheit  einiger- 
massen  zu  beseitigen,  und  gleichzeitig  den  Umweg  über  die  unend- 
liche Reihe  zu  ersparen,  kann  man  gleich  von  vornherein  versuchen? 
ob  nicht  ein  bestimmtes  Integral ,  welches  die  unabhängige  Varia- 
.bele  (.r)  als  Constante  enthält,  der  Differenzialgleichung  genüge. 
Wie  dies  möglich  ist,  wollen  wir  an  der  Differenzialgleichung: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Cap.  XX.  §.  112.    Fortsetzung  und  Schluss.  503 

zeigen,  worin  öTo,  Oi,  ...  a^,  ^o»  ^ii»«-  ^n  gegebene  Constanten  be- 
deuten sollen. 

Geleitet  durch  die  Formeln  d«s  vorigen  Paragraphen  versuchen 
wir,  ob  der  Ausdruck: 

e^Vdu 


y=fe 


die  Gleichung  1)  befriedigen  kann,  wenn  V  eine  Funktion  von  u 
allein,*  a  und  ß  schicklich  gewählte  und  von  a  unabhängige  Inte- 
grationsgrenzen für  u  bezeichnen.  Die  Differenziation  der  Gleichung 
2)  giebt: 

^=  lue'''Vdu,     4^=  fu^e'''Vdu,  u,  s.  w.,  , 
dx      J  dx^      J 

u  et 

und  wir  haben  nun  die  Werthe  von  y,  i/S  y"  etc.  in  die  Gleichung 

1)  zu  substituiren.    Dabei  lassen  sich  die  in  Beziehung  auf  u  con- 

stanten  Faktoren  Oq  -|-  h^x^  «i  -j-  ftj  a?  etc.  unter  die  Integralzeichen 

stellen  und  >  ann  alle  Integrale  zu  einem  einzigen  zusammenziehen; 

das  Resultat  ist: 


y^[£^o4-?7ia?] 


e^^Vdu  =  % 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

Um  nun  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  genügen,   schreiben  wir 
sie  in  der  Form: 


jü^e'''  Vdu+xfu^e^  Vdu, 


2) 

und  wenden  auf  das  zweite  Integral  die  theilweise  Integration  an*; 
unbestimmt  integrirt  ist 

mithin  durch  Einführung  der  Grenzen  m  =  /8,  m  =  a : 
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"jüi  Ve^du  =  \üi  Fe*«]  -/^^^^e^dti, 
a  a       a 

wobei  unter  dem  eraten  Gliede  rechter  Hand  der  Best  verstanden 
wird,  welcher  bleibt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  üi  Ve^^  erst  u 
=  /8,  dann  u  =  a  setzt  und  beide  so  erhaltene  Spezialwerthe  sub- 
trahirt.     Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende : 


[--  ']+/l-.:-'^: 


e^«du  =  0, 


und  diese  ist  für  jedes  a  erfallt,  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Rela- 
tionen : 


[üie^«*r]  =  0 


a 
stattfinden.    Aus  der  ersten  Gleichung,  die  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferenzialgleichung  mit  der  Unbekannten  Fist,  ergiebt  sich  bei  Aus- 
fahrung der  Differenziation  und  Trennung  der  Variabelen: 

V  ~    üi  Ui  ' 

mithin  durch  Integration: 

IV^J-^du  —  lüi  +  ConsU; 

zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den  Werth  des   Integrales  rechter 
Hand  mit  q>  (u) ,  d.  h. : 

4)  q)(u)  =  I  ef  M, 

setzen  Const.  =  IC  und  haben  so: 

5)  v='^e9>(^\ 

Nachdem  V  seine  Bestimmung  gefunden  hat,  wenden  wir  uns  an  die 
zweite  Bedingung  in  Nro.  3),  sie  lautet  nunmehr ;     ' 


6) 


Lxtl  +  <P(«)1_    Q 


a 
Um  sie  zu  erfüllen,  braucht  man  nur  diejenigen  Werthe  von  u  zu 
ermitteln,  wodurch  der  eingeklammerte  Ausdruck  denselben  Werth, 
etwa  JST,  erhält  oder  mit  anderen  Worten  die  Gleichung: 
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"    aufzulösen ;  heissen  «i,  tij,  ...  u^  die  Wurzeln  derselben,  so  ist: 

Laru  +  9)(tt)l  ^  rea^M  +  ^^wl  =  ...  =  JST  —  -S:  =  0, 

folglich  die  Bedingung  6)  befriedigt,  indem  man  der  Reihe  nach 
a  =  wi,  t<2,  ...  tt^_i,  ß  =  ih-i  "31  •••  ^m  ®®*^-  Vermöge  der  für 
y  angenommenen  Form  und  nach  erfolgter  Bestimmung  der  Werthe 
von  a,  ß  und  F  kennen  wir  nun  folgende  m  —  1  partikuläre  Inte- 
grale der  Gleichung  1): 

m — 1 
und  wegen  der  linearea  Form  der  Differenzialgleichnng  genügt  ihr 
'     auch  die  Summe: 


••••  +  ^«-1/^*""^''^''- 


Wäre  m  =  n  -(-  1 ,  so  würde  y^-i-i  das  allgemeine  Integral  ==  y 
sein ;  ausserdem  ist  auch  y^  nur  ein  partikuläres  Integral. 

Man  kann  sich  rückwärts  leicht  überzeugen,  dass  der  in  Nro.  8) 

verzeichnete  Ausdruck  in  der  That  der  Gleichung  1)  genügt ;  es  be- 

da!tf  hierzu  nur  gewöhnlicher  Substitution  und  der  vorhin  benutzten 

theilweiseu  Integration ;  man  erhält  statt  der  Gleichung  1)  die  fol- 

i  gende: 

9)      Q  fe^'+O^  Wl  +  Qp«+9?(tt)1  j^_^c^_^  r^+9'Ml=  0, 

deren  Glieder,  zufolge  der  für  «1,  «2,  ...  m„i  getroffenen  Bestim- 

.^  mungsweise,  einzeln  verschwinden.    Die  obige  Gleichung  liesse  sich 

aber  auch  dadurch  erfüllen,  dass  man  den  Ui,  t^,  ...  u^  andere  und 
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zwar  solche  Werthe  ertheilte ,  bei  denen  die  AuBdrücke  : 

\^+9> (m)1  ^   r^H-?' («)i ^ . . . . 

die  Formen: 

annehmen ,  wo  ^i ,  ^3 ,  . .  •  irgend  welche  Constanten  bezeichneii: 
es  bliebe  dann  noch  die  Bedingung: 
10)  B^(\  +  ^^Q  +  ...  +  B^^^C^^^  =  0 

übrig,  vermöge  deren  nur  Q ,  Q,  ...  C^__2  beliebig  gewählt  wer- 
den können,  Ojj^^i  aber  durch  die  Gleichung  selbst  bestimmt  winL 
Beispiel   1.    Die  gegebene  Difierenzialgleichung  sei: 

so  ist  nach  Formel  4): 

^tt+9)(u)  _  (^2_  ^2)«  ^\ 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  a  erhält  der  letztere  An- 
druck einen  und  denselben  Werth  und  zwar  den  Wertii  Null  für: 

M  =  +  /3,       M  =  —  /3,M  =  +00, 

wobei  das  obere  Zeichen  einem  positiven,  das  untere    einem  nega- 
tiven X  entspricht.     Man  hat  daher  för  positive  x: 

r  7^ 

y  =  Q      Am2  — i32)«---l6^«(fM  +  C3     Am2_/32)«--1  ^^  ^^^ 

— /5  — 00 

oder  auch ,  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  «an  die  Stelle  vos 
u  treten  lässt: 

P  00 

y  =  Q  Aw2_/JiJ)«-V«c?w+Ci   Am2— i3»)«^l  e-^«rfM, 

-/»  ? 

und  für  negative  x\ 

y  —  Ci    Att2— /J2)«-l  e^«(iM-f.Q   Am2  — i32)«-l  ^ar«^^ 

-?  ß 

Beide  Formen  lassen  sich  in  eine  zusammenziehen,,  wenn  man  unter 
dem  zweiten  Integralzeichen  ^  x  schreibt  und  das  obere  Zeichen 
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für  positive,  das  untere  für  negative  x  benutzt.     S'etzt  man  noch  u 
=  /3  i ,  so  ist  jetzt  das  vollständige  Integral : 

1  00 

12)  y  =  Ajit^—IY"^  e^^^dt+B  j(fi—  If'^'^e^^^^dU 

—1  1 

Ausführbar    auf  gewöhnlichem  Wege    werden  beide  Integrationen, 

a  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Beispiel  2.   Die  Differenzialgleichung  sei  ähnlich  der  vorigen : 

13)  .^2«^  +  /J.x,  =  0, 

so  hat  man  nur  ß  y —  1  =  ^  t  an  die  Stelle  des  früheren  ß  treten 
zu  lassen;  die  vor  Nro.  12)  stehenden  Formeln  geben  dann: 

/ßi  00 

mittelst  der  Substitution  u  =  ßti  wird  aus  dem  ersten  Integrale : 
1 

Ai  1  (Jfi—lf^'^  loosßxt'^isinßxtldt 

—1 

1 

=  2Ai  I  (fi—iy—^coaßatdt, 

0 
weil  der  zweite  Theil  des  Integrales  verschwindet;  femer  hat  man: 

q,   fcu^+ß^T"^  e"^^'*  du 

=  C2    AM2+/S2)«-lgT:r«^^_Qy  (^2^^2)«-löTart*^„^ 

0  0 

wo  im  ersten  Integrale  u  •=.  ßt^   im  zweiten  u  =  ßit  gesetzt  wer- 
den möge.    Dies  giebt  als  Werth  des  Integrales: 

00  1 

B  J(p-\-  Xf^^  e'^P^xtdt  —  BiJit^^  rf-\cosßxt':^i  8inßäse)dt, 

0  0 

und  mit  dem  vorigen  zusammen: 
1 

y=  yO«— 1)«-"^  [i^.A—B^icosßxt^Bsinßxqdt 
0 

4- 5/^(^2^  l)«-ißT/J^«c? 
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oder  endlich,  wenn  man  (2Ä  —  J5)t  =  Q,  ^  J5  =  Q  setzt:  - 
1 

14)  y  =  J(t^—  l)'"'^(CiC08ßat-\-C^8inßai)dt 

0 

0 
Die  Differenzialgleichtingen  11)   und    18)  stehen  übrigens    in    ge- 
nanem  Zusammenhange  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  behandelten 
Differenzialgleichung : 

15)  4-T  —  c^i^^  =  0. 
Betrachtet  man  nämlich  nicht  x^  sondern  den  Ausdruck: 

als  unabhängige  Yariabele,  so  treten  folgende  Substitutionen  ein: 

dz dz^    dxi  dt       l^ 

dx  dxi     dx  c^Xi 

dx^         dxi     ^^  '        dxi         dx 

dxi    ^^  '    dxi^ 

Andererseits  ist  nach  Nro.  16): 

2 
^={(|^+1)4a*+2, 

mithin: 

'  d^z 

Mittelst  dieser  Werthe  von  x  imd  -7--r  geht  die  Differenzialgleichong 

dx* 

15)  in  die  nachstehende  über: 
oder  nach  gehöriger  Hebung: 
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d.  i. 

d^z     .        (i       dz  .  ^ 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  11)  überein  und  lässt  sich  nach 
Nro.  12)  integriren,  indem  man  a?i  für  «,  ä;  für  y,  c  fiir  /8  und 
fi 

setzt)  wobei  fi  entweder  positiv  oder  zwischen  —  2  und  —  oo  ent- 
halten seih  muss,  damit  die  Voraussetzung  eines  positiven  a  erfüllt 
werde;  nach  geschehener  Integration  ist  für  Xi  sein  Werth  aus  der 
Gleichung  16)  wieder  einzuführen. 

Beispiel  3.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei : 


18)  ^-*-^  =  «'      , 

und  b  positiv.  Hier  ist  nach  Formel  4)  wegen  Oo  =  «!,..=  a„_j 
=  0,  a„  =  1,  Ji  =  ij  . . .  ^  J„  =  0: 

««+1 
•^("^  =  -bö^+^- 
Der  Ausdruck  c^+^W  erhält  einen  und  denselben  Werth  und  zwar 
den  Werth  Null,  wenn  au-\-q)(u)  irgendwie  negativ  unendlich  wird, 
denken  wir  uns  t/*  •  ^  als  bestehend  aus  (-f-  1) .  w^  »  ^ ,  so  ist  nament- 
lich klar,  dass:  ' 

♦H-i^ 

«  =  V-fri.  00 

gesetzt  werden  darf;  bezeichnen  wir  mit  Qi,  ^j,  ifs,  ...  Qf^i  die 

"+l 

n  +  1  Werthe  von  V-j-l,  d.  h.  die  n-f-1  Wurzeln  der  Gleichung : 

19)  q'^+^  —  1  =  0, 

so  kennen  wir  n  -j-  1  Werthe  von  w,  für  welche  e^"f"^(") jedesmal 
der  Null  gleich  wird;  jene  Werthe  sind  nämlich  pi  oo ,  (>2  oo ,  ... 
Qnri-l  ^  '  Demnach  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Differenzial- 
gleichung 18)  nach  Formel  8)  gebildet: 
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PgOO  OgOO 


^n+l«> 


^n+l«> 


wobei  Q  =  -Bi  i ,  C»  =^2^1  etc.  und  zur  Abkürzung  — — — ; — 

bCn-\-l) 

=  c  gesetzt  worden  ist.    Um  eine  bequemere  Form  zu  erhalten,  zer- 
legen wir  jedes  Integral  nach  dem  Schema : 
ß  ß  a 

Jf(u)  du  =  J/(u)  du  —  J/(u)  du, 
«  0  0      . 

und  vereinigen  die  gleichen  Integrale;  dies  giebt: 

0  0 

e^QO  ^n+1« 

...  +  (5n-l-^n)/^~'^'*''"'^«  +  ^n/e^"-"~'*"^'^«, 
0  0 

oder  auch: 

0  0 

^n»  -^n+l« 

...  -I-  A^Je^-^'^^du-\-A^j^^fe^-^''^^du, 
0  0 

wobei  die  n  -|-  1  Constanten  ^1 ,  Ä^^^  ...  -4^-li  der  Bedingung : 

^1  +  ^2  +  ^3  +  •••  +  ^n+1  =  Ö 
unterworfen  sind.     Setzt   man   endlich   in    den  einzelnen   Gliedern 
dieser  Reihe: 

U  =  Q^t    ,        U   =  Q2^     ^  '"  v=  9n+l^ 

so  ergiebt  sich  schliesslich : 
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20)     y  =  y  JQe?.^'-f-Qe?«^<  +  ...+C„^j  A+l^'j  e-«'"+'dt 
0 

als  allgemeines  Integral  der  DifFerenzialgleichung  18)  oder  der  von 
ihr  nicht  verschiedenen: 

Beispiel  4.    .Eine  völlig  ähnliche  Behandlung  gestattet  die 
Differenzialgleichung : 

Man  hat  nämlich: 


q)(u)  =  -f 


und  um  den  Ausdruck  ö*""!"^^")  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
braucht  man  nur: 

^+1  

u  =  y — 1 .  00 

zu  setzen,  wodurch  ari«  -f-  g?  (w)  =  —  oo  wird.  Sind  nun  ^i,  q^^ 
(>8,  ...  Q^A^i  die  n  4"  1  Wurzeln  der  Gleichung: 

22)  -  9^+1  +  1  =  0, 

so  verschwindet  e^"+^Wfür  u  =  Qico  ^  92«) ,..  .(>yj  i  ^x  ;  von  hier 
ab  bleibt  die  Bechnung  wörtlich  dieselbe  wie  vorhin  und  die  For- 
mel 20)  gicbt  daher  auch  das  Integral  der  Differenzialgleichung: 

23)  ^  +  _fL  =  o,         .>0, 

wenn  man  den  Grössen  Qi^  (>2 »  •  •  •  Qn4-1  ^^®  ebenerwähnte  neue  Be- 
deutung unterlegt. 
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§.  113. 

Integration    der    simultanen    Gleichungen    erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n-j-  1  Variabelen  «,  y,  z,  ...  «,  «,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

—  =/3(Ä,y,«,...0  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  x^  y,  ^,  ...  8^  als  Funktionen  von  ^  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  würde  darauf  ankommen, 
eine  neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Varia- 
bele  t  und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  «,  enthielte.     Man 

dx 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege.    Aus  der  ersten  Gleichung  — 

=  /i  ergiebt  sich  durch  Differenziation : 

dt^         -hx'  dt  ~^  T^y'  dt  "+■•••"*"  l8^  dt     '     ST 

Die  angedeuteten  partiellen  Differenziationen  in  Beziehung  auf  4?,  y, 

...  «,  t  sind  ohne  Weiteres  ausfuhrbar,  weil  die  Form  der   Funk- 

dx    dy  ds 

tion  fi  bekannt  ist,  für  die  Differenzialquotienten  -r-,  -^,  . ..   —r- 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfaljren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  wten  Differenzialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 


2) 


d  X  d^  tX! 


Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  Unbekannten  ^, ;?,...  s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  aujszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion gäbe  Gleichungen  von  folgender  Form : 

dx    d^x  (p-h\ 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

d!^x         .  .        dx     d'^x  dJ^—^xX 

d.  h.^  eine  Diiferenzialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  t.  Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Funktion  von  £,  dadurch  werden  zugleich 

dx    d^  X 

-— ,  ----  etc.  bekannt,  imd  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

dt     dt^ 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  ^ ,  z  ...  s. 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen : 

S  Ohio  milch,  Analyiif.  33 
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5)  -g  =  «(y  +  «),   -^  =  /»(*+^).    ft  =  ^^*+''^ 
vorgeaommen  werden.     Man  erhält  aus  der  er3ten  Gleichung : 

dy  dz  ' 

uiid  nach  Substitution  der  Werthe  von  -^  und  -r- : 

dt  dt 

6)  -^=a(ß'-^Y)a-^aYy+aßz; 

die  zweite  Differenziation  und  nochmalige  Substitution  giebt: 

7)  f^  =  2a^y*+a(«/J+«y+^r)(y+0. 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  2,  nämlich: 

9)       y==z:7::^A^-ß'^—(ß+yA 


a(y— /J)  (ät^  dt 

10)       z  = 


1  id^X  dX  ra    \       \     \ 


Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren,  oder  kürzer,  man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(y-f"^)  ^^^  ^**  '^^• 

Diese  lineare  Differenzialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  1 10, 1. 
zum  vollständigen  Integral: 

11)  .    a?  =  (^e^'+Qe^*+  Qe^a^, 

wo  Ai,  ^,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

12)  A3  =  (a^-|-ay-f.^y)A-f  2a/Jy 

sind.    Die  Formeln  9)  und  10)  liefern  y  und  z^  wenn  der  Weiih  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
mmg  im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differenzialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nipht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet ;  diese  Differenzialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.     Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  y,  z,..« 
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zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgieichungen, 

'  doß 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  ^,  -r-  etc.  be- 

dt 

kannt  gewordenen  GiÖßsen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. •  . 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen : 

dienen ,  welche  den  speziellen  Fall  «  =  ](5  =  y-  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3A  -f-  ^ 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  Ag  =  A3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  fiir  x  aufgestellten  Differenzial- 
gleichung  ist  jetzt :  • 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß  —  y  =  0  und 
y  ==^  wird.  Dieser  Uebelstand  Hesse  sich  zwar  beseitigen,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man.  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6) : 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein ,  sie  ist : 

d^x         -.      ,    dx 

woraus  als  vollständiges  Integral : 

14)  X  =  Ce^^ -}- Cie-^ 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab ,  so  fallt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
zialgleichung : 

dt    ~  ^         dt  ~  ' 

sie  giebt: 

15)  y  —  Ce^^ -\- C^e-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraktion  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration: 

16)  zz:^  Ce^[-\-  Cq^"^' 

Die  Werthe  von  x^  y^  z  enthalten  zusammen  vier  Constanten,  mit- 

33* 
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hin  eine  zuviel ;  substituirt  man  aber  die  für  ar,  y^  z  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  ISX  ^^  ergiebt  sich  die  Bedingung: 

17)  c\  +  q,  +  q,  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Gonstanten  wieder  herbeigefulHt  wird. 

§.  114. 

Simultane    Differenzialgleichungen    höherer 
Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall ,  tvo  die 
gegebenen  simultanen  Differenzialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differenzialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  ä,  ^,  z^  ...  s  ent- 
halten.   Setzt  man  nämlich: 

dx  d^x  dx* ^^      d^x  dx" 

li  —  "^'   dt^  —  'dt—'' '  dt^  ~  dt  —"^  '•;•• 
dt  —^'   dt^—  dt  —^ '  dt^  —  dt  —^  '•••• 

U.        8.        W. 

und  sieht  ar',  ar",  j?'",  •••  ^i  y'%  y"\  u.  s.  w.  als  neue  Yariabele 
an,  so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differen- 
zialgleichungen z.  B.: 

18)  ä^i^  =  2x,     ^+£^=2y 
^  dt  ~  dt^  '     dt  ^  dt^        ^ 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

dx  ^  ^y       '   , 

dt-''  '  Tt-^' 

dv'  ^  dx* 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  x^  y^  x*  ^y'  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

19)  ^'=2y-^=2y-(2*_.0. 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  würden  sich  y  und  y* 
entwickeln  lassen,  namentlich  wäre : 
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oder  vermöge  der  Bedeutung  von  x': 

20)  j,=  jJ2*__+2— +  — (. 

Die  nochmalige  Differenziation  der  Gleichung  19)  giebt: 

d^x*  dv*  .    dx*        ^    ^  .     da^ 

dt^  dt  ^    dt  ^  ^  ^   dt 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x ;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  x' : 

d^x         d^x     ,     ^  dx 
dt^  dt^     '         dt 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differenzialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist: 

A4  — A2  +  il  —  4  =  0, 
oder  auch: 

A4  —  a— 2)2  =  (A2  +  A— 2)^2  — A  +  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind: 

A-      2    1         IIA         1+^^^^    j,    -  l-VTV-1 

Ai Z,  A2 -j-  1?  ^8 2 '      4  2 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth: 

X  =  C\«-2^+q,e+^  +  C3e5W(i<V'7)  +  (74e2'«n(i<V'7); 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  sym- 
metrischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  wel- 
cher die  Differenzialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dt  ^  dt  ^  dv^  ^  df'    ^  "-^^^y^-^ 

d.  h.  wenn  x  -^  y  =  $  gesetzt  wird: 

ds     ^    d'^s        ^ 

dt^df^—^'' 
Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege : 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  füry  seinen  Werth : 
y  =  $  —  x=z  Äe"^^  -f  Be+^  —  x 
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einiiihrt,  so  gelangt  man  zu  der  Differdnzialgleichung: 

dt  ^  '  dt«  ' 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhalt  so  x^  dann  y  =^  ß  —  a. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
kation des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differenzialgleichungen  symmetiiach  sind 
)n  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x^  y,  ^v*;  ™&i^  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  a?,  y,  r,  ...  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Funktion  von  «,  y,  z,  ...  als  neue  Unbekannte 
einfuhrt  und  für  diese  eine  Differenzialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
zialgleichungen : 

d^  X  kx  d^y  ky 

Nach  derii  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differenzialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen ;  die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich  und  wir  be- 
absichtigen daher  vorerst  eine  Differenzialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele : 

22)  r  =  Vx^+y^ 

zu  erhalten.     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun: 

d^y  d^x 

^    1 !«  *■■" 


dt^        ^    df^ 
die  linke  Seite  ist   ein  vollständiger  Differenzialquotient,    nämlich 


dy  dx 

X  — ^  —  1/  — : 
dt        ^  dt' 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung: 

dy  dx 

deren  Quadrat  des  Folgenden  wegen  in  nachstehender  Gestalt   dar- 
gestellt werden  möge : 

-.(-+.■)  i(t)'+(ii^)"i-!-^+'Sr=- 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21): 

dfi       ^      dt*   "        ■  V(««+y«)* 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differenziale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit: 


my+m 


d 

und  die  rechte  Seite  gleich  dem  Ausdrucke: 
2k 


a'da-^-ydy  _  _   2*        _   ,/2fc\ 


Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung: 

.  (S')+(^)'=^'-- 

Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  dass 
dort: 

«    .      «  o  da    ,        dy  dr 

ist,  so  geht  die  GleicKung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach : 

r  "^  =  Y2hr—Br^  —  A^, 

und  umgekehrt,  wenn  t^  die  Integrationsconsiante  bezeichnet: 

r  dr 


'-">  =f\ 


V^kr  —  Br^^Ä^' 
Eine  elegantere  Form  erhält  das- Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass : 

"— --=-!(^-f)-(l-')'|. 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  Ä  und  B  durch  neue  Constanten 
a  und  £  zu  ersetzen;  für: 

^2_  iba(l— «2)  ,         5  =  — 
wird  nämlich: 
24)  •        t-t,==f:  '"' 


j/f[a»«»-(«--r)«] 
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Die  Ausfuhrang  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  <b  =  /W  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss ,  weil  r  als  Funktion  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  fuhren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  t^  ein-,  indem  wir: 

25)  .  •     r  =  a(l  —  €co*^) 
«etzen;  dadurcli  wird: 

t  —  to=  y  ^  J  (l--sco8^)dil;.  =  y  j(il^  —  68intl;}. 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung: 

26)  *  —  Bänt  =  (t  —  to)y  — 

nach  ^  aufzulösen*)  und  findet  dann  r  mittelst  der  Formel  25).  — 
Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum ,  x  und  y  selbst  zu  bestimmen,  was 
auf  folgende  Weise  geschieht.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind 

und  —echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht: 
r  r 

es  liegt  daher  nahe,  —  =  cos  g?,  mithin  ■=—  =  sin  (p   zu  setzen ,  wo 

q)  eine  neue  Variabele  bezeichnet     Die  Substitution  der  Werthe: 

27)  X  =  rco8(p^     y  =  rsinfp 
in  die  Gleichung: 


*)  Diese  Auflösung  kann  entweder  in  jedem  speziellen  Falle  durch  Ver- 
Buche  und  nachherige  Correktionen  geschehen,  oder  auch  mittelst  einer  un- 
endlichen Reihe  bewerkstelligt  werden.  Da  nämlich  in  der  obigen  Gleichung 
oder  in  der  kürzeren : 

«)  V  —  *  «w  1//  =  ^, 

1/;  eine  Funktion  von  ^,  mithin  auch  tjf  —  ^  eine  Funktion  von  ^  ist,  so 
darf  man  unter  der  Beschränkung  ti  >  ^  >  0 : 
p)  1/;.—  ^  =  B^sin^  +  B^sin2»  +  ß^sinSd^  +.... 

setzen ,  wo  es  auf  die  BestLoimung  der  Coefficienten  Bi ,  B^  etc.  ankommt. 
Sie  geschieht  mittelst  der  Gleichung  a)  unter  Benutzung  der  Formel  14}  in 
§.79;  mittelst  einer  Rechnung,  die  hier  nicht  füglich  mitgetheilt  werden 
kann,  findet  sich*- 

y)  B^^  ^(|nO!!L  ^    anOl    .  (1^0^ 

nl.2..n/         l.(n+l)^    1.2.(n+l)(n  +  2) 

1.  2.3. (nH-l)(n  +  2)(n+8)"r  ••••)' 
Näheres  darüber  giebt  des  Verfassers  Schriflchen:  „Die  allgemeine  Um- 
kehrung der  Funktionen,  Halle  1849.^' 
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verwandelt  diese  in  die  folgende : 

i  dq>    ,      .        dr  ) 

rco8<p  i   rco8<p  —  -f-  sin<p  — -  t 

i  ,        d(p    .  dr    \ 

—  rsin(p  l  —  rsin(p  —  -f-  co8<p  —  i 

=  Vka(l  —  s^), 
d.  i.  sehr  einfach 


dq) 


dt 

Bringt  man  r^  und  dt  auf  die  rechte  Seite,   indem  man* für  dt 
seinen  Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird: 

9  =  a  Vi— «2  r_^=£L_=, 

und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  s  costl^) 

für  r : 

dtl; 


9,  =  VT=i5/_ 


■BCOSt 


Diese  Integration  ist  nach  Formel  12)  in  §.  61  leicht  ausführ- 
bar, indem  man  a=  1,6  =  —  £,a?  =  i^  setzt  und  unterscheidet, 
ob  der  absolute  Werth  von  e  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit 
oder  ihr  gleich  ist.  Im  ersten  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschrän- 
ken, wird: 

tp  =  2Ärct(m  (y  ^^  tan\t  J  +  Vo, 

wo  9)0  die  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus: 

28)  t€mli<p  —  q)o)=y^^tanlil;. 

Die  gegebenen  Differenzialgleichungen  werden  also  auf  die 
Weise  integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zu- 
nächst ^  durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  9  nach 
Formel  28),  endlich  a  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt; 
dabei  bleiben  o,  €,  ^oi  ^0  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrations- 
constanten. 
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§.  115. 

Totale  Differenzialgleichungen  zwischen  mehreren 
Variabelen. 

In  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Differenzialgleichun- 
gen wurde  vorausgesetzt,  dass  nur  eine  unabhängige  Yariabele  vor- 
handen sei  und  dass  die  sonst  noch  vorkommenden  Variabelen  be- 
kannte oder  unbekannte  und  ebendeswegen  zu  bestimmende  Funk- 
tionen derselben  darstellten*  Das  Umgekehrte  hiervon  würde  statt- 
finden, wenn  eine  der  vorhandenen  Variabelen  als  abhängig,  die 
übrigen  alß  unabhängig  veränderlich  angesehen  würden,  und  es  wäre 
dann  die  Aufgabe,  diejenige  Funktion  mehrerer  Variabelen  zu  be- 
stimmen, welche  einer  gegebenen  Differenzialgleichnng  genügt.  Da- 
bei sind  jedoch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  die  Diffe- 
renzialgleichnng totale  oder  partielle  Differenziale  enthält  Wir  be- 
schäftigen uns  zunächst  mit  Gleichungen  der  ersten  Art 

Findet  zwischen  drei  Variabelen  «,  y,  «;  eine  Gleichung  von 
der  Form 

1)  Fix,y,z)  =  C 

statt,  aus  welcher  sich  z  als  Funktion  von  x  und  y  bestimmen  Hesse, 
so  ist  das  totale  Difierenzial  derselben: 

:r-  dx  -\-  ^  dy  -{-  —-  dz  =  0. 
dx  '      ^y     ^     '      3xf 

Die  partiellen  Differenzialquotienten  -r— ,  -r— ,  ^r—  sind  hier  wie- 

oX     oy      dz 

derum  Funktionen  von  «,  y  and  z,   die  wir  der  Reihe  nach  mit 

9  (^)  y^  ^)9  ^  (^9  yy  ^)9  X  (^9  y^  ^)  bezeichnen;  die  vorige  Gleichung 

lautet  dann : 

2)  fp{x,y,z)dx  -f-  ^(x^y,z)dy  -f  x(x,y,z)dz  =  0, 

und 'ist  das  Schema  einer  Differenzialgleichnng  erster  Ordnung  zwi- 
schen drei  Variabelen.  Sie  integriren,  heisst  von  der  Gleichung  2) 
auf  die  Gleichung  1)  zurückgehen  und  es  ist  dies  geometrisch  die 
Aufsuchung  einer  Fläche ,  welcher  die  in  Nro.  2)  ausgesprochene 
Eigenschaft  zukommt. 

Die  Integ:ration  der  Differenzialgleichung  2)  oder  der  kürzer 
geschriebenen 

3)  <p  dx  -^  il;  dy  -j-  X  dz  =:  0 

lässt  sich  auf  der  Stelle  ausführen,  wenn  die  Variabelen  gesondert 
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ßind,  d.'  h.  9)  =  -T,  ^  =  Y,  %  =  Z  üt,  wo  X^  Y,  Z  Funktionen 
von  or,  ^,  z  allein  bezeichnen;  auB 

4)  Xda-j-Ydy  -^  Z4z  =  0 
folgt  nämlich: 

5)  I  X da  -^  I  Y  dy  -^  1  Z  dz  =  Cofist, 

wo  jede  Integration  ao  geschieht,  als  wäre  jede  der  Grössen  x^  y^  z 
unabhängig  veränderlich.  In  der  That  bedarf  es  nur  der  totalen 
Differenziation  der  Gleichung  5),  um  zur  Gleichung  4)  zurückzuge- 
langen. > 

Ist  die  Sache  nicht  so  einfach  wie  in  dem  angegebenen  Falle, 
so  bringt  man  die  gegebene  Differenzialgleichung  zunächst  auf  die 
Form 

6)  dz  = ^  dx  —  —  dy\ 

da  z  eine  unbekannte  Funktion  von  x  und  y  ist,  so  muss  der  Aus- 
druck rechter  Hand  das  vollständige  Differenzial  derselben  darstellen 
und  dazu  gehört  nach  §•  100  eine  Bedingung,  welche  auf  den  vor- 
liegenden Fall  angewendet  lautet: 


K-'i)  K-f) 


^y  S^ 

Die  Ausführung  dieser  Differenziationen  giebt  bei  Weglassung 
der  gemeinschaftlichen  Nenner  und  unter  Berücksichtigung  des  Um- 
standes ,  dass  q> ,  ^  und  %  auch  z^  d,  h.  implicite  nochmals  x  und  y 
enthalten : 

T  \ly  ^  Iz   2yJ         *  \ly  ^  Iz   lyj 

^  \lx  ~  Iz^  IxJ        *  K-bx  ~  Iz  IxJ 
Beachtet  man  noch,  dass  die  Gleichung  6)  mit 

a«?  =  — -  rfa?  -4-  T-  dy 
dx  ^y 

identisch  und  folglich 

"bz   w      bz  '  if 

bx  ~'^  x'  ^y~~'x 

sein  muss,  so  verwandelt  sich  die  obige  Bedingung  in  die  folgende: 
und  nur  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  in  der  gegebenen  Differen« 
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zialgleichung  z  als  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x 
und  y  betrachten.  Die  Nichterfüllung  der  obigen  Determination 
zeigt  dagegen  an,  dass  die 'Difierenzialgleichung  keinen  analytischen 
Sinn  hat,  wenigstens  so  lange  nicht  als  zwei  Variabele  unabhängig 
bleiben;  sie  erhält  erst  wieder  eine  Bedeutung,  wenn  man  y  als 
Funktion  von  x  ansieht ,  sie  reduzirt  sich  dann  auf  eine  Differenzial- 
gleichung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  z  und  gehört  wicht  mehr 
hierher. 

Das  Bestehen  der  Gleichung  7)  vorausgesetzt,  hat  die  Integra- 
tion der  Diflferenzialgleiöhung 

8)  (pdx  -^  ^dy-^-  %dz  =:i  0 

keine  wesentliche  Schwierigkeit.  Denken  wir  uns  die  Integralglei- 
chung F(x^y^z)  =  C  als  Gleichung  einer  Fläche,  von  der  jeder 
Funkt  xy  z  die  Eigenschaft  8)  besitzt,  so  muss  diese  Eigenschaft 
auch  allen  den  Punkten  zukommen,  welche  in  einer  constanten  Ent- 
fernung (etwa  z  =  K)  von  der  xy  Ebene  auf  jener  Fläche  liegen, 
d.  h.  allen  Punkten  des  Durchschnittes  der  fraglichen  Fläche  mit 
der  Ebene,  deren  Gleichung  z  =  h  sein  würde.  Es  wird  in  diesem 
Falle  dz  =  0^  die  Difierenzialgleichung  reduzirt  sich  auf 

9)  (fdx  -^  tl^dy  ='0, 

und  das  hierin  vorkommende  z  gilt,  wenn  man  nicht  h  dafür  schrei- 
ben will,  als  willkürliche  Constante.  Das  Integral  der  Differen- 
zialgleichung  9)  (d.  h.  die  Gleichung  jener  Durchschnittslinie)  führt 
eine  Integrationsconstante  bei  sich,  welche  zwar  von  x  und  y  frei 
ist,  wohl  aber  jenes  als  constant  betrachtete  z  enthalten  kann;  be- 
zeichnen wir  sie  mit  Z^  wo  z  eine  Funktion  von  z  allein  ist,  so  kön- 
nen wir  dem  Integrale  der  Gleichung  9)  folgende  Gestalt  verleihen: 

10)  f{x,y,z')  =  Z. 

Das  Differenzial  hiervon  ist,  total  genommen: 

11)  l^dx  +  Y'dy  +  T^^'  =^^' 

dx  ^     dy      "     ^      dz 

und  da  die  rechte  Seite  nur  z  enthält,  so  muss  dasselbe  linker  Hand 
der  Fall  sein.  Eliminirt  man  daher  eine  der  Variabelen  x  und  y 
aus  den  vorstehenden  zwei  Gleichungen,  so  muss  die  andere  Varia- 
bele von  selbst  wegfallen  und  eine  Gleichung  zwischen  z^  Z  und  dZ 
übrig  bleiben.  Das  Integral  dieser  Difierenzialgleichung  enthält 
Zj  Z  und  eine  Constante ;  bestimmt  man  Z  daraus  und  substituiit  die- 
sen Werth  in  die  Gleichung  10),  so  hat  man  das  gesuchte  Integral. 

Die  Differenzialgleichung  z.  B. 
12)         {^aiZ'\-z^dx-\'  2yzdy  —  2(a?2-fy2-(-ife)  ^^^  =  0 
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genügt  den  in  Nro.  7)  angegebenen  Bedingungen;  betrachtet  man 
z  vorerst  als  Constante,  so  wird  die  Gleichung  12)  zur  folgenden: 

worin  die  Variabelen  bereits  gesondert  sind;  ihr  Integral  ist: 

13)  ^  x"^  -{-  xz'^  -\-.y^=i  Z. 
Das  totale  Differenzial  dieser  Gleichung  ist: 

{'lx-\-z'^)dx  -\'2ydy  -{-  "i.xzdz-rzrz  dZ, 
und  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  12): 

2      ~^  ^    dz-\-  2xzdz='dZ. 

Schafflb  man  eine  der  Variabelen  x  und  y,  etwa  die  letztere 
weg,  indem  man  die  Gleichung  13)  zu  Hülfe  nimmt,  so  fällt  auch 
die  andere  Yariabele  heraus  und  es  bleibt 

2  — ■ —  dz  =  dZ  oder   2  —  =  ^  .      . 

z  z  Z-j-k 

mithin 

Cz^  =  Z-\-k,     Z=Cz^  —  k, 
wo  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.      Das  gesuchte  Integral 
der  Differenzialgleichung  11)  ist  folglich: 

14)  a?2-f-.y2_|_  (^_C)z+ Ä;==  0. 

Hier  wie  in  jedem  anderen  Falle  kommt  also  die  Integration 
einer  totalen  Differenzialgleichung  erster ,  Ordnung  zwischen  drei 
Variabelen  auf  die  Integration  zweier  Differenzialgleichungen  zwi- 
schen zwei  Variabelen  zurück.  Aehnliche  Sätze  würden  sich  für 
totale  Differenzialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen  aufstellen 
lassen.  Enthält  die  gegebene  Differenzialgleichung  verschiedene 
Potenzen  von  dx^  dy^  dz  etc.,  so  kann  man  sie  in  Beziehung  auf 
eine  dieSer  Variabelen  auflösen  und  unterscheiden,  ob  das  Resultat 
von  irrationaler  oder  von  rationaler  Form  ist;  im  ersten  Falle  be- 
sitzt die  Differenzialgleichimg  gar  keine  Auflösung  und  hat  überhaupt 
keinen  Sinn,  im  zweiten  Falle  ist  die  Differenzialgleichung  das  Pro- 
dukt mehrerer  Differenzialgleichungen  von  der  Form 

(pdx  '{'  ifdy  -{-  xdz  =  0^ 
und  wird  integrirt,  indem  man  die  Faktoren  einzeln  als  Differenzial- 
gleichungen behandelt.     Aus  der  Gleichung  z.  B.   . 
m  da?2-|-  n  dy^-j- p  dz^-j-  2q  dx  dy-\-2r  dx dz-{-2  8  dy  dz  =  0 
findet  man 

_  —rdx  —  sdy+VÄdx^'{-2Bdxdy'^Cdy^ 

d  z  ■  , 

p 
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wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde :  , 

r^  —  mp  =  Ä^     rs — pq  =  B^     s^ — np  :=  C. 
Welche  Funktion  von  a  und  y  aber  z  auch  sein  möge ,  so  steht 
dz  doch  unter  der  Form: 

2a  2z 

dz  =  —dx-\-—dy, 

und  es  ist  deshalb  der  obige  Werth  von  dz  so  lange  eine  analytische 
Unmöglichkeit,  als  die  Wurzelgrösse' vorkommt;  wird  aber 

Ädx^'\'2Bdsdy  -j-C  dy^ 
zu  einem  vollständigen  Quadrate,   wozu  die  Bedingung  B^  =  ÄC 
gehört,  so  istd^:  rational  und  die  ursprüngliche Differenzialgleichung 
das  Produkt  zweier  linearen  Faktoren. 

Das  im  Vorigen  auseinandergesetzte  Verfahren,  um  vorerst  die 
Bedingung  d^r  Integrabilität  und  nachher  das  Integral  selbst  zu  fin- 
den, bleibt  im  Wesentlichen  auch  bei  totalen  DifTerenzialgleichungen 
höherer  Ordnungen  dasselbe,  veranlasst  aber  der  Natur  der  Sache 
nach  weitläufigere  Rechnungen.  Das  äusserst  seltene  Vorkommen 
derartiger  Differenzialgleichungen  überhebt  uns  der  Mühe,  tiefer  aui 
sie  einzugehen. 

§.  116. 
Partielle  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung. 

Wenn  x  und  y  zwei  unabhängige  Variabele  bedeuten,  z  eine 

noch  unbekannte  Funktion  derselben  ist,  und  die  partiellen  DiflTeren- 

2iz  2  z 

zialquotienten  von  z  durch  -r—  und  -r—  bezeichnet  werden,  so  kann 

2a!  2y  ^ 

man  die  Gleichung 

»  '■(•.».-If.  5i)  =  « 

als  das  allgemeine  Schema  einer  partiellen  Differenzialgleichung  zwi- 
schen drei  Veränderlichen  ansehen,  und  die  Aufgabe  würde  sein,  aus 
der  Gleichung  1)  eine  primitive  Gleichung  von  der  Form  z  =/(j?,  y), 
d.  h.  ihr  Integral  zu  entwickeln.  Denken  wir  uns,  um  die  Sache 
unter  einen  geometrischen  Gesichtspunkt  zu  bringen,  ät,  y,  z  als  recht- 
winklige Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume,  so  bedeutet  die  Glei- 
chung z  =  /  (ar,  y)  eine  Fläche ,  welcher  die  in  Nro.  1)  angegebene 
Eigenschaft  zukommen  soll,  und  es  bezieht  sich  diese  Eigenschaft 
auf  die  Lage  der  Tangentialeb^Bnen  oder  der  Normalen  der  Fläche, 
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wie  aus  dem  Yorkommen  der  partiellen  Differenzialquotienten  un- 
mittelbar erhellt  (§.  22),  Vermöge  dieser  Bemerkung  kann  die 
Constniktion  der  fraglichen  Fläche  auf  folgende  Weise  vor  sich  ge- 
hen, •  Wir  geben  der  einen  unabhängigen  Yariabelen  einen  willkür- 
lidien  Anfangswerth  ^O)  l^g^i^  V^  d^i*  Entfernung  a  z=zXq  eine  Ebene 
parallel  zur  Coordinatenebene  yz  und  zeichnen  in  dies^  Parallel- 
ebene eine  beliebige  krumme  Linie  z  =  ^(j),  welche  wir  als 
Durchschnitt  der  gesuchten  Fläche  mit  jener  Parallelebene  betrach- 
ten.    Für  jeden  Punkt  dieses  Durchschnittes  sind  a?  =  a?Q,  y  und  z 

^z  ■ 
bekannt,  ebenso  ist  es  auch  r-  vermöge  der  Gleichung  z  =  ilf  (y). 

2iy 

"^z 
Die  Gleichung.  1)  kann  jetzt  dienen,  um  —   zu    bestimmen,    oder, 

ox 

Iz 
genauer  ausgedrückt,  um  den  Spezialwerth  zu  finden,   welchen  r- 

t  oX 

für  X  =  x^  annimmt.     Da  nunmehr  x^  y^  z^  r—  und  -r-^  innerhalb 

dx  dy  , 

der  ganzen  Ausdehnung  jenes  Parallelschnittes  gegeben  sind,    sp 

lässt  sich  auch  durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Ebene  legen,  deren 

Gleichung,  in  den  laufenden  Coordinaten  |,  ij,  %  ausgedrückt, 

wäre,  und  es  sind  diese  Ebenen  nichts  Anderes  als  die  Berührungs- 
ebenen, welche  die  Fläche  längs  jenes  Parallelschnittes  an  sich  trägt. 
Geben  wir  dem  x  einen  zweiten  Werth  x^  :=^  Xq  -\-  dx^  und  legen 
wiederum  eine  Parallelebene  zu  yz^  so  wird  diese  von  jenem  Sy- 
stem der  Berührungsebenen  in  einer  Curve  ä:  ==  i^i  (y)  geschnitten, 
welche  bei  der  unendlich  geringen  Verschiedenheit  von  Xq  und  x^ 
als  zweiter  Parallelschnitt  der  gesuchten  Fläche  gelten  muss.  Von 
diesem  Schnitte  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construktion  wie- 
derholen, die  continuirUche  Folge  der  zu  ;r  =  i^i  (2()  gehörenden 
Tangentialebene  bilden,  dann  zu  einem  dritten  Parallelschnitte  in 
der  Entfernung  a?2  =  ^i  -f-^^i  übergehen  u.  s.  w.  So  ist  die  Fläche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  bestimmt  durch  die  stetige  Aufein- 
anderfolge ihrer  Querschnitte  parallel  zur  yf  Ebene,  sobald  nur  der 
erste  dieser  Querschnitte  ä;  =  ^  (y) ,  a?  =  «o  gegeben  oder  willkür- 
lich angenommen  wird.  Wenn  demnach  ausser  der  Differenzial- 
gleichung  keine  weitere  Beziehung  zwischen  a?,  y  und  z  vorgelegt 
ist,  so  charakterisirt  sie  eine  unendliche  Menge  von  Flächen ,  deren 
spezielle  Gestalt  von  den  Curven  [2  =  tf'(y)]  abhängt,  durch  welche 
man  sie  hindurchgehen  lassen  will ;  das  Integral  ist  daher  nicht  nur 
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jederzeit  möglich,  sondern  auch  in  sofern  unbestimmt,  als  es  eine 
willkürliche  Funktion  enthalten  muss.  Dies  bestätigt  sich  analytisch 
leicht,  wenn  man  eine  partielle  Differenzialgleichtmg  bildet.  Dreht 
man  z.  B.  eine  beliebige  in  der  Coordinatenebene  yz  gezeichnete 
Curve  z  =  ilf(y)  um  die  Achse  der  «,  so  entsteht  eine  Umdrehungs- 
fläche ,  deren  Gleichung  ist 

und  man  findet: 

daraus  lässt  sich  die  partielle  Differenzialgleichung 

"bz  7^z 

ableiten,  welche  geometrisch  bedeutet,  dass  alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  die  ^  Achse  durchschneiden. 

Auf  die  vorigen  geometrischen  Betrachtungen  stützt  sich  unmit- 
telbar die  Integration  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Schema  ist: 

2)  <p  (0?,  y^  ^)  ^  +  *  (^.  ^'  '^^'^  —  ^  ^*'  ^'  ^^• 

Wie  nämlich  auch  die  zu  Grunde  liegende  Integralgleichung 
F  (a?,  y^  z)  =  0  beschaffen  sein  möge ,  so  würde  doch  «,  als  Funk- 
tion von  a  und  y  betrachtet,  derselben*  entnommen  werden  können 
und  jedenfalls  die  Gleichung 

3)  az  =  ^dx+j-^  dy 

"bz 

stattfinden  müssen ;  durch  Substitution  des  Werthes  von—  aus  Nro.  2) 

ÖX 

erhält  sie  die  Form: 

bz 

4)  i(pdz  —  xdx)  —  i^pdy — il;dx)  -—  =  0. 

dy 

Denkt  man  sich  wie  früher  x  für  den  Augenblick  als  constant, 

so  würde  diese  Gleichung  dem  in  der  Entfernung  x  parallel  zur 

Coordinatenebene  yz  gelegten  Querschnitte  zugehören;  dieser  Quer- 

bz     . 
schnitt  ist  eine  beliebige  Curve,  mithin  r-   eine  ganz  willkürliche 

Grösse  und  die  Gleichung  4)  kann  daher  nur  bestehen,  wenn  die 
Gleichungen 

5)  q)  dz  —  xdx  =  0^       (p  dy  —  ^  dx  =  0 

für  sich  stattfinden.     In  der  That  würde,   wenn   die  vorstehenden 
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Gleichungen  nicht  erfüllt  wären,  aus  Nro.  4)  ein  ganz  bestimmter 

Werth  von  r-  folgen ,  und  dies  ist  unmöglich ,  weil  durch   jeden 
dy 

Funkt  ayz  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  der  verschiedenar- 
tigsten Querschnitte  gelegt  werden  kann ,  welche  Flächen  sämmtlich 
der  aufgestellten  DiflTerenzialgleichimg  genügen.  Aus  den  Gleichun- 
gen 5)  folgt  von  selbst  noch  eine  dritte,  nämlich  '^dz-T'%  dy^  welche 

'^  z  "^  z 

man  auch  durch  Elimination  von  r—  statt  von  —    gefunden    haben 

ly  la    ^ 

würde.  Die  Differenzialgleichung  2)  zieht  also  folgende  drei  Glei- 
chungen nach  sich: 

I^>  dy  —  ^  da?  =  0, 
q>  dt  —  %  duo  z=z  0, 
^  dz  —  i  dy  =  0^ 

welche  keine  partiellen  Differenziale  enthalten.  Hat  man  aus  zwei 
dieser  Gleichungen  oder  aus  zwei  Combinationen  derselben  durch 
gewöhnliche  Integrationen  ein  paar  neue  Integralgleichungen  abge- 
leitet, so  sind  diese  von  den  Formen 

7)  ibix,y,z)  =  C,         WCx,y,z)  —  (\, 

worin  G  und  (\  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen ,  und  man 
kann  mittelst  der  Gleichungen  7)  «  und  y  durch  z  ausdrücken.  Nach- 
dem di^s  geschehen,  verwandelt  sich  die  noch  nicht  näher  bekannte 
Integralgleichung  P  (a?,  y^  z)  =.  0  bei  Substitution  jener  Werthe 
^von  X  und  y  in  eine  neue  Gleichung ,  die  nur  z ,  C  und  Q  enthält, 

A3(z  C  C%\ 

etwa  JF  (£?,  C,  Q)  =  0 ;  differenzirt  man  sie,  so  folgt -^ —  =  0, 

(*  z 

was  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  ^(^,(?,Ci)=:0  kein  z 
mehr  enthält.  Dass  in  der  That  z  von  selbst  aus  der  Gleichung 
JF(^,(7,Ci)  verschwunden  sein  muss,  erkennt  man  übrigens  auch  an 
dem  Umstände,  dass  sonst  entweder  z  constant  wäre ,  oder  C  und  Cy 
spezielle  unveränderliche  Werthe  haben  müssten,  was  Beides  mit  der 
Allgemeinheit  der  ganzen  Betrachtung  unverträglich  ist  Nach  dem 
Verschwinden  von  Z  bleibt  nur  i^(C,  Q)  =  0  übrig,  woraus  folgt, 
dass  Q  irgend  eine  nicht  näher  bestimmbare  und  ebendeshalb  will- 
kürliche Funktion  von  C  sein  muss ,  etwa  C^  =  f  (C) ,  oder  nach 
Nro.  7): 

8)  'Piä^,y,z)=fL<^(.^,y,z)l 

Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral. 

Schlömilch,   Analysis.  34 
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Beispiel  1.     Der  partiellen^Differenzialgleichnng 

9)  «^  +  ili  =  0 

öx  dy 

entsprechen  die  Hülfsgieichungen 

a  dy  —  b  dx  ==  0,         a  dz  =  0^ 
d.  L  ay  —     dj?    =  C,  z  =  Ci; 

das  Integral  ist  daher  Q  =  /  (C)  oder 

10)  z=f(ay  —  bx), 
was  man  leicht  prüfen  kann. 

Beispiel  2.     Die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  erwähnte 
Differenzialgleichnng 

^  z  ^z 

giebt,  auf  gleiche  Weise  behandelt: 

y  dy  -|-  a?  d*  =  0,         y  cZ«  =  0, 

mithin: 

12)  r=/(«*-|-y»), 

was  mit  dem  Früheren  der  Sache  nach  übereinstimmt. 

Beispiel   3.     Sei  allgemeiner 

18)  X^-\-T^  =  Z, 

ÖX  dy 

wobei  X^  Yi  Z  Funktionen  von  j?,  y,  z  allein  bezeichnen  mögen ,   so 
sind  die  Hülfsgieichungen: 

Xdy  —   Tdx  =  0,         Xdz  —  Zdx  =  0; 

in  beiden  ist  die  Trennung  der  Variabelen  sehr  leicht  und  giebt: 

mithin  als  Integral : 

In  dem  speziellen  Falle 

15)  f-^-i_i^^  =  2(a  +  6). 

X  dx       y  <^y         ^    \    ^ 

hat  man  nach  Formel  14) : 

i^ fi-_/jjL  __  jLI 

2(a-|-5)  2a  ~^  12h    '        laS' 
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um  dieser  Gleichung  mehr  Symmetrie  zu  verschaffen,  geben  wir  ihr 
zunächst  die  Form: 

aU  -  (a+6)««.=  2a(a4-»)/j  "K^^"'  \  -=  F^ay^  —  bx'), 

* 

WO  F  eine  neue  willkürKche  Funktion  bezeichnet;  denken  wir  sie 
uns  als  bestehend  aus  Fi  (ay^ -^h  x'^) -\' ay'^  —  b^^^  so  wird 

/  ä;  =  AT»  +  y3  -^ Fl  (ay^—hx^\ 

und  wenn  wir  endlich  z  selbst  bestimmen: 

16)  i  =  «^*+yV(öy*— *^*)- 

Auch  hier  ist  f^ay?  —  hse^)  wiederum  eine  beliebige  Funktion 
von  ay^ — hx^, 

Beispiel   4.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei : 

17)  Kpy—ot)' [-  {az—cx)  r-  =  bx  —  ay; 

die  Hülfsgleichungen  lauten  dann: 

(cy  —  bz)dy  —  (az — cx)dx  =  0, 

(ßy^—hz)dz  —  Q>x  —  ay}dx  =z  0^ 

(bx — ay')dy  —  {az — ex)  dz  =  0, 
und  sind  nicht  unmittelbar  integrabel,  weil  in  jeder  von  ihnen  drei 
Variabele  vorkommen;    multiplizirt  man  aber  die  zweite  mit  a,  die 
dritte  mit  i,  und  zieht  jene  von  dieser  ab,  so  bleibt  nach  Hebung 
von  bx  —  ayi 

adx  -\-  bdy  -\-  cdz  '=^  0^  mithin  ax  -\-  by  -\-  cz  ^:=:z  C, 

Um  ein  zweites  Integral  zu  erhalten,  multipliziren  wir  die  zweite 
Gleichung  mit  — x^  die  letzte  mit  y^  und  nehmen  die  Summe  beider; 
nach  Hebung  von  bx — ay  wird  so: 

X  dx  -^^  y  dy  -^  z  dz  =^  0 ^  mithin  «^  -(-  y«  -j-  i;2  =  Ci ; 
das  gesuchte  Integral  ist  folglich : 

18)  ,.2  4.  y'i  _^  ^^^f^^otx-^by-^-cz). 

Das  Verfahren,  welches  zur  Integration  der  bisherigen  partiel- 
len Differenisialgleichungen    zwischen   drei   Variabelen  angewendet 
.wurde,  passt  wörtlich  auf  den  Fall  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabelen.    Wäre  z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung : 

worin  u  als  unbekannte  Funktion  von  x,  y^  z  betrachtet  wird,  g?,  ^, 

84* 
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X  und  6  gegebene  Funktion  von  «,  y,  r,  u  sind,  so  würde  man  diese 
Gleichung  mit 

zusammenhalten,  nämlich  r—  eliminiren  und  nachher  die  Coeffiden- 

dX 

ten  von   —  und  .:— ,  sowie  die  von  r—  und  —    freien  Crueaer    der 
^y  2iz  äy  dz 

Null  gleich  setzen  müssen.  Hierdurch  ergeben  sich  dreiDifferenzial- 

gleichungen  gewöhnlicher  Art,  deren  Integrale  *=C,  *i=Ci  und 

9^  =  Q  heissen  mögen.     Zwischen  den  Constanten  C,  Q ,  Q  ist 

endlich  noch  eine  willkürliche  Beziehung  F  (C,  Q ,  Q)  =  0  oder 

d  =  f(C^  Ci)  aufzustellen,  in  welche  für  (7,  Q  und  Q  die  Werthe 

0,  ^,  <1>3  einzuführen  sind. 


S.  117. 
Partielle  Differenzialgleichungen  höherer Ordnangen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren, 
welches  in  der  Zurückführung  einer  partiellen  Differenzialgleichung 
auf  ein  System  gewöhnlicher  Differenzialgleichungen  besteht,  ist 
zwar  mit  einigen  Modifikationen  auch  bei  partiellen  Differenzial- 
gleichungen höherer  Ordnungen  theoretisch  anwendbar,  bringt  aber 
häufig  in  sofern  keinen  wesentlichen  Yortheil,  als  die  Integration 
des  entstandenen  Systemes  von  Differenzialgleichungen  nicht  selten 
eben  so  grosse  oder  noch  grössere  Schwierigkeiten  darbietet ,  wie 
die  direkte  Integration  der  ursprünglichen  Difl^erenzialgleichung. 
Auf  eine  tiefere  Untersuchung  der  Fälle  einzugehen,  in  welchen 
jene  Reduktion  in  der  That  von  Nutzen  sein  kann,  fehlt  hier  der 
Baum,  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Betrachtung  einer  be- 
stimmten Klasse  partieller  Difi*erenzialgleichungen  höherer  Ordnun- 
gen ;  es  sind  dies  die  mit  constanten  Coefücienten  versehenen  linea- 
ren Difibrenzialgleichungen ,  welche  deswegen  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit verdienen,  weil  sie  bei  vielen  Problemen  der  mathema- 
tischen Physik  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Das  Verfahren  zu  ihrer 
Integration  besteht  immer  darin,  dass  man  zunächst  ein  partikuläres 
Integral  aufsucht  und  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Reihe  par- 
tikulärer Integrale  zusammensetzt.  ~ 
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I.  Bleiben  wir  vorerst  bei  der  sohon  besprochenen  Differen- 
zialgleichung 

stehen,  so  liegt  der  Versuch  nicht  fem,  ihr  durch  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

zu  genügen,  wo  j3  and  y  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Coefficien« 
ten  bedeuten ;  die  Substitution  giebt 

(aj8-|-6y)«/'*  +  yy  =  0,  mithin  y  =  —  -y- j8, 

wo  ß  völlig  willkürlich  bleibt.     Ein  partikuläres  Integral  der  Diffe- 
renzialgleichung  1)  ist  also 

_a^^ 

z  =  e  ^  oder    z  =  6A*(&*-"«y)  , 

wenn  ß  t=  b(i  gesetzt  wird ;  ptwas  allgemeiner  wäre 

z  =  Cefi(>^^^y\ 
welcher  Ausdruck  ebenfalls  der  Gleichung  1)  genügt,     Giebt  man 
den  willkürlichen  Constanten  C  und  (i  verschiedene  Werthe  und  ver- 
einigt die  so .  entstehenden  partikulären  Integrale ,  so  gelangt  man 
zu  dem  allgemeinen  Integrale : 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  dieser  Ausdruck  von  dem  früher 
gefundenen  z  =  f  (ay  —  by)  verschieden  zu  sein;  man  überzeugt 
sich  aber  von  der  üebereinstimmung  beider  Formen  auf  folgendem 
Wege.  Sei  zur  Abkürzung  ay  —  bx  =  u^  ferner  fiQ  =  0,  (1%  =  Y--li 
fi3  =  2V^,  fia  =  SyHi  etc.,  und 

SO  erhält  z  folgende  mittelst  Summenzeichen  abgekürzte  Form: 

»^         Hitu        ^j «_     .    nxu 

z  =  2]  C^co8  — ylli  SC^sm  -r— 

0  A  1  ^ 

Jede  Summe  genügt  für  sich  allein  der  Differenzialgleichung; 
man  hat  daher  als  neues  Integral: 

0  A  j  A 

d.  h.  wenn  man  die  CoefHcienten  Ä^  und  B^  nach  den  Formeln  des 
§.  81  wählt,  «;  =  ^(t4)  =  i;(ay—ba%  wie  früher. 
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n.  Wenden  wir  auf  die  Diffierenzialgleiohnng  zweiter  Ordnimg 

dieselbe  Substitution  an 

z  =  eß^'+yy, 

so  ergiebt  sich  zwischen  ß  und  y  die  Bedingung: 

4)       ooß^  +  hr^  +  c^ßy  +  «!/»  +  hr-^ci  =  o, 

vermöge  deren  sich  y  durch  ß  ausdrücken  lässt.  Dasselbe  ^vürde  in 
ähnlicher  Weise  bei  einer  linearen  Differenzialgleichung  höherer 
Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  der  Fall  sein,  und  wir  können 
daher  y  =  q>  (ß)  setzen ,  indem  wir  utas  die  algebraische  Hälfsglei- 
chung  jederzeit  in  Beziehung  auf  y  aufg'elöst  denken.  Partikuläre 
Integrale  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung  sind  demnach  alle 
Ausdrücke  von  den  Formen 

eP^  +  V>(J)y    oder    Cc^^+^W^, 
und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral: 

+  Qe/»^^+95(ft)y  +  .  .  .  . 
Die  hier  vorkommende  Reihe  lässt  sich  in  manchen  Fällen  wie 
früher  durch  eine  willkürliche  Funktion  ausdrücken;  so   entspricht 
z.  B.  der  Differenzialgleichung 

6)  i!f=„,^' 

die  quadratische  Hülfsgieichung y«  =  a« /J«,  woraus  y^=i:aß  folgt; 
man  hat  daher  sowohl 

z  =  Coeßo(.x+ay)  ^  CicAC^+ö^)  +  .  .  .  =  ^(^+ay), 
als  auch 

z  =  Co  «/»•(^-oy)  -j-  C^eßi^^-<'y^  +  .  .  .  =  Wia—ay). 
Demnach  ist  das  vollständige  Integral: 
7)  z  =  ^(oy+ay)  -f  W^x  —  ay); 

in  der  That  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differenzialgleichung  6); 
dass  er  aber  ihr  allgemeinstes  Integral  ist,  erkennt  man  an  dem 
Vorkommen  zweier  willkürlicher  Funktionen. 

Lässt  sich  die  erwähnte  Zusammenziehung  der  Reihen  nicht 
ausführen,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  5)  unendlich  klein,  ihre  Anzahl  unendlich  gross  und  so- 
mit die  Reihe  zu   einem    bestimmten  Integrale  werden    zu    lassen« 
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Man  denkt  sich  nämlich  die  willkürliche  Constapte  C  als  beliebige 
Funktion  der  Constanten  ß  und  setzt: 

^x  =  /3o  +  «,       ft  =  ^0  +  2«,       /3,  =  /Jo  +  3«, 

a=/(^o)ö,       Q  =^/(^o  +  ö)Ä,    q,=/(/Jo  +  2«)*,  .... 
dann  ist,  wenn  n  Glieder  genommen  werden: 

und  swar  bezieht  sich  das  Summenseichen  aaf  alle  die  Werthe,  welche 
der  hinter  demselben  stehende  Ausdruck  für  ß  ==  ß^^  ß^  -\-  d^ 
/Jo  -f-  2dy  .  .  .  j8o  -f-  (» — 1)8  erhält     !^^ehmen  wir  ßo-^nd  con- 

stant  =  A,  mithin  8  = —  .    und    lassen    n  ins  Unendliche 

n 

wachsen,  so  wird  8  =i  dß  und 


=/ 


8)   '  e=  //0»)«^^+9'(«y  d/3. 

•        ßo  ' 

Der  Gebrauch  dieser  Foi*mel  besteht  darin,  dass  man  aus  einem 
partikulären  Integrale  einer  gegebenen  linearen  partiellen  Differen- 
zialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  und  von  beliebiger  Ord- 
nung sogleich  eine  unendliche  Menge  anderer  partikulärer  Integrale 
ableiten  kann,  indem  man  /So  ,  ßi  und  f(ß)  willkürlich  wählt. 

Als  Beispiel  möge  die  Dififerenzialgleichung 

dienen.  Die  entsprechende  algebraische  Hölfsgleichttng  ist  yz=kß^ 
=  9?(j3),  mithin 

ein  partikuläres  Integral  von  Nro.  9).  Ein  paar  andere  partikuläre 
Integrale  finden  sich,  wenn  man  ß  imaginär  werden,  also  z.  B. 
ß  y  —    an  die  Stelle  von  /J  treten  lässt;  es  wird  dann 

z  —  (coaßic  +  V^sinßa!)  e'-'^^^y , 

oder  wenn  man  die  einzelnen  Theile  nimmt : 

10)  ■  z  =  e-^^^y  cosßw  und  z  =  e^^^^y  sinßx. 
Wendet  man  auf   das   erste  dieser   partikulären  Integrale  die 

Formel  8)  an,  so  ist  auch: 

11)  z=    f/iß)  e-  ^^'y  cosßx  dß, 

ßo 
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also  z.  B.  für  ß^  =t  0,  ßi  =  co  ^  f(ß)  =  1,  und  nach  Formel  19) 
in  §.  84  (2b  =  Ä,  «  =  ^,  a«  =  ky): 

In  der  That  befriedigt  dieser  Ausdruck  die  Differenzialgleichmig 
9) ,  ist  aber  von  den  vorher  gefundenen  partikulären  Integralen  so 
verschieden ,  dass  man  auf  anderem  Wege  (z.  B.  durch  Versuche) 
schwerlich  dazu  gekommen  sein  würde. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorigen ,  dass  die  partikularen  IntegTale 
einer  partiellen  Differenzialgleichung  sehr  mannigfaltige  Formen 
annehmen  können,  und  dass  ebendeswegen  die  Aufgabe  der  Integra- 
tion einer  solchen  Differenzialgleichung  in  glewisser  Beziehung  etwas 
Unbestimmtes  hat.  Völlig  bestimmt  wird  die  Aufgabe  erst  dann, 
wenn  Nebenbedingungen  hinzutreten,  wie  sie  bei  den  physikalischen 
Anwendungen  der  obigen  Differenzialgleichungen  in  der  That  vor- 
handen sind.  Es  kommt  in  solchen  Fällen  darauf  an,  dem  allge- 
meinen Integrale  gerade  die  Form  zu  ertheilen,  welche  sich  mit  den 
gegebenen  Nebenbedingungen  verträgt.  Beispiele  hierzu  enthalten 
die  folgenden  Paragraphen. 

§.  118. 
Fortsetzung. 

I.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

mithin  u  eine  unbekannte  Funktion  von  x  und  t ;  man  soll  sie  so  be- 
stinunen,  dass  sie  sich  für  t  =  0  auf  eine  vorgeschriebene  Funktion 
von  a?,  etwa  9(a?),  reduzirt  *). 


*)  Das  physikalische  Problem,  welches  die  Lösung  der  obigen  Aufgabe 
fordert,  ist  der  Anfang  der  mathematischen  Theorie  der  Wänne^und  kntet 
folgendermassen:  man  denke  sich  den  unendlichen  Baum  mit  einer  wärme- 
leitenden Substanz  angefüllt  und  so  erwärmt,  dass  in  aUen  Punkten  einer 
auf  der  Abscissenaohse  senkrechten  Ebene  dieselbe  Temperatur  stattfindet, 
dass  aber  diese  Temperatur  von  einer  Ebene  zur  anderen  variirt,  wobei 
Vo=g>  (x)  die  Temperatur  sein  möge,  welche  die  in  der  Fntfemung  x  senk- 
recht auf  die  x  Achse  gestellte  Ebene  anfänglich,  d.  h.  zur  Zeit  Null,  erhal- 
ten hat.  Wird  nun  der  Körper  sich  selbst  überlassen,  so  findet  eine  Tem- 
peraturenausgleichung statt  und  am  Ende  der  Zeit  t  wird  in  jener  Ebene 
eine  Temperatur  v  herrschen,  welche  eine  Funktion  von  x  und  t  ist,  etwa 
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Da  die  obige  Differenzialgleichung  mit  der  unter  Nro.  9)  des 
vorigen  Paragraphen  verzeichneten  Differenzialgleichung  identisch 
ist,  so  können  wir  zufolge  von  Nro.  10)  die  Ausdrücke 

Ml  =  e^^^^^  cosxm    und    u^  =  c'^*^*^*  sinoßm 


V  =  jP(i,<),  und  von  der  man  im  Voraus  weiss,  dass  sie  für  <  =  0  wie- 
der in  q>  (x)  übergehen  muss.  Um  eine  zweite  Eigenschaft  dersdben  ken- 
nen zu  lernen,  betrachten  wir  den  Gang  der  Temperaturenausgleichung 
näher. 

Als  Ursachen  der  verschiedenen  Temperaturen  eines  Körpers  gelten  die 

verschiedeilen  Wärmemengen,  die  er  enthalten  kann;   rechnen  wir  letztere 

den  ersten  proportional  und  nennen  w  das  Wärmequantum,  welches  der  Mas- 

^     seneinheit  zugeführt  werden  muss,   damit  ihre  Temperatur  von   0®  auf  v 

j     Centesimalgrade  steige,  so  ist  to  =  Cv  und  dabei  C  ein  nur  von  der"  Natur 

,    jener  Masse  abhängiger  Coefficient,  die  sogenannte  spezifische  Wärme  oder 

die  Wärme,   durch  deren  Aufnahme  die  Temperatur  der  Masseneinheit  um 

V  erhöht  wird.     Soll  nicht  die  Einheit  der  Masse,  sondern  die  Masse  M 
'     auf  die  Temperatur  v  gebracht  werden ,    so  ist  Mmal  m^hr  Wärme ,   d»  h. 

M  ,  Cv  erforderlich,  mithin  das  neue  Wärmequantum  TF  =  Oy.  Cw, 
wenn  O  die  Dichtigkeit  und  V  das  Volumen  bedeutet.  Denken  wir  uns  den 

,  unendlichen  Baum  zusammengesetzt  aus  parallelen  Cylindem  oder  Prismen 
von  dem  gleichen  Querschnitte  <^ ,  deren  Längenrichtungen  mit  der  Eichtung 
der  X  zusammenfallen,  so  brauchen  wir  nur  die  Wärmebewegung  in  einem 
solchen  Körper  zu  betrachten  und  dann  sind  die  Verhältnisse  folgende.  Die 
Temperatur  v,  welche  der  in  der  Entfernung  x  liegende  Querschnitt  q  am 

.    Ende  der  Zeit  t  hatte,  wird  sich  während  der  Zeit  dt  um  dv^  oder,  besser 

■hv 
ausgedrückt,  um  r~  d<    ändern;  dazu  gehört  nach  dem  Vorigen,  dass  das 

'hv 
Volumenelement  qdx  dke  Wärmemenge   Sqdx  .  C  —  d  t  .  aufgenommen 

habe,  wobei  natürlicherweise  vorausgesetzt  ist,  dass  in  dem  ganzen  Volu- 
menelemente qdx  die  nämliche  Temperatur  v  herrsche,  wie  in  seinem  vor-' 
deren  Querschnitte  q.  —  Um  einen  zweiten  Ausdruck  für  dieselbe  Wärme- 
I     menge  zu  finden,  betrachten  wir  zwei  getrennte  Querschnitte  q  und  q*  ==  q 
in  den  Entfernungen  x  und  x'  <.  Xy.  mit  den  Temperaturen  v  und  v'  <  v. 
Die  Temperaturenausgleichung  besteht  nun  darin ,  dass  Wärme  von  q  nach 
q*  (der  Richtung  der  x  entgegen)   überströmt  und  zwar  um  so  mehr,  je 
1     grösser  der  entsendende  Querschnitt  q,  je  grösser  die  TemperaturdifFerenz 
I     y — v'  und  je  kleiner  der  Abstand  x — ar'  ist;   demnach  lässt  sich  die  wäh- 
'     rend   der    Zeiteinheit    von    q    nach   q'   übergehende   Wärmemenge    durch 

j  Kq  .  ausdrücken,  wo  der  Coefficient  K  die  sogenannte  innere  Lei- 
tungsfähigkeit der  Masse  bezeichnet.     Für   x'  ==  x  —  dx  ^  v'  ==  v  —  dv 

1     =  w  — T"  <^^  g®ht  der  vorige  Ausdruck  i^  Kq  r-    über    und    giebt   die 

Wärmemenge  an,  welche  während  der  Zeiteinheit  aus  deni  vorderen  Quer- 
schnitte des  Elementes  q  in  den  nächstvorhergehenden,  nicht  mehr  zu  die- 
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als  partikuläre  Integrale  ansehen;  daraus  lässt  sich  ein  drittes  Inte- 
gral bilden,  indem  man  us  =  tii  Gos0>^-\-u^»n(o9'  aetzt,  wo  ^  eine 
willkürliche  Gonstante  bezeichnet.     Der  nunmehrige  Ausdruck 
2)  «8  =  e-^^'^"  oasi»—x)(0 

befriedigt  zwar  die  Differenzialgleichung  1) ,  geht  aber  für  <  =  0 
in  co«'(#  —  a)  m  über,  während  er  zu  9  (as)  werden  sollte.  Aa> 
co«(d — x)a  lässt  sich  jedoch  q)(w)  herleiten,  und  zwar  mittelst  des 
Fourier'schen  Satzes: 

/OO  QO 

—  00    — 00 
d.  h.  dadurch,  dass  man  cos  (&  —  x)(d  mit  — —  9  (^)  da  d^    multi- 

plizirt  und  nachher  zwischen  den  Grenzen  —  00  und  -f-  oo  integrirt. 
Dieselben  Operationen  geben  auf  %•  angewendet : 

/oo  00 

»      00 

und  dieser  Ausdruck  erfüllt  in  der  That  alle  Bedingungen.-  D» 
nämlich  -O"  und  O  von  x  und  t  unabhängig  sind,  so  unterscheidet  sich 
das  Produkt 

5)  e-^*'^\o8(9'—x)m.-^fp(9)  do  d^' 

sem  Elemente  gehörenden  Querschnitt  des  Cylinders  zurückweicht;  in  der 
Zeit  dt  verliert  daher  das  Volumenelement  qdx   die  aus  seinem    vordcreo 

Querschnitte  austretende  Wärmemenge  w  --^  Kq  r-  dt\  dagegen  nimmt  es 

durch  den  am  Ende  (in  der  Entfernung  x-\-dx  befindlichen)  Querschnitt  ({ 

Wärme  auf,  nämlich  to  +  r —  dx  =  Kq  -r-  dt  -^  Kq  z — ^  dx  dt.    Der 

Unterschied  beider  Wärmemengen  t~   dx   =^  Kq  :r~^dxdt  bleibt  in  dem 

Volumenelemente  und  muss  der  Wärmemenge  gleich  sein,  welche  die  frü- 
her betrachtete  Temperaturerhöhung  des  Elementes  zur  Folge  hatte;  dem- 
nach ist  die  Differenzialgleichung  der  Wärmebewegung   . 

SCq  -dxdt=^Kq^^  dx  dt, 
oder  ^y  ^2^ 

Jt   ^  ^  I^' 

K 

wobei  zur  Abkürzung  ^^  =  k  gesetzt  worden  ist.    Schreibt  man  u  i  ür  r, 

SO  hat  nian  die  im  Texte  angegebene  Differenzialgleichung. 
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nur  darin  von  u^ ,  dass  es  an  constanten  Faktoren  reicher  als  2%  oder 
von  der  Form  n^  .  Conat  ist.  Ea  bildet  demnach  der  Ausdruck  in 
5)  gleichfalls  ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  1),  mithin  ge- 
nügt auch  eine  Summe  unendlich  vieler  Glieder  von  der  Form  5), 
d.  h.  das  Doppelintegral  in  4),  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung ;  ausserdem  wird  für  *  =  0  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4) 
identisch  mit  dem  Doppelintegrale  in  Nro.  3) ,  folgHoh  u  =  q)  (a?). 
Der  Werth  von  u  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  die  Reihenfolge 
der  Integrationen  umkehrt  und  in  der  nunmehrigen  Form: 

00  — oo 

die  auf  o  bezügliche  Integration  mittelst  der  Formel 

VT 


— »  ,  0 

ausführt;  man  erhält: 

6)      .  u  =  —.t==    j  fp(ß)d^e       ^^^  . 


51 
4a 


Fühlt  man  endlich  eine  neue  Yariabele*i}  ein  mittelst  der  Sub- 
stitution 

^    ^^/     =  V'.  d.  i.  ^  =  ^+2i2 vT«, 
so  stellt  sich  u  unter  die  elegantere  Form : 

oo 

7)  u  =  --^=  fe^'^^q)  (^4-2i2  VT"o  dr^. 

'  —00 

Auch  hier  ist  die  Prüfting  sehr  leicht;  benutzt  man  für  u  die 
erste  Form  (Nro.  6),  so  findet  sich,  dass  u  der  Gleichung  1)  genügt ; 
aus  der  zweiten  Form  (Nro.  7)  geht  dagegen  hervor,  dass  für  t  =  0, 
u  =  fpiß)  wird. 

II.  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  die  nämliche,  die  ge- 
suchte Funktion  u  aber  den  zwei  Bedingungen  unterworfen,  für  t=0 
in  9?  (x)  überzugehen  und  für  a?  =  0  zu  verschwinden ,  was  auch  t 
sein  möge  *). 


*)  Die  obigen  Bedingungen  entsprechen  in  der  Theorie  der  Wärme 
folgendem  Falle.  Es  sei  der  unendliche  Raum  nur  auf  der  positiven  Seite 
der  X  mit  Masse  erfüllt  und  erwärmt  wie  vorhin,  an  der  Stelle  ar  =  0  aber 
begrenzt  durch  eine  Vertikalebene,  welche  mit  einer  Wärmequelle  so  in 
Verbindung  steht ,  dass  jene  begrenzende  Ebene  fortwährend  auf  der  con- 
stanten Temperatur  c  erhalten  wird.  —  Im  Texte  steht  u  statt  der  Tem- 
peratur V  und  sind  die  beiden  Fäfle  c  ==  0  und  c  ^  0  getrennt  behandelt. 
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Die  vorige  Auflösung  ist  jetzt  nicht  mehr  br^^uchbar,  weil  för 
^  r=:  0  nicht  ti  =r  0  Wird;  gehen  wir  aber  von  dem  partikulären 
Integrale:  , 

aus,  so  findet  diese  Eigenschaft  bereits  statt  und  es  kommt  nur  dar- 
auf an,  für  <  =  0,  u  =  9)(a?)  werden  zu  lassen.  Das  obige  u  giebt 
in  dein  genannten  Falle  sinxm  statt  ^(a);  um  letzteres  zu  erhalten, 
nehmen  wir  den  Satz: 

{p(x)  =   I   j  stnwo}  —  q)(d^)stnm^ dm  dd" 

0    0 
zu  Hölfe  und  setzen : 

8)  w  =  —  /    /  e~'^^*9inaGtq)(d')8inmd'  d(od%^ 

0  0 
was  sich  wie  früher  sehr  einfach  dadurch  rechtfertigt,  dass  das  vor- 
stehende Doppelintegral  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  parti- 
kulärer Integrale  von  der  Form  u^, Consta  mithin  selbst  eine  Auflö- 
sung der  Differenzialgleichung  1)  ist.  Kehrt  man  in  Nro.  8)  die 
Anordnung  der  Integrationen  um  und  zerlegt  das  doppelte  Sinus- 
produkt in  eine  Cosinusdifferenz,  so  wird: 

M  =  —  fq)i»)d»Je''^'^^  \oo8i»—a!)&—cotf(»-{'a!)m\  dw, 

0  0 

und  durch  Ausführung  der  auf  Q  bezüglichen  Integration : 

oder  auch  mittelst  einer  ähnlichen  Transformation  wie  vorhin: 
10) 


0)   u  =  --^  fe-'i*(pia!-{-27iVht)dri 

V  7t  J 


2Ykt  00 

—  -4^  fe-'i"  9 (—  or-f  2 12  Vici)dti. 

+  2Vlä 
Würde  etwas  allgemeiner  verlangt,  dass  u  =  ^(af)  werde  för 
<  =  0,    dagegen   m  =  c  för  «?  =  0,    so  würde  man  u  —-  c  =  ü 
nehmen  und  hätte : 


Digitized  by 


Google 


Cap.  XXI.  §.  118.    Portöetzttng.  541 

mit  den  Nebenbedingungen  Z7  =  0  für  a?  =  0  und  ü  =  (piai)  —  c 
für  f  =  0 ;  diese  Bedingungen  sind  dieselben,  als  wenn  in  der  vori- 
gen Aufgabe  Z7  für  m  und  9>  (a?)  —  c  für  y  (ai)  gesetzt  worden  wäre ; 
entwickelt  man  ü  nach  dieser  Bemerkung  aus  Formel  9),  so  ist  nach- 
her für  die  neue  Aufgabe: 

a>  _  c^—xy     _  (ß^+xy 


0 
Sei  befspielsweise  q>(a!).=  0;  es  ist  dann: 

^oD      C»-xy       ^  094-a;)* 
~     4fc/  ^"~    4*;« 


tt  =  c  •- ^j  I  le 


d». 


—     ^  I         X 

welchen  Ausdrück  man  leicht  auf  fplgende  Form  bringt: 

X 

2Vkt 
12).)  u  =  c[l-:J=.fe-n'än] 

III.  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  dieselbe,  die  gesuchte 
Funktion  u  aber  den  drei  Bedingungen  unterworfen  für  <  =  0  in 
9  (a)  überzugehen  und  sowohl  für  ar  =  0  als  für  ^  =  X  zu  ver- 
schwinden **).    Das  partikuläre  Integral: 


*)  Hieran  knüpft  sich  folgende  interessante  Folgerung.  Sollen  zwei  in 
verschiedenen  Abständen  x^  und  x^  liegende  Fankte  in  verschiedenen  Zeiten 
t,  und  ti  dieselbe  Temperatur  v  ==  «  erreichen ,  so  muss  in  jedem  Falle 
die  obere  Grenze  des  Integrales  dieselbe,  mithin : 

sein ;  daraus  folgt  die  Proportion : 

ti  i  t^  =  Xi    i  x^  , 
und  es  verhalten  sich  also  .jene  Zeiten  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen. 

*♦)  Die  zugehörige  physikalische  Aufgabe  lautet:  ein  Stab  von  geringem 
Querschnitte  q  und  der  Länge  Ä  sei  ursprünglich  auf  irgend  welche  Weise 
erwärmt  und  dann  in  ein  Mittel  von  der  constanten  Temperatur  Null  vor- 
setzt ,  während  gleichzeitig  die  beiden  Enden  des  Stabes  auf  der  constanten 
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«2  =  e~'^^^*  sin  X  (O 
ist  hier  wieder  insofern  brauchbar,  als  es  für  a=0  den  Werth  Null 
erhält;  damit  es  auch  fÖr  ^  =  A  verschwinde,  d.  h.  amXa  =  0 

nx 

werde ,  muss  X  o  ein  Vielfaches  von  ä  sein ,  also  cd  =  ^— ,  wenn  n 

eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.    Aus  deiti  nunmeh- 
rigen partikxdären  Integrale: 

VTJ      .    nnx 
kann  nun  zwar  durch  Integration  die  allgemein^  Form  nicht  herge- 


T^mperatar  Null  erhalten  werden;  man  aoU  die  Temperatur- v  eines  Punk- 
tes nach  der  Zeit  t  bestimmen.    Hat  sich  wie  früher  v  in  der  Zeit  dt  um 

r-jr  dt  geändert,  so  ist  die  Wärmezunahme  des  Elementes  qdx  dem  Aus- 

St; 
dracke  SCq  "TT  dx  dt  gleich.    Andererseits  hat  das  Element  qdx  durch 

seine  Vorderfläche  die  Wftrme  Kq  T~~  dt  verloren,  durch  die Hinterfläcbe 

die  Wärme  Kq  T~"  dt  -^  Kq  "T^^dx  dt  aufgenommen,  ausserdem  aber 

durch  Ausstrahlung  in  das  umgebende  Mittel  Wärme  abgegeben.  Heisst 
H  die  Wärmemenge,  welche  die  Flächeneinheit  der  Staboberfläche  während 
der  Zeiteinheit  in  das  Mittel  entlassen  würde,  wenn  der  Stab  die  constante 
Temperatur  1  behielte,  so  ist  die  Wärme,  welche  die  Oberfläche  »  des 
Elementes  ^do;  in  der  Zeit  dt  bei  der  Temperatur  v  entlässt,  dem  Aus- 
drucke Hiüdtv  gleich,  oder  wenn  p  die  Peripherie  des  Stabes  bezeichnet, 
=  Hpv  dxdt    Nach  Abzug  dieser  Wärme  bleibt: 

SCq  —dxdt  =  Kq  T-j  dxdt-  Hpvdxdty 

oder : 

bv  b^v 

TT   =  fc  r—r  —  mu, 
öt  da^  ' 

wo  k  die  frühere  Bedeutung  hat  und  m  =  ^A      ist.      Durch    Einführung 

einer  neuen  Variabelen  u  mittelst  der  Substitution: 

— mt 
V  =  ue 

vereinfacht  sich  die  obige  Dififerenzialgleichung  und  wird: 

'dt   '^      Txf 
Da  ferner  v  sowohl  für  a;  =  0,  als  für  x  =  X  verschwinden  soll,  so  muss 
li  dieselbe  Eigenschaft  besitzen;  für  i  =--  0  wird  ti  =  v  =  »^  =  9^(.x), 
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leitet  werden,  weil  ö  keine  dtetig  veränderliche  Grösse  mehr  ist, 
wohl  aber  darf  man  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  einzelne 
Glieder  die  verschiedenen  fiir  n  =  1,  2,  8  ...^entstehenüen  parti- 
kulären Integrale  sind.    Nehmen  wir  zur  Abkürzung : 

SO  ist  das  allgemeine  Integral: 


13)  u=Q«-l'*«5i»r^-f  (^e- 


Für  «  =  0  soll  w  in  9  (jb)  übergehen ,  die  bis  jetzt  noch  willkür- 
lichen Constanten  6i,  Q,  Ca  etc.  müssen  daher  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Gleichung: 

9?  (4?)  =  Ci  8tn  -T (-  CIj  8m  — t f-  Q  «n  — i (-.... 

stattfindet.  Der  Vergleich  mit  den  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  lie- 
fert diese  ßestimmung  augenblicklich;  es  ist  nämlich: 

X 

14)  C;  =  -^fq,  (^)  sin  ^d», 

0 
und  damit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst*). 


*)  Der  vorigen  Note  zufolge  .ist  die  Temperatur  v  durch  die  Formel  be- 
stimmt: 

.  =  .-«'  \c,e-''''sin^  +  C.e-^''*sin^^  + j. 

Da  Exponenzialgrössen  mit  quadratischen  Exponenten  an  sich  schon  sehr 
rasch  abnehmen ,  so  kann  man  für  ein  einigermassen  grosses  t  die  Keihe 
auf  ihr  erstes  Glied  beschränken,  also: 

setzen.  Daraus  folgt  ein  interessantes  Gesetz.  Für  drei  Funkte  in  den  Ent- 
femungeu  $  «,  |,  |  -f-  «  mit  den  Temperataren  t?! ,  üg,  r»  ergiebt  sich 
nämlich : 

es  steht  also  das  arithmetische  Mittel  der  Temperaturen  zweier  Punkte  zu 
der  Temperatur  des  mittleren  Punktes  in  einem  Verhältnisse,  welches  nur 
von  der  gegenseitigen  Entfernung  dieser  Punkte  abhängig  it>t,  mithin  für 
verschiedene  I  und  gleiche  a  dasselbe  bleibt.  Die  Erfahrung  hat  dieses  Ge- 
setz bestätigt.  I 
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§.  119. 

S  c  h  1  u  8  s. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Bestimmung  derjenigen  Funk- 
tion y  zweier  Variabelen  x  und  t,  welche  erstens  der  partiellen  Dil- 
ferenzialgleichung : 

genügt,  die  zweitens  für  <=  0  in  die  gegebene  Funktion  q>{x) 
übergeht,  und  welche  endlich  noch  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr 

partiell  nach  t  genommener  Differenzialquotient  r^  fiir    f  =  0   zii 

einer  gleichfalls  vorgeschriebenen  Funktion  i>(ß)  wird*). 

Vermöge  der  Identität    der    obigen  Differenzialgleichnng  mit 
der  unter  Nro.  6)  in  §.  117  betrachteten  Gleichung  würde  y,  wenn 
es  nur  an  die  Bedingimg  1)  gebunden  wäre ,  von  der  Form : 
2)  y  =  *(ä+  xO  +  Wix—^xt) 


*)  Die  Bewegung  schwingender  Saiten  geschieht  in  Üebereinsümmimg 
mit  den  obigen  Bedingungen,  wie  man  auf  folgende  Weise  sehen  kann. 
Zwischen  zwei  festen  Funkten  A  und  B  ist  eine  Saite  ausgespannt,  deren 
Länge  AB  ■=  ^  und  deren  Grewicht  p  sein  möge;  durch  irgend  wdcfae 
Mittel  hat  man  sie  aus  ihrer  natürlichen  geradlinigen  Lage  heraus  in  die 
Form  einer  durch  die  Gleichung  y©  =  9^  W  dargestellten  Curve  gebracht, 
jedem  ihrer  Punkte  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ertheUt  und  sie  darauf  sich 
selbst  überlassen.    Am  Ende  der  Zeit  t  mögen  AM  z=:  x  und   MP  =  y 

(Fig.  64)  die  Coordinaten  eines  Funk- 
l?ig.  64.  |gg  ^gj.  gj^j^  bezeichnen,  indem  sidi 

derselbe  von  seiner  anfänglichen  La- 
ge Pfl  nach  P  bewegt  hat;  femer 
seigre -4P  =  «,  MM'  =  dx^  PP' 

Tis 
z=.  ds  ■=z  -r—  dx ,  mithin  die  Mas« 

dX  ' 

des  Elementes  PP*  gleich  "^   d$. 
wo  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet    Nach   bekannten  d3manü- 

sehen  Prinzipien  ist  die  eine  Masseil/ bewegende  Kraft  =  3^*7^,    also  is 

p     ^8  l^y 

vorliegenden  Fall  z=:  -^  —  dx  —2..   gj^  „^^jgg  ^^^  Kräften  gleich  s«n, 

welche  aus  der  Verbindung  des  Elementes  PP'  mit  den  übrigen  Theilen  der 
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sein,  Wo  O  und  ^  zwei  willkürliche  Funktionen  Uezeichnen;  zu- 
gleich ist: 

3)  1^  =  x{®'(a?-f  xO  —  3^'(^— xO}. 

Um  die  Funktionen  O  und  W  den  weiteren  Bedingungen  der  Auf- 
gabe anzupassen ,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  <  =  0, 

indem  wir  beachten,  dass  in  diesem  Falle  y  in  fp(ai)  und  -r-*^  milf(x) 

üb  er  geht;  es  wird  so: 

~  >  2iQ 

Saite  herrühren.  Nennen  wir  Q  und  Q,  =  Q  -f-  r-^  dx  die  in  den  Punk- 
ten P  und  P'  nach  den  Bichtongen  der  Tangenten  an  der  Curve  wirkenden 
Spannungen,  so  wird  das  Element  PP'  einerseits  von  der  Yertikalcompo- 
nente  der  Kraft  Q  herab-,  andererseits  von  der  Vertikalcomponente  der 
Spannung  Qy  hinaufgetrieben  und  es  steht  folglich  PP*  unter  der  Einwir- 
kung der  beiden  entgegengesetzt  wirkenden  Kräfte : 


Q  ^  und  Q  + 


.(qÄ>. 


Die  Biflerenz  derselben  giebt  die  bewegende  Kraft  und  es  ist  ulaher : 


p     ^8   l^  __ 


_<«!!)• 


gk    ^a?    S<2  ^^ 

Um  diese  DifPerenzialgleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  an,  dass  sich 
die  Saite  nur  wenig  von  def  geradlinigen  Form  entferne  mithin,  "ha  für  7^$ 
genommen  und  Q  als  constant  angesehen  werden  kann.    Dies  >giebt : 

gX   3t«    ~^   3x2    <x*«'     3t«  ~        3^«' 
wobei  zur  Abkürzong' 


=V^ 


X 

"        V 

gesetzt  worden  ist.  Die  entwickelte  Differenzialgleichung  muss  nun  so  in- 
tegrirt  werden,,  dass  für  ^  =  0  der  ursprungliche  Zustand  der  Saite  zum 
Vorschein  kommt,  d.  h.  y  in  ^o  =  9^  W  übergeht,  und  dass  femer  die  am 

^y 

Ende  der  Zeit  t  vorhandene  Geschwindigkeit  -TT  des  Punktes  P  für  <  =  0 

zu  der  Anfangsgeschwindigkeit  wird,  welche  P^  erhalten  hat.  Heisst  dieselbe 
Vq  und  betrachtet  man  sie  als  verschieden  für  verschiedene  Punkte  der  Saite, 
so  ist  Vq  gleich  einer  gegebenen  Funktion  \p  {x)  der  Abscisse.  Endlich  müssen 
die  Endpunkte  A  und  B  der  Saite  fest  bleiben,  und  daraus  folgt,  dass  für 

a;  =  0  und  für  a:  =  Ä  immer  y  =  0  und  -r7=0  werden  muss,  was  auch 

t  sein  möge. 
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S4C  Cap.  XXI.  f  11«.    Sdilan. 

aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  durch  Multiplikation  mit  dx  und 
Integration: 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  verbindet ,   so  erhah 
man  ©(ä?)  und  V{x)^  nämlich: 

0(x)  =  I  {  9  W  -\-^jH^)dx  }, 

Um  die  willkürliche  Constante  der  Integration  sichtbar   zu  machen, 
schreiben  wir  statt  der  vorigen  Gleichungen  die  folgenden : 

X 

0ix)  =  \{q>isi)^C+j^fi>md»l 

0 

X 

0 
Lassen  wir  in  der  ersten  Formel  a?  -j-  xt,  in  der  zweiten  x  —  nt 
an  die  Stelle  von  x  treten ,  wobei  sich  C  nicht  ändert,  so    ergeben 
sieh  9{X'\'%i)  und  ^(^ — xQ?  ^^<1  ^^^  gesuchte  Integral   ist  zu- 
folge von  Nro.  2)  und  nach  einer  kleinen  Reduktion: 

x—mt 
seine  Richtigkeit  könnte  auch  leicht  a  posteriori  bestätigt  werden. 

yfvt  wollen  noch  die  Modifikation  untersuchen,  welche  die  vor- 
stehende Auflösung  in  dem  Falle  erleidet,  wo   man  die  zwei  neuen 

Bedingungen  hinzufElgt,  dass  y  sowohl  als  -r-^  för  jedes  t  verflchwin- 

o  t 

den  sollen,  wenn  d;  =  0  und  wenn  x  =.  X  \ai^  während  zugleich  s 
auf  das  Intervall  Obis  A  beschränkt  bleijben  möge.    Damit  für  jr=0 
der  obengefandene  Werth  von  w  verschwinde,  muss'y  (xOH-9>("'  ^) 
==  0,  d.  h.  <pX  —  Ö  =  —  9(1)  sein,  femer: 
xt 


ß 


flf(^)d»  =  0, 

Kt 

mithin  i^( — |)  =  —  tif'CÖ.    Aus  der  Bedingung,  dass  für  «  =  X 


#  ' 
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gleichfalls  u  =  0  werde ,  erhjUt  man  auf  ähnliche  Weise  q)(X  —  {) 
=  —  9>(*  +  D  und  ifß  —  1)  =  -s-  *(*+  I).    Dieselben  Bedin- 

gungeii  finden  sich  wieder,  wenn  -r^  fär  a?  =  0  und  fttr  «  =  A  ver- 
schwinden soll.  Besitzen  nun  die  Funktionen  q>  (^)  und  ^  (d?)  von 
.Hause. au^  di^  entwickelten  ndthigen  Eigenschaften,  so  ist  die  Fo'r- 
mel  4)  ohne  Weiteres  brauchbar;  findet  aber  der  genannte  günstige 
Umstand  nicht  statt,  so  kommt  es  darauf  an,  in  der  Formel  4)  statt 
(pQe)  und  if(ai)  ein  paar  andere  Funktionen  qfiiäi)  und  ifiiäf)  zu 
setzen,  welche  für  A  ]>>  a?  ]>-  0  mit  jenen  identisch  sind,  ausserdem 
aber  jene  Eigenschaften  besitzen.  Die  Auflösung  bestände  dann  in 
folgender  Gleichung: 

x^xt 

X — xt 
und  darin  muss  sein: 

9i(^)=9>(^))  9i(— •^)=  — 9i(*)i  9i(A—a?)«  ~9i(Ä+^), 

[fürA>*>0, 

Den  Bedingungen,  welchen  die  Funktionen  <Pi(a)  und  i^iiai)  unter- 
worfen sind,  genügen  folgende  Gleichungen; 

l 

6)  ^  =  -|-y*9)  (d')  sin  ^d», 

0 

^i(j?)  =  J5i«m-r-+JBj«tn— I |-J58«tn— -j [-.... 

A 

7)  B^  =  t/*^^^ «n -5|^id,  . 

0 
wie  man  mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §»  81  augenblicklich 
übersieht ;  man  findet  vermöge  dieser  Substitutionen  aus  Nro.  5) : 

.    .   nw       xnt  ,    ^     .   2x4e       ixjtt    , 

8)  y  =  ili«tn-r-coÄ  —r-'f-Ä^atn    ^    coa — r 1-  — 

Dasselbe  Resultat  kann   man  auch  unmittelbar  auf  folgendekn 
Wege  erhalten.    Ein  partikuläres  Integral  derDifferenzi^gleio)|iuig: 

»6* 
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ist  nach  §.  117,  11: 

da  aber  dieser  Aüadrack  weder  ftlr  «  =  0,  noch  för  d?  =  A  ver- 
schwindet, so  lange  ß  einen  reellen  Werth  hat,  so  nehmen  wir  ß=z 
IIb  V  —  1  und  erhalten  zwei  partikuläre  Integrale ,  nämlich  den  re- 
ellen Theil  <?05|»(ÄixQ  und  den  imaginären  Theil  «nft  («+xO. 
Zerlegt  man  den  Cosinus,  sowie  den  Sinus  und  versnicht  die  ein- 
zelnen Bestandtheile,  so  findet  sich,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

smiiba  oosinxi     und      sin  fix  ainiixt 
partikuläre  Integrale  der  obigen  Dififerenzialgleichung  sind ,  und  mn 
ihnen  die  Eigenschaft  zu  ertheilen,  dass  sie  sowohl  fUr  ^  =  0,  als 

(uT  a  =  l  verschwinden,  braucht  man  nur  fi  =  -r-  zu  setzen,  wo 

n  ganz  und  positiv  ist.  Als  weiteres  partikuläres  Integral  kann  jetzt 
der  Ausdruck: 

.  •  .    nnx         nuTCt   ,   ^    .   n%x    .    nuTCt 

dienen,  und  es  ist  demnach  das  allgemeine  Integral: 

9)        y  =  lÄiCoa-j |-Q«n— ^  I  ^^^ 

.    (  .         %%%%  ,  ^    .  2xäA   .    %%x 
-f-  KA^OOB — r |-Q«n — r — \svi 


-|-  (  4jC0«— T YC^stn  — r — \ 


.    Znx 
«m — z — 


+ 

woraus  noch  folgt: 

10)  -2.  =  _  ^— .  A^  8tn  -y- -f- (\  co8—j^J9in 


X 


.    2kx  (      .     .    2xifet  ,  ^       2xxt\  .    itit 
+  -J-  \  —  ^^^—l \'G2C0ß—j^Jsm  — 

,    8x3r  /           .   Sxnrt   ,  ^       Sxnt\   .     3« 
+  -j-  y—A^itn—j f-QeoÄ— ^  l«n  — 


3dr« 


'    +    .     .     .     .    .     .     .     . 

Die  Coef&cienten  Ä  und  C  müssen  jetzt  so  bestimmt  werden,  dass  y  in 
9)(a?)  und  "^y  in  ^(^)  übergeht,  sobald  t=  0  gesetzt  wird;  dass 
iöttthin  folgende  Gleichungen  /stattfinden: 
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—  ^(j?)=Ci«n-r-  +  2Q«n — z |-3Q«n— ; 1- 

XA  A  A  A 

Die  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  liefern  diese  Bestimmung,  nämlich: 


0 
oder  auch: 


0 


0 
und  es  ist  demnach  die  in  der  Gleichung  9)  enthaltene  Auflösung 
mit  dem  unter  Nro.  8)  verzeichneten  Besultale  identisch*). 


*)  Giebt  man  in  den  Formeln  9)  und  10)  demi  zwei  verschiedene  Werthe, 
von  denen  der  zweite  den  ersten  um  — -  übertrifift,  so  ist  der  Zustand  der 
Saite  im  zweiten  Falle  derselbe  wie  im  ersten;  der  Ausdruck: 
Ü  ==  2  VK 

^  V  gQ 

ist  daher  die  Dauer  einer  vollständigen  Schwingung ;  sollen  n  solcher  Schwm- 
gnngen  in  der  Zeiteinheit  stattfinden,  so  folgt  als  Schwingungszahl: 

2X         ^    Y     pi 
woraus  sich  die  Gesetze  über  die  Schwingungsmengen  verschiedener  Saiten 
leicht  ableiten  lassen.    Auf  den  Formeln  9)  und  10)  beruht  auch  die  Erklä- 
rung der  Schwingungsknoten,  auf  die  wir  nicht  näher  eingehen  können. 
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Verbesserungen. 


Seite    39  Z.  12  y.  u.  muss  der  zweite  Nenner  d^,  der  dritte  ^ii  heissen. 

„      42  letzte    Zeile   statt  —    |  :-> — =•   lies   -|-  \  ^ . 

Y  X  Y    X 

„  68  Z.  6  V.  o.  statt  MS  und  PS  lies  PS  und  MS. 

„  86  Z.  8  V.  o.  ist  hinter  „sich^^  einzuschalten  '■  „in  manchen  Fällen^S 

„  111  Z.  7  y.  u.  statt  sein  lies  sei. 

„  116  Z.  2  y.  u.  statt   aßy^  lies  a/9. 

„    165  Z.  4  y.  o.  statt  —  (c(Wii'+t«ntiO  lies  -^(cofii'  —  tmu'.) 

,,  170  Formel  18)  statt  cos  lies  ^n. 

„  280  Formel  2)  statt  -f  ex»  lies  —ex*. 

„  285  Z.  12  y.  u.  ist  hinter  cf,j  einzuschalten  =  6  —  a. 

,,  807  Z.  18  y.  u.  statt  dz  lies  dx» 
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3m  Serlage  t)oit  %tit\>xxä^  ^ittot^  unb^ol^nin  Staunfj^toeig  ifl  evf^tenen: 

gut 

Spceen^  ®pmna{len^  ®emetbes  unb  9teatfd)u(en,  fon>te  $um  ®e(6jlunterdd)te, 

t)oti  Dr.  3oift»  iorfillet, 

Vrofeffot  bft  99tlttf  nn^  Siedinoto^te  an  ber  Unitftrfitat  an  9te<^nr0  Im  ^veii^au. 

tRit    532   in    ben   Zttt   eingebruiften  .&oljf(^nitten.    gt.  8.  ?eln  IBelirUjaj).  ge^. 
¥reiö  1  Zfiix.  16  (Sgr. 

X)titte  ^etmehttt  nub  i^etbeffeirte  Vnflade« 

a»ftner5|)ouinet'«  Selj^rbutb  ber  ^l^pft!  bat  in  "iiet  fid)  rafcb  folgenben 
2Cupagen,  f^  ben  Untemcbt  auf  b^b^^^n  ^ebranftalten  unb  för  ba6  tiefere  Setbft« 
ftubium,  fo  ungetbeilten  SBeifatt,  fo  toeite  8Jerbreituna  gefunben,  baf  ber  ;&err  SSer- 
faffer  Don  »ielen  ©eiten  angegangen  würbe,  einen  fürjeren  ©runbrtf  für  ben 
®ebrau(b  an  Si^ceen,  ©pmnajten,  ®ett)erbe:  unb  ^^ealfcbulen ,  wie  anä)  för  ben  er? 
ften  ®elbftunterrid)t,  folgen  ju  laffen;  biefer  wirb  btermit  bem^uMifum  in  britter 
erweiterter  unb  »erbefffcrter  2CufIage  übergeoen. 

.  2Cu(b  biefes  2Berf  bot  ficb  fel^r  bafb  ber  attgemeinften  2Cnerfennuftg  unb  Ser« 
breitung  ju  erfreuen  gel^abt,  unb  jwar  in  unb  auferbalb  ^eutfd)lanbd,  benn  eg  ffnb 
Ueberfe|ungen  in  englifd)er ,  f(bwebif(ber  unb  bottdnbif<bet  ©pracbe  tbeiW  erfcbienen, 
tbeilS  vorbereitet. 

IDer  «f;err  S3erfa|Ter  fpricbt  f!(b  über  bie  Stellung  feinet  93ud)ed  u.  2C.  in  fols 
genber  SBeife  auö: 

»iber  »©runbrif  ber  ^rperimentalpb^rit«  trdgt  bie  ®runbgefe^e 
ber  9laturlebre  in  m5gli(bft  allgemein  »erlldnblitber  gorm  unb  in  einer  bem 
je^igen  ©tanbpunft  ber  SBijfenfcbaft  entfpre(benbfn  SS^eife  cor.  —  @ott  ber 
naturwiffenfcbaftltcbe  Unterriebt  ben  t)oaen  9lu|en  gewdbreu;  weld^en  man  t)on 
i^m  in  t)ertangen  berechtigt  ift,  fo  ret4)t  ed  nicbt  bi»/  ^c^i  ber  ^d^ülcr  bie 
einjelnen  Sb<^tfad^en  unb  ®efe|e  fennen  lerne;  er  muf  aucb  in  ben  ®eijl 
ber  inbuctiDen  SBiffenfd^aften,  ber  pb^fi^alifcben  SRetbobe  ein« 
gefübrt  werben.  IDe$b<^lb  war  ed  n6tbig/  hie  wicbtigjten  ®efe^e  nid)t  allein 
außujdbl^  unb  oerftdnblid)  ju  mad)en,  fonbern  aucb  tbre  S^erfnüpfung  mit  ben 
entfpretbenben  @rfd)einttngen ,  \f)xe  2Cbletiung  au6  benfelben  grünblid)  nacbjuwei? 
fen.  >Daburd)  aber,  baf  mit  2Cu$fd)luf  t)on  ©pecialitdten  bie  gunbamentalerfcbei« 
nungen  unb  bie  au$  ibnen  entwickelten  ^efe^e,  in  biefem  Sßerfcben  mit  genüs 
genber  2Cu6fübrli(bf eit  abgebanbelt  werben,  fu(bte  i(b  biefen  ©runbrif  nicbt  allein 
bem  SBebürfnif  ber  genannten  8ebtanftalten  anAupalfen,  fonbern  e$  aücb  m6glicb 
iu  macben,  baf  er  {üngeren  9)bannaceuten,  Socftmdnnem,  8anbwirtben,  ©e-- 
werbtreibenben  u.  f.  w.  ali  ein  SBucb  für  ben  erften  Unterriebt  genügen  fdnne. 
2fuf  er  'ben  gorberungen  einer  wiffenfcbaftlteben  SRetbobe  b^be  iö)  a\xd)  oors 
augöweife  bie  practifcbcn  Knwenbungen  pb)E)f!falifcber  Ärdfte  berücfltcbtigt  unb 
namentlieb  ben  ©ampfmafebinen,  ben  eleftrifeben  SEelegrapben  u.  f.  w.  eine  bes 
fonbere  Xufmerffamfeit  gewibmet.« 

S&ir  empfeblen  ba€  t)ortreffltebe  S&erf  ben  @ebulbeb6rben  unb  2(llen  benen, 
weleben  ein  rurjer  Ueberblict  ber  ^b^fi^  ^on  Sßicbtigfett  ijt  unb  fügen  binau ,  baf 
ber ^ert  SJerfaffer  in  einem  aweiten,  felbftftdnbigen SBanbe,  bie  gebre  pon  berÄjlros 
nomic,  ^j^eteorologie  unb  mati)ematifd)en  ©eograpbie,  hie  pb)E)fifas 
lifeben  (Srfcbeinungen  beg  SßeltraumeS  unb  ber  @rb ober fldcbe,  unter 
bem  Sitel  fo^ittifd^^e  ^h^fif,  folgen  Idft,  woburcb  baS  ®e\ammtQehiet  ber 
pb^ftfalifcben  SSiffenfebaft  für  Sebqwecfe  im  inneren  3ufammenbange  unb  noUftin^ 
bigec  Äbrunbung  Dorgefübrt  wirb.  J)ie  foSmifcfte  ^bPfi^  f<>tt  im  ßaufe  bie- 
fe«  3obre6  erfcbeinen. 

Um  bem  SBerfe  hie  wettefte  SSerbrettung  anaubabnen  unb  bie  CSinfubrung  in 
bie  Sebranftolten  au  erleicbtem,  ift  ber  |)reiö,  tro|  ber  grof en  2(naabl  (532)  forgfam 
auSgefübrter  Xbbilbungen',  auf  ly,  aiblr-  ermd^igt  (für  bie  früberen  2Cuflagen  war 
er  2  SUfix)  unb  ijt  jebe  S3ucbbanblung  in  ben  @tanb  gefegt,  auf  6  auf  einmal  iye- 
aogene  (Sremplare  ein  greisiSremptar  bewiSigen  au  f6nnen. 
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3ttt  Verlage  Don  ^tiebrt^  ^iemeg  unb  ®o^n  in  IBraunf(]^t»etg  ifl  erf<!^ienen: 

ÜRtt  circa    1500  in  ben  Sept  eingebrucften  «^ol^fc^nttten  unb  3   farbigen 
Kupfertafeln.    2  SSinbe,  jeber  t>on  45. bt^  50  f&oqtn  gr.  8.    ^attnirtei 

SSeltnpap.     ge^. 

@ttbfcri))Hontf)>rei6  für  j[ebe  l{)o)}))eIIiefecun9  »on  12  obe^  melier  Sogen  1  5^lr. 

Vierte  umgearbeitete  unb  vetmef^ttt  Sluflage« 

Qrfi^ienen  ijl:  Grfien  9anbed  er^e  bi<  k)ierte  unb  ^tDeiten  SbanU^  erfie 

bi«  »irrte  Lieferung. 

Sßtr  geiaen  ^terbur(b  eine  t)terte,  forgfam  bearbeitete  nno  oerme^cte  Zaflaqi 
btefe<  treffiicben  S3ucbed  an:  SSerfaffer  unb  S3erleger  l^hen  ficb  beffcrebt,  au6^  bie^fi 
neuen  2Cupage  bte  gr&fte  Sorgfalt  ju  mtbmen. 

@o  raf^e  nnb  e^renbe  2(ner!ennun9  eineö  Sßerfe<  »trb  fcbon  feine  DoOgnUigt 
Q^mpfe^lund  begrünben;  eö  bacf  aber  binjugeffigt  merben,  baf  9li^ller'<  Sebtbwt 
ber  iß^^^f  auf  ben  meiften  beutfcben  Unioerfttaten  unb  b^beren  tcd^nifdben  itbrn-. 
ftaiUn  ben  SSortrdgen  gum  ®runbe  gelegt  ober  ben  3ubdrem  gum  ^4)1hibtmi 
empfoblen  wirb,  unb  bat  H  bie  lebbaftejte  StbeÜnabme  unb  2Cnerfennung  unter  aaec 
benen  gefunben  "^ot,  n)el(ben  ba<  @elbftftubium  ber  9b9ftf,  aU  «^ölf^mifTenfebafr 
^  unentbebriicb  geworben  ijt.  —  2)er  ^Dtebtciner,  ber  (St^emitn,  ber  ^^armaceut,  \>a 

Xecbnifer,  ber  2Cgronom,  ber  gforftv  IBer^s  unb  ^öttenmann,  ber  TLxd^itdt  zc,  tm 
ber  pb9i^^^Iif4)en  itenntniffe,  ieber  @ebtlbete  (ann  ibrer  ntcbt  me^r  entbebren. 

^er  ®nftuf ,  fa  bie  ^aä^t,  welcbe  bie  S^aturmiffenfcbaften  im  XOgemetnen  n 
unferen  Sagen  erlangt  b<kben ,  bie  Unabweiöbatfeit  bed  @tubittm<  bet  9b9l^^  im  fßt 
fonbern,  |lfUt  um  fo  bringenber  ba<  Sebür^if  beraub,  baf  biefe  SBiffenfü^aft  bttn^ 
iwecfmdfige  Sebrbäcber  einem  gr6|eren  Areife  m6gli(bft  sugdugig  gt^ 
macbt  werbe;  oon  biefem  ®tanbpunfte  ging  ber  SBerfaffer  hti  ber  9earbeituBa 
bee  9Ber!e<  auö  unb  e0  gelang  tbm,  bie  Se^ren  ber  |>b9fi(  in  mobrbaft  tow^n 
SBeife  populdr  unb  allgemein  oerftdnblicb  au  maä^en,  obne  ben  ftrengwiffenfilbaftltd^ei) 
)Cnforberungfn  ettoa^  ju  »ergeben.  2)ie  dufere  2Cudjlattung  ifi  eine  folcbe,  tveldx 
bie  S3eftrebungen  beö^erfaffecöunterftö^t;  circa  1500  oortrefflub  au^ef&l^cte  <&ol;ifti(te 
ftnb  bem  Zexte  eingebrucft  unb  oermebren  bie  l^eutlicbfeit  unb  SBerfldnbtidb^it  m 
gemein   —  Der  Subfcrtptiongpret«  ift  fur.bifffXugftattunq  ein  überaus  billiger 

a^  ift  bie  @tnrid|)tung  getroffen,  ba§  bie  (Srfd^einung  bei  ber  S3dnbe  in  bn 
neuen  2Cuflage  gleicbieitig  neben  einanber  b^rgebt 


t' 


©er 

SSecfuc^  einer  arit^mettfc^en  Sarfietlung  ber  nieberen  unb  l)hl)nm  ©eometrir 
auf  ®runb  einer  ab|Ira!ten  2(uffafTung  ber  räumlichen  ©rifen^  formen  m^ 

SBewegungen^ 

»on 

l^ermann   £fcl)effler. 

3»it   97    in   ben   ITert    eingebturften    ^oljfe^nitten. 

gr.  8.    gein  9?eltnpav.    ge^.    fPrei«  2  Xf)ix.  12  ®gr. 

IDer  SSetfaffer  f^at  tß  in  biefem  Serfe  unternommen,  bie  f^on  t)Ott  SeiNi( 
angeregte  3bee  einer  rein  aritbmetiftiben  Sluffaffung  ber  (Seometrir  ji 
)?erivtr!li(ib^"  u"^  ^^"^  ^b^i'rie  gu  entmicfeln,  niittelfl  beren  bie  |n>ifd^en  ben  ^exi^v^ 
benartigen  r&umlicben  ©ebilben  befiebenben  @efe(e  in  ^infldbt  auf  ®röfe,  icni 
Sage,  Bewegung,  ^erteanblung  unb  fonjlige  d»ara!terifiif(be  Cligentbümli^feiten  tO'' 
mittelbar  auf  algebraif(!^e  gormeln  übertragen  werben.  iDiefe  ^^beorie,  ju  weli^ 
in  neuerer  Seit  ©auf  bur6  bie  $er»orbebung  ber  geometrif(ben  ^ebeutung  M 
imaginären  ®rdfrn  einen  tjerjtdrften  ^m^ulö  gegeben  f^ai,  iß  in  ber  gegenwdrtisi^ 
iDur^fübrung  t)öUig  neu,  unb  bür^e  ntcbt  allein  au«  rein  n)tffenf<!b<^^t(^en  @tim 
ben  bad  3ntere{fe  bed  SV^atbematifer«,  fonbern  aud^  wegen  ber  Seid^tigfeit  unb  m 
tvixüä^Uii  ibcer  ^erwenbung  §u  ben  praftif(!ben  Unterfu(!^ungen  ber  anali^tifM 
(Geometrie  unb  ^ed^anil  bie  ^ufmerffamfeit  bed.  matbematif(!^  gebilbeten  ^e^ni^i^ 
"^baft  in  Slnfpru^  nei^men.  r^  T  i 
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